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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Las redes de Petri (RdP) fueron introducidas en la literatura en la tesis doctoral de Carl
Adam Petri [33] como una herramienta para simular las propiedades dindmicas de sistemas
complejos mediante modelos graficos de procesos concurrentes. Desde entonces su estudio y
desarrollo han tenido un auge realmente vigoroso debido fundamentalmente a las numerosas
aplicaciones que se les ha encontrado, las cuales incluyen diversas dreas del conocimiento y de
la técnica. Se ha demostrado que las RAP son un instrumento adecuado para la representaciéon
y andlisis de ciertos sistemas, ya que estas tienen la habilidad de representar y analizar
de una forma fécil sincronizacién y concurrencia, donde varios procesos que evolucionan
simultdneamente son parcialmente independientes.

Las RdP proveen un conjunto de herramientas con gran capacidad de descripcién y
operacién que son ocupadas para representar reglas difusas (reglas que describen la relacién
difusa entre dos proposiciones). Un conjunto entero de reglas de produccion es llamado una
base de reglas. Ademas al formalismo de reglas de produccion el sistema provee un significado
para definir los objetos referidos en las reglas de produccién, llamado declaracion de dominio.
La base de reglas y la declaraciéon del dominio constituyen juntos una base de conocimiento
(KB) del sistema difuso.
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En [22] las RdP son usadas para modelar bases de reglas, relacionando simplemente
algunos de los elementos (funcién de marcado) y caracteristicas (basicamente lugares y tran-
siciones) del formalismo de Petri con los elementos bésicos de una KB (proposiciones, grados
de verdad e implicaciones). Cuando la complejidad de los sistemas KB incrementa, nuevos
elementos son incluidos en la definicién inicial de una RdP, los cuales permiten a una RdP
representar adecuadamente los rasgos que caracterizan una KB. Este procedimiento nos lleva
a la representaciéon de un nuevo modelo el cual es llamado red de Petri difusa (RPD). Las
RdP tienen una cualidad inherente en representar légica de una forma visual e intuitiva y
las RPD toman todas estas ventajas de las RdP. De esta manera, la forma de razonamiento
de un sistema experto puede ser reducido a simples drboles de nodos si algoritmos de ra-
zonamiento basados en RPD son empleados como méquinas de inferencia [7],[5], [6]. Varias
generalizaciones de las redes de Petri difusas han sido propuestas en la literatura [47], [48],
[3], [23], [30] con el propdésito de considerar ciertos problemas concretos vinculados con la

representacién del conocimiento, razonamiento difuso y teorfa de decision.

1.2. Motivaciéon

Las RPD pueden representar perfectamente reglas de produccién difusas con pesos [6][48].
Sin embargo, los pesos en estas no pueden ajustarse de acuerdo a la actualizacién de
conocimiento, en otras palabras, estas no tienen la habilidad de aprender. Por otro lado,
las redes de Petri difusas adaptativas [42] poseen la habilidad de aprender de una forma
parecida a las redes neuronales. Sin embargo, el conjunto de valores (valores de verdad, fac-
tores de certeza, pesos y valores frontera) asociados en la red de Petri difusa para generar
un razonamiento son numeros en [0,1]. Es decir, son asociados unicamente pares (x, (u(z))
-elemento y grado de pertenencia-) como pesos, valores de verdad, valores frontera y factores
de certeza a los lugares y transiciones de la red de Petri (ver figura 1(a) ). Por lo cual, es
impractico listar todos los pares definiendo el grado de pertenencia [16] de cada elemento
al conjunto difuso. Una forma més concreta de definir el grado de pertenencia es expre-

sarla como una funcién de membresia (funcién gaussiana, funcién campana, nimero difuso
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Figura 1.1: (a) Razonamiento de RPD con grados de pertenencia. (b) Razonamiento de RPD

con funciones de membresia.

triangular, nimero difuso trapezoidal, etc.). Si podemos asociar una funcién de membresia
como un valor de verdad a una red de Petri difusa (ver figura 1(b)), entonces el proceso de

razonamiento es mucho mdas concreto y conveniente.

1.3. Planteamiento del Problema

En el trabajo de esta tesis nos ocupamos del modelado y aprendizaje de redes de Petri
difusas con funciones de membresia, especificamente nimeros difusos triangulares [20], [16]

empleando los formalismos de redes neuronales y redes de Petri.
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Los objetivos principales de este proyecto son:

1) Elaborar un algoritmo de razonamiento con propagacion hacia adelante y hacia atrés
mediante nimeros difusos triangulares utilizando redes de Petri difusas.

2) Elaborar el algoritmo de razonamiento con propagaciéon hacia adelante y valores fron-
tera utilizando nidmeros difusos triangulares.

3) Elaborar algoritmos de aprendizaje de pesos mediante redes de Petri difusas con pesos
adaptativas modificando los algoritmos de aprendizaje de Widrow Hoff y Backpropagation

(BP) para trabajar con mimeros difusos triangulares.

1.4. Organizacion

La tesis esta constituida por cinco capitulos los cuales estdn organizados de la siguiente
forma:

Capitulo 2. Se da una introduccién a los conceptos bésicos de redes de Petri y Redes
Neuronales, también se dan las nociones bésicas de conjuntos difusos, funciones de membresia
y reglas de produccién difusas con la cual se establecen los principios para contruir una
nueva estructura para la representaciéon de conocimiento, razonamiento difuso y aprendizaje
de conocimiento.

Capitulo 3. Se presentan tres algoritmos de razonamiento difuso. El Primero es un al-
goritmo de razonamiento difuso hacia atrds con pesos originalmente propuesto en [5]. El
algoritmo propuesto en esta tesis es modelado con cuatro tipos de reglas de razonamiento.
El segundo algoritmo fue originalmente propuesto en [6] este algoritmo de razonamiento di-
fuso hacia adelante es modelado con cuatro reglas de razonamiento, la diferencia radica en
que S.M. Chen calcula el valor de verdad final como el maximo de todas las transiciones
disparadas y en el algoritmo propuesto aqui, se calcula el valor de verdad mediante el centro
de gravedad de las transiciones disparadas. El tercer algoritmo, se modela el algoritmo con
cuatro reglas de razonamiento, este fue propuesto originalmente en [42] y emplea tres tipos
de reglas de razonamiento.

Los tres algoritmos de razonamiento difuso propuestos son modificados para trabajar con



1.4 Organizacién 5

numeros difusos triangulares.

Capitulo 4. Se propone un método de aprendizaje de pesos modificando los algoritmos
de Widrow Hoff y el algoritmo backpropagation (BP) utilizando redes de Petri difusas con
pesos adaptativas, donde los pesos asociados a los lugares son nimeros difusos triangulares.

Capitulo 5. Se desarrollan algunos ejemplos utilizando los algoritmos de razonamiento y

aprendizaje propuestos en los capitulos 3 y 4.
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Capitulo 2

Conceptos Basicos

En este capitulo introducimos los fundamentos de redes de Petri, incluyendo la definicién,
terminologia bdsica, reglas de disparo de transiciones, propiedades y métodos de anélisis.
Por otro lado, damos los fundamentos de las redes neuronales y los tipos de aprendizaje.
En este mismo orden, introducimos los principales conceptos y nociones matemadticas de
conjuntos difusos, primero vemos los conjuntos difusos como una generalizacién de conjuntos
clésicos generalizando el rango de la funcién de membresia (o funcién caracteristica) de
{0,1} a un nimero real en el intervalo [0,1]. Varios conceptos basicos de conjuntos difusos
como normalidad, convexidad y nimeros difusos son definidos. Por ultimo introducimos los
conceptos de principio de extensién y relaciones difusas asi como variables lingiifsticas, los

cuales son usados en razonamiento difuso.

Ya que la investigacion en redes de Petri, redes neuronales y conjuntos difusos es demasia-
do extensa, es imposible cubrir todos los aspectos de los desarrollos actuales en estos campos.
Por lo tanto, el objetivo de este capitulo es proveer una introduccién concisa y un resumen
de los conceptos bédsicos centrales para el estudio de estos campos. El material cubierto en

este capitulo sera usado en los siguientes capitulos.
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2.1. Redes de Petri

Las redes de Petri fueron introducidas en la literatura en la tesis doctoral de Carl Adam
Petri [33]. Las Redes de Petri son una herramienta grafica y matemdtica de modelado
[26][32][37] para la descripcién formal de sistemas cuya dindmica se caracteriza por con-
currencia, sincronizacién, exclusién mutua y conflictos, las cuales son caracteristicas tipicas
de sistemas distribuidos.

El modelado de redes de Petri tiene dos caracteristicas principales interesantes. Primero,
es posible visualizar su comportamiento como concurrencia, paralelismo, sincronizaciéon y
recursos compartidos. Segundo, existen varios métodos para el anélisis de redes de Petri.

Las redes de Petri han sido desarrolladas y extendidas durante anos, por lo que varias
clases de redes de Petri han sido definidas. Entre ellas, redes de Petri coloreadas por Kurt
Jensen[17][18], temporizadas [2][34], estocdsticas [9], algebraicas [19], continuas e hibridas
[1], difusas [30], etc. En este capitulo hacemos una breve introduccion a la teorfa de las redes
de Petri.

2.1.1. Definicién Formal y Fundamentos

Las redes de Petri (RP) se describen como una herramienta de naturaleza grafica para
el diseno y andlisis de sistemas dindmicos de eventos discretos [26]. Una red de Petri se
representa graficamente por un grafo dirigido bipartito. Los dos tipos de nodos, lugares y
transiciones (ver figura 2.1) representan, las variables que definen el estado del sistema
(lugares) y a sus transformadores (transiciones). Los lugares se representan por circulos, las
transiciones por barras y el marcado M se representa por una distribucién en los lugares
denominados marcas. Una marca se representa graficamente por un punto en el interior del
circulo que define el lugar que lo contiene. Los lugares y transiciones se conectan por arcos
dirigidos. Un arco dirigido de un lugar P; a una transicién 7} define un lugar de entrada de
la transicién. Miiltiples entradas a una transicién son indicadas por muiltiples arcos desde
el lugar de entrada a la transicién. Un lugar de salida es indicado por un arco desde la

transicién al lugar. Andlogamente, miiltiples salidas son representadas por muiltiples arcos.
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Transicion /\/ B L
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Figura 2.1: Lugares, transiciones y senales en una red de Petri.

El marcado de una red, M, se define por un vector columna en donde los elementos son
el nimero de marcas contenidas en los lugares. El marcado define el estado de la red de
Petri. Para la red de Petri dada en la figura 2.1 tenemos: Lugares: P = {Py, P, P3, P4} ;
Transiciones : T = {T,T5,T3,T4,T5}; Marcado m; = mg = 1, mg = my = 0;, M =

[1100}T

Definicién Formal.

Definicién 2.1 (Red de Petri Ordinaria) Una Red de Petri Ordinaria [37] (RPO), N, es
una cuddruplo N =< P,T, Pre, Post >, donde:

P ={p1,p2,....., Pm} €s un conjunto finito y no vacio de lugares;

T = {t1,1s,.....,t, } es un conjunto finito y no vacio de transiciones;
PNT=oyPUT # &;

Pre: P xT — {0,1} es el conjunto de lugares de entrada a T’

Post : T'x P — {0,1} es el conjunto de lugares de salida de 7.

Una RPO marcada es un par N,, = (N, Mp) en el cual N es una red de Petri Ordinaria

y My es el marcado inicial.
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Definicién 2.2 (Representacion matricial) Una RIP N se encuentra definida matricial-
mente por medio de dos matrices [37]. Sea n = |P| (nimero de lugares de P) y m = |T|

(nimero de transiciones de T). Se denomina:
ij
Matriz de incidencia posterior a la matriz CT = [c}:

ij
Matriz de incidencia de N : C = Ct — C~.

Matriz de incidencia previa a la matriz C~ = [cii]nxm en la que c;; = Pre(p;,t;).

Jnxm en la que cf; = Post(t;, p;).

Es decir, en las matrices de incidencia las filas representan a los lugares y las columnas

a las transiciones.

Ejemplo 1. De la figura 2.1 tenemos que:

11000 0000 1
0010 10000

C~ = Pre(p;,t;) = ; O = Post(t;,p;) =
(P t3) 00010 (ti,s) 01000
0000 1 00110

Definicién 2.3 Sea N una RAP, dondet € T yp € P (segun definicion 2.1). Se definen

los siguientes conjuntos:

Congunto de lugares de entrada at:*t = {p € P | Pre(p,t) > 0}

Congunto de lugares de salida de t : t* = {p € P | Post(t,p) > 0}

Congunto de transiciones de entrada a p: *p = {t € T' | Post(t,p) > 0}

Congunto de transiciones de salida de p : p* = {t € T | Pre(p,t) > 0}

Definicién 2.4 (Red pura) Una RAP N es una red pura [26] si no existe ninguna transicion

que tenga un lugar que sea al mismo tiempo de entrada y salida de la transicion:

Vt; € T, Vp; € P, Pre(p;,tj)Post(tj,pi) =0 (2.1)
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Comportamiento Dinamico.

Definicién 2.5 (Transicion habilitada) Una transicion t € T estd habilitada para un mar-
cado M dado, sii Vp € *t se verifica M (p) > Pre(p,t).

Definicién 2.6 (Grado de habilitacion) El grado de habilitacion de una transicion indica el

mdzrimo numero que la transicion puede ser disparada concurrentemente.

Definicién 2.7 (Regla de evolucion del marcado) Si t estd habilitada para un marcado M
entonces t puede dispararse. En la operacion se alcanza un nuevo marcado M', y se denota
por M[t > M’, el cual resulta de quitar Pre(p, t) marcas de cada lugar p € °t 1y anadir

Post(t,p) marcas a cada lugar p € t*. El cambio en el marcado esta dado por la ecuacion:

M'(p) = M(p) — Pre(p,t) + Post(t,p),Vp € P (2.2)

Subclases de Redes de Petri Ordinarias.

Definicién 2.8 (Grafo de estados) Un grafo de estado [26] (GE) o mdquina de estados
(ME) es una RPO que cumple:

Vte T, = |t*| = 1 (2.3)

Definicién 2.9 (Grafo marcado) Un grafo marcado [26] (GM) o grafo de sincronizacion es
una RPO que cumple:

Vpe P, |*p| =p°| =1 (2.4)

Definicién 2.10 (Red de libre eleccion) Una RdP de libre eleccion [26] (RLE) es una RPO

que cumple:

Vp € P, si |p*| > 1, entonces Vt € p*, |°t| =1 (2.5)
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Definicién 2.11 (Red simple) Una RPO simple [26] (ROS) es una RAP que cumple:
pINps# @ = pi Cp; opt 2 ps (2.6)

para toda py,ps € P.

2.1.2. Propiedades de las Redes de Petri.

Vivacidad

Definicién 2.12 Una transicion t estd viva [32] para un marcado inicial dado My, sii existe
una secuencia de disparos a partir de un marcado M sucesor de My que comprenda a t :
VM € M(R,My) Jo:M 5 M tal que t Co.

Una RdP marcada estd viva para M, sii todas sus transiciones son vivas para M,. Se
puede decir que la propiedad de vivacidad significa la ausencia en el conjunto de alcanzabili-
dad de un marcado en el que la red se bloquee totalmente, ya que, para que esté viva, todas
sus transiciones deben ser disparables desde cualquier marcado alcanzable. Se dice que una
RdP marcada esta parcialmente viva para M, si, tomando como punto de partida cualquier
marcado alcanzable a partir de My, existe al menos una transiciéon disparable y otra transi-
cién no viva. Toda RAP marcada parcialmente viva tiene la posibilidad de evolucion global,

independientemente de que existan transiciones que no puedan ser disparadas.

Ciclicidad.

Definicién 2.13 Se dice que una RdP posee un comportamiento globalmente ciclico para
Mo si existe una secuencia de disparos que permite alcanzar el marcado inicial Mo a partir

de cualquier marcado M alcanzable a partir de Mo:
VM € M(R, My), 3o tal que M = M. (2.7)

La ciclicidad o reversibilidad [26] de una RdP marcada garantiza que no existen subcon-
juntos finales de estados (marcados). Un subconjunto final de estados (marcados) contiene
estados (marcados) mutuamente alcanzables entre si y tales que el estado inicial (marcado

inicial) no es alcanzable a partir de ninguno de ellos.
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Acotamiento. El significado de esta propiedad es el de asegurar que el sistema que una
red representa, posee un numero finito de estados (si suponemos que cada lugar de la red
representa a una variable de estado del sistema y su marcado el valor de dicha variable).
Luego la propiedad de acotamiento determina la finitud del nimero de estados del sistema

representado por una RdP.

Definicién 2.14 Un lugar p es k-acotado para M,y sii existe un niumero entero k tal que
M(p) < k para cualquier marcado M € M(R, My). Se denomina cota del lugar p al menor

entero k que verifica la desigualdad anterior.

Definicién 2.15 Una RdAP marcada es k-acotada para My sii todos sus lugares son k-

acotados para My:

Vpe Py VM € M(R, My), M(p) < k. (2.8)

Merece una consideracién especial la I-acotacion. Si una RAP es 1-acotada para My, su
marcado es binario (un lugar estd o no estd marcado) y se dird que la RAP es binaria para
My.  Una red segura, es una RAP 1-acotada. Una RdP es estructuralmente acotada si es

acotada para cualquier marcado inicial y finito.

Conservatividad Las marcas de una red se pueden entender como recursos del sistema.
Normalmente los recursos de un sistema ni se crean ni se destruyen. Cuando las marcas se

conservan, tras el disparo de una secuencia de transiciones, se dice que la red es conservativa.

Definicién 2.16 (Red de Petri estrictamente conservativa) Sea R = (P, T, Pre, Post, M)
se dice que es estrictamente conservativa siit VM' € M(R, My), X;M' (p;) = XM (p;), pi € P.

Esto es, se ha de mantener el niimero de marcas para cualquier marcado de la red. La
definicién anterior implica que el nimero de entradas ha de coincidir con nimero de salidas,

es decir: (|1(tj)]) = |O(tj)|), para cada transicién disparable.
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Figura 2.2: Red de Petri y su grafo de alcanzabilidad.

Alcanzabilidad. La alcanzabilidad es una base fundamental para estudiar las propiedades
dindmicas de cualquier sistema. al dispararse una transiciéon habilitada, esta cambiard la
distribucion de las senales ( marcado). De esta forma, de una secuencia de disparos resultard
una secuencia de marcados, luego un marcado M, es alcanzable a partir de M, si existe
una secuencia de disparos que a partir de My nos lleve a M,,. Una secuencia de disparos
la denotaremos por o = tq,1s,.....,t, . en este caso M,, es alcanzable desde My, sii do t.q.
M[) [0> Mn'

2.1.3. Meétodos de Analisis.

Las técnicas para el andlisis de RAP (anélisis cualitativo de redes) se clasifican normal-

mente en tres grupos.

Técnicas Enumerativas. En primer lugar se tienen las técnicas enumerativas [32][26].
Se basan en la generacién del grafo de alcanzabilidad para sistemas limitados o del grafo

de cobertura para sistemas no limitados [8]. Estas técnicas se pueden aplicar en teoria,
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pero en la practica estdn limitadas a sistemas pequenos debido a su elevada complejidad
computacional. En este grafo los nodos corresponden al marcado alcanzable y los arcos
corresponden al disparo de las transiciones. En la figura 2.2 se muestra una red de Petri y su
grafo de alcanzabilidad (Grafo de marcados). FEste grafo puede ser utilizado para mostrar
que la red es segura, viva, reversible y que esta tiene dos componentes que se repiten T4, T3 Ty
y 11,15 Ts.

En una red no limitada, el nimero de senales en un lugar puede ser infinito. Un lugar que
puede llegar a tener un nimero infinito de senales se representa por w. El grafo resultante

es llamado grafo de cobertura (ver figura 2.3).

Técnicas de Transformacién. En segundo lugar se tienen las técnicas de transformacion.
En este grupo de técnicas el objetivo es reducir el tamano de los modelos mediante reglas
de reduccién que preserven las propiedades que se quieren estudiar. En la figura 2.4 puede
observarse un conjunto sencillo de seis reglas de reduccién que preservan vivacidad y k-
limitacién tomadas de [37]. Con este conjunto de reglas es posible reducir la complejidad del

célculo de la vivacidad y limitacién de un sistema.

Técnicas Estructurales. En tercer lugar se tienen las técnicas estructurales [37]. En

este grupo de técnicas el objetivo es obtener la méxima informacién del modelo utilizando
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Figura 2.4: Reglas de reduccién que presentan vivacidad y k-limitacién.
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unicamente su estructura y marcado inicial.

Los métodos de dlgebra lineal son utilizados para determinar las propiedades de la red.
La ecuacion de estado de una red de Petri se define como sigue: el marcado M) se define
como un vector columna m x 1. La j — ésima entrada de M} denota el nimero de senales
en el lugar j inmediatamente después del k£ — ésimo disparo en la secuencia de disparos. El
k — ésimo disparo o vector de control u; es un vector columna de n x 1, conn —1 0sy
una entrada 1 en la ¢ — éstma posicién, indicando el disparo de la transicién i. Esto es, la
1 — ésima fila de la matriz de incidencia C' denota el cambio de marcado como el resultado
del disparo de la transicién ¢, luego la ecuacion de estado para la red de Petri se escribe como

sigue:

My, = My_1 + CTuy, k=1,2,3,... (2.9)

El marcado de una red de Petri puede ser cambiado cada vez que una transicién se
dispara. Si no ocurre un bloqueo, el nimero de disparos es ilimitado. Sin embargo, no
todos los marcados pueden ser alcanzados y no todas las secuencias de disparos pueden ser
llevadas a cabo. Las restricciones son dadas por los invariantes de la red. Un marcado
invariante es obtenido si la suma de los pesos de el marcado de un subconjunto de lugares
en una red es siempre constante. Los lugares contenidos en este subconjunto son llamados
componentes conservativos y el vector que contiene los pesos es P-Invariante. Si el disparo
de una cierta secuencia de transiciones resulta en el mismo marcado como cuando inicio,
la secuencia es llamada componente repetitivo. El vector caracteristico de la secuencia de

disparos es el T-Invariante.

2.2. Redes Neuronales

Una red neuronal artificial (RNA)[15] es una elemento capaz de procesar gran cantidad
de informacién en forma paralela y distribuida, las cuales pueden almacenar conocimiento

experimental y tenerlo disponible para su uso [13].
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Las redes neuronales simulan el funcionamiento de las redes biolégicas mediante modelos
matemadticos, los cuales son implementados usando componentes electrénicos o mediante
algin software en una computadora. Las redes neuronales tienen las siguientes caracteristicas:
habilidad de aprendizaje, habilidad de procesamiento en paralelo y la propiedad de aproximar
cualquier funcién suave.

Las redes neuronales han sido estudiadas por muchos anos, uno de los atributos de estas
es que poseen la habilidad de aprender. En 1949 Donald Hebb [14] desarrollo una regla
de aprendizaje fisiolégica para la modificaciéon de los pesos sindpticos, en 1957 Rosenblatt
desarrollo el perceptrén, la mayor parte del trabajo es descrito en el libro “Principles of
Neurodynamics” [35]. Uno de los resultados més significativos presentados en este libro fue
la regla de entrenamiento del perceptrén. Widrow y Hoff [40] desarrollaron en 1960 el
algoritmo del minimo error cuadratico medio (LMS), usado para formular Adaline (elemento
de aprendizaje adaptable) y en (1962) Madaline (multiple adaline). En 1969 el entusiasmo
por las redes neuronales fue incrementado un poco por la publicacién del libro de Minsky
y Papert “Perceptrons” [25]. En él los autores muestran que existe una interesante clase de
problemas (aquellos que no son linealmente separables) los cuales el perceptrén de una sola
capa no puede resolver. Grossberg fue poniendo los fundamentos de su teorfa de resonancia
adaptativa (ART por sus siglas en ingles) [4][11]. Fukushima desarroll6 el cognitrén [10].
El algoritmo de backpropagation posee paternidad literaria muiltiple como es notado por
Grossberg en  [12]. Este algoritmo fue descubierto por Werbos [39], redescubierto por Parker

[29] y descubierto una vez mas por Rumelhart, Hinton y Williams [36].

2.2.1. Fundamentos

Las neuronas son la base de las redes neuronales. Una neurona es una unidad procesadora
de informacién que es fundamental para la operacién de una red neuronal. La figura 2.5
muestra el modelo de una neurona, los elementos bésicos de una neurona son descritos a

continuacion:

» Un vector de entrada el cual es denotado por X, X = (x,29,...,x;) donde j es el
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Figura 2.5: Red neuronal.

nimero de entradas a la RNA y a su vez la dimensién de X, este vector X son los
datos con los que va operar la neurona, estas pueden ser dadas del medio ambiente o

ser salidas de neuronas anteriores.

= Pesos sindpticos. Al ser capturados los datos de entrada estos son propagados a través
de la red, en el proceso de propagacién cada componente z; del vector de entrada X
es multiplicada por una variable wy;, la cual aumenta o atenda la senal de entrada,
a wy; se le conoce como peso sindptico o simplemente peso, estos pesos no tienen el
mismo valor siempre sino que se van modificando segin se requiera para tener un
mejor desempeno, posteriormente puede haber una convergencia y entonces estar fijos.
Cuando se habla de que una red es capaz de aprender se refiere al hecho de poder
modificar sus pesos wy; , el conjunto de pesos genera una matriz W , es decir, wy; es

la kj-ésima componente de la matriz de pesos W.

= Un operador suma para sumar las senales de entrada. Esto es, la adicién de los pro-

ductos z; * wy;.
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= Una funcién de activacion para limitar la amplitud de la salida de una neurona. Este

limite usualmente es el intervalo unitario [0,1] o [-1,1].

En términos matemaéticos, una neurona k puede ser descrita por una par de ecuaciones:

p

U = ;wijj (2.10)
y

donde x4, 29, ..., x; son las senales de entrada, wy, w2, ..., wy; son los pesos sindpticos de la
neurona k, uy es la salida, mientras que 6y es el umbral, ¢(.) es la funcién de activacién y

yi es la senal de salida de la neurona.

2.2.2. Aprendizaje de Redes Neuronales

La capacidad de aprendizaje adaptativo es una de las caracteristicas mds atractivas de las
redes neuronales. Esto es, aprenden a llevar a cabo ciertas tareas mediante un entrenamiento.
Las redes neuronales usan su capacidad de aprendizaje adaptativo para autoorganizar la
informacién que reciben durante el aprendizaje y/o la operacién. De acuerdo al tipo de

aprendizaje, las redes se pueden subdividir en dos grupos:

= Redes con aprendizaje supervisado. Este tipo de redes se entrenan presentando para
cada combinacion de entradas, las salidas que se espera ellas produzcan. Los algoritmos
de aprendizaje calculan pesos y sesgos nuevos a manera de minimizar el error entre la

salida deseada y la obtenida.

= Redes no supervisadas. Los algoritmos de aprendizaje calculan nuevos pesos libre-
mente. Estas redes se utilizan como clasificadores pues se caracterizan por asociar una

combinacioén de entradas especificas con una sola salida.
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2.3. Conjuntos Difusos

Un conjunto cldsico es un conjunto con una cota rigida, este es caracterizado por y como
la totalidad de sus niimeros, objetos o elementos.

Los miembros de un conjunto cldsico pueden ser determinados por alguna enumeracién
o alguna propiedad caracteristica, de esta forma uno puede representar un conjunto A con
elementos ay, ..., a15. A ={a,...,a;5} 6 A=1{a;|1<i<15}. En donde cada miembro q;
puede pertenecer o no pertenecer a un conjunto A. Sin embargo un conjunto difuso, es un
conjunto sin una cota rigida [16], [49], [44], esto es, la transicién de “pertenecer a un conjunto”
a ‘“no pertenecer a un conjunto” es gradual, esta transicién “suave” es caracterizada por
“grados de pertenencia o funcion de membresia”, las cuales dan flexibilidad a los conjuntos
difusos.

La difusividad no viene de la aleatoriedad de los miembros constituyentes de los conjuntos,

sino de la naturaleza imprecisa e incierta de pensamientos y conceptos abstractos.

2.3.1. Definiciones Basicas y Terminologia.

La légica difusa asocia incertidumbre a la estructura de un conjunto de datos [21]. Los
elementos de un conjunto difuso son pares ordenados que indican el valor del elemento y su
grado de pertenencia. Para un conjunto difuso A = {(z,u4(x)) | € X}, se tiene que el
elemento = pertenece al conjunto A con un grado de pertenencia p4(x), el cual varia entre
0 y 1. Luego un conjunto difuso A es una simple extensién de un conjunto cldsico en el
cual a la funcién caracteristica le es permitido tener valores entre 0 y 1, si este valor lo
restringimos a tnicamente los valores de 0 y 1 entonces A es reducido a un conjunto clésico.

A continuacién se enumeran algunas de las definiciones bédsicas de l6gica difusa.

Soporte y Fuzzy Singleton. El soporte de un conjunto difuso A es el conjunto de todos
los puntos = € X tales que piy(x) > 0: Soporte(A) = {x | uy(x) > 0}. Un conjunto difuso

cuyo soporte es un tnico punto en X con p4(z) = 1 es llamado un fuzzy singleton.
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Centro y Conjunto Difuso Normal. El centro de un conjunto difuso A se define como
el conjunto de todos los puntos € X tales que py(z) = 1: Centro(A) = {x | py(z) = 1}.
Un conjunto difuso A es normal si su centro es no vacio, en otras palabras siempre podemos

encontrar un punto z € X tal que py(z) = 1.

Punto de Cruce. Un punto de cruce de un conjunto difuso A es un punto z € X en el
cual py(z) =0,5: cruce(A) ={z | py(x) =0,5}

Corte-a y Corte Fuerte-a. El corte-a o conjunto de nivel-a de un conjunto difuso A es
un conjunto no difuso (clasico) definido por: A, = {x | p4(x) > «}. mientras que el corte

fuerte-a o conjunto fuerte de nivel-o se define como: A/ = {x | ps(z) > a}.

Conjunto Difuso Convexo. Un conjunto difuso A es convexo si sélo si para cualesquiera
x1, 29 y para cualquier A € [0,1], py(Az1 + (1 — A)zg) > min{py(21), pa(x2)}. Alternati-
vamente, A es convexo si todos sus conjuntos de nivel-a son convexos.

Un conjunto clédsico C' € R" es convexo si y sélo si para cualesquiera dos puntos z1, x5 € C,

su combinacién convexa Az + (1 — \)z, esta acotada en C, donde 0 < )\ < 1.
Nimeros Difusos. Un nimero difuso A es un conjunto difuso en R normal y convexo.

Ancho de Banda de Conjuntos Difusos Normales y Convexos. Para un conjunto
difuso normal y convexo el ancho de banda o ancho se define como la distancia entre los dos

tnicos puntos de cruce. ancho de banda(A) =| xy — x1 |, donde py(x1) = py(ze) = 0,5

Simetria. Un conjunto difuso A es simétrico si su grado de pertenencia es simétrico alrede-

dor de un cierto punto x = ¢, a saber, p,(c+ ) = py(c — ) para toda x € X.

Abierto por la izquierda, Abierto por la derecha, Cerrado. Un conjunto difuso A

es abierto por la izquierda si lim py(z) =1y liT pa(z) = 0; es abierto por la derecha
T——00 T—T00

si lim py(z)=0y liT pa(z) =1 ycerrado si lim puy(z) = liT pa(z) = 0.
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Operaciones Basicas.

Subconjunto. Un conjunto difuso A esta contenido en un conjunto difuso B (o A es

un subconjunto de B) si y s6lo si p4(2) < pg(x) para toda .

Unién. La unién de dos conjuntos difusos A y B se define como:

paop = max{(p4 (), pp(x))} = pa(z) V pg(z)

Interseccién. La interseccién de dos conjuntos difusos A y B se define de la siguiente

manera:

tang = min{(us(z), pp(r))} = palz) A pp()

Complemento. El complemento de un conjunto difuso A, se denota por A(—~A, NOT

A) y se define como: p1, (v) =1 — py(x).

Producto Cartesiano y Co-producto. Seas A y B los conjuntos difusos en X y Y,
respectivamente. El producto cartesiano de A y B, denotado por A x B, es un conjunto

difuso con grado de pertenencia:

MAXB(Ia y) = mfn(MA(m), IUB(y))'

De manera similar el Co-producto A+ B es un conjunto difuso con grado de pertenencia:
farp(®,y) = max(py (2), pp(y)).

T-norma y T-conorma La interseccién de dos conjuntos difusos A y B es especifi-
cado por una funcién 7' :[0,1]x[0,1]—[0,1], la cual agrega dos funciones de membresia de la

siguiente forma:

~

panp(r) =T(pa(z), 1np(7)) = pa(x) * pp(v)
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donde * es un operador binario de la funcién T. A esta clase de operadores usualmente se les

conoce como operadores T-norma (norma triangular) y reunen las siguientes propiedades.

Definicién 2.17 T-Norma

Un operador T-Norma satisface las siguientes propiedades:

7(0,0) = 0,7(a,1)=T(l,a) =a  (Acotado)

T(a,b) < T(c,d) sia<cy b<d (Monotonicidad)

T(a,b) = T(b,a) (Conmutatividad) (2.12)
T(a,T(bc)) = T(T(a,b),c) (Asociatividad)

Definicién 2.18 T-conorma

Un operador T-Conorma (o S-Norma) satisface las siguientes propiedades:

S(1,1) = 1,5(0,a) = S(a,0) =a (Acotado)

S(a,b) < S(c,d)sia<cy b<d (Monotonicidad)

S(a,b) = S(b,a) (Conmutatividad) (2.13)
S(a,S(b,c)) = S(S(a,b),c) (Asociatividad)

Parametrizacién y Formulacién de la Funcién de Membresia.

Un conjunto difuso es completamente caracterizado por su funcién de membresia (FM) o
grado de pertenencia [49], ya que la mayoria de los conjuntos difusos su universo X es la linea
real R, seria impractico listar todos los pares definiendo el grado de pertenencia [16]. Una
forma de definir la funcién de membresia mé&s concreta y conveniente es expresarla como una
formula matematica. A continuacion se describen las clases de funciones de parametrizacién

cominmente usadas para describir la funcién de membresia de una y dos dimensiones.
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Funciones de Membresia.

FM Triangular. Esta es especificada por tres pardmetros {a,b,c} de la forma siguiente:
(
0, r<a
T —a
, a<z<b
Triangulo(x;a,b,c) = g: & (2.14)
, b<z<e
c—b
\ 0, c<zx

Los pardametros {a,b,c} (con a < b < ¢) determinan las coordenadas x de las tres

esquinas de la FM triangular.

FM Trapezoidal.

Esta es especificada por cuatro pardmetros {a, b, ¢, d} de la forma
siguiente:

0, z<a
T—a
, a<z<b
b—a
Trapezoide(z;a,b,c,d) = ¢ 1, b<z<c (2.15)
d—x <4
c<zx
d—c’
0, d<uz

\

Los pardmetros {a,b,c,d} (con a < b < ¢ < d) determinan las coordenadas = de las
cuatro esquinas de la FM trapezoidal.

FM Gausiana. Esta es especificada por dos parametros {c,c} de la siguiente forma:

1(95 — 0)2
Gausiano(z;c,0) =e 2 0 (2.16)

Una funcién de membresia gausiana es determinada completamente por ¢ y o; ¢ repre-

senta el centro de la FM, mientras que o representa el ancho de banda de la FM.
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FM de Campana Generalizada. Es especificada por tres pardmetros {a, b, c}:

1
Campana(z;a,b,c) = —
1+ | -

(2.17)

|2b

donde el pardmetro b es usualmente positivo (si b es negativo la forma de su FM es una

campana al revés).

FM Sigmoidal. Se define por:

1
1+ exp[—a(z — ¢)]’
donde a controla la cuesta al punto de cruce x = ¢. Dependiendo del signo del pardmetro

Sig(x;a,c) = (2.18)

a, una sigmoidal FM es abierta por la derecha o abierta por la izquierda.

FM Izquierda-Derecha o FM L-R. Es especificada por tres pardmetros {a, 3, c}:

cC—XT
Fr

LR(z;c,0, 8) = (2.19)

r—c

5 ) >
donde F(x) y Fr(x) son funciones monétonicamente decrecientes definidas sobre [0,00), con
Fr(0) = Fgr(0) =1 y lim, o Fr(x) = lim, . Fr(z) = 0.

Fg

Operaciones Aritméticas con Nimeros Difusos.

Un mimero triangular difuso puede ser parametrizado por una tripleta (a, b, ¢) donde la

funcién de pertenencia de un niimero triangular difuso A esta definida por:

(0, u<a
U—a
2 , a<u<b
patwy =14 b=g (2.20)
, b<u<e
c—b
\0, u>c
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Las operaciones aritméticas entre mimeros difusos triangulares X y Y son definidas como
sigue [20][6] :

1. Adicién de numeros difusos triangulares .

X @Y = (ag, b, ¢3) @ (ay, by, cy) = (az + ay, by + by, ¢ + ¢) (2.21)

2. Sustraccién de nidmeros difusos triangulares ©.

X eY = (az, by, c;) ©(ay, by, cy) = (az — ¢y, by — by, ¢ — ay) (2.22)

3. Multiplicacién de niimeros difusos triangulares ®.

X ®Y = (ag,by,¢;) ® (ay, by, cy) = (az X ay, by X by, ¢y X ¢y) (2.23)

4. Divisién de nimeros difusos triangulares ®.

XY = (ag, by, c;) @ (ay, by, cy) = (az/cy, by /by, cz/ay) (2.24)

2.4. Razonamiento Difuso

2.4.1. Principio de Extension.

El principio de extensién introducido por Zadeh [43] es un concepto bésico de la teoria
de conjuntos difusos que provee un procedimiento general para extender dominios clédsicos
de expresiones matemédticas a dominios difusos.

Sea f una funciéon de X a Y y A es un conjunto difuso sobre X definido como:

A= pa(zr)/o+ pa@e) /z2 4 o+ pa(@n) /T (2.25)

Luego, el principio de extensién establece que la imagen de un conjunto difuso A bajo el

mapeo f(.) puede ser expresado como un conjunto difuso B,
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B = f(A) = palz1)/yn + pa(@2)/y2 + oo + pa(@n) /yn (2.26)

donde y; = f(x;),i=1,...,n. Si f(.) es un mapeo de varios a uno, entonces existe x1, z5 € X,
x1 # 9, tal que f(z1) = f(x2) = y*, y* € Y. En este caso, el grado de pertenencia de B con
y = y* es el maximo del grado de pertenencia de A con x = x1 y © = x5, de donde tenemos

que:

pp(y) = max iy (z). (2.27)
f(z)=y

Suponiendo que la funcién f es un mapeo de un espacio n-dimensional X7 x X5 x ... x X,
a un universo uno-dimensional Y tal que y = f(x1,...,2,), y suponiendo que A, ..., A, son
conjuntos difusos en X1, ..., X,,, respectivamente. entonces el principio de extensién afirma

que el conjunto difuso B inducido por el mapeo f es definido por:

B = {<yqu<y)) | Y= f(xla*r% ...,In), (xh ,In) S X}7 (228)

donde

pp(y) = méx  [min; py (z)], 1=1,2,...,n (2.29)
(I1,$2,~--7In)€X ¢
y=f(x1,22,...,2n)

Relaciones Difusas. Las relaciones difusas binarias son conjuntos difusos en X x Y el

cual mapea cada elemento en X x Y a un grado de pertenencia entre 0 y 1.

Sean X y Y dos universos, entonces:

R = {((‘Tay)auR(may)) | (I>y> € X X Y} (230)

es una relaciéon difusa binaria en X X Y.
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Composicién Max-Min Sean R; y R, dos relaciones difusas definidas sobre X xY' y
Y X Z, respectivamente. La composicién max-min de R; y Rs es un conjunto difuso definido

por:

Ryo Ry = {[(z, 2), méx min(u, (v,), 1, (0:2)] | 2 € X, y €Y, € 2}, (231)

o equivalentemente,

Hr, © Loy (¥, 2) = méxmin[(ug, (,9), 1r, (y: 2)] = Vil(e, (@,9) A g, (y,2)] - (2:32)

Composicién Max-Producto La composicién max-producto se define como sigue:

HRsoR, (T, 2) = max{(1ig, (2, Y) kR, (Y, 2)] (2.33)

2.4.2. Variables Lingiiisticas

Cuando una variable toma un nidmero como su valor tenemos un marco matemético de
trabajo bien establecido para formularlo, pero cuando una variable toma una palabra como
su valor no tenemos un marco de trabajo formal para formularlo en teoria de matematica
clasica. Para proveer dicho marco de trabajo se introdujo el concepto de variable lingiiistica,
hablando normalmente, si una variable puede tomar palabras en lenguaje natural como su
valor se le llama variable lingiiistica, donde las palabras son caracterizadas por conjuntos
difusos definidos en el universo en el cual la variable es definida.

Una wariable lingiiistica es caracterizada por una tupla (x,T(x), X, M) en la cual z es
el nombre de la variable; T'(z) es el conjunto de términos de z, esto es, el conjunto de sus
valores lingliisticos o términos lingiiisticos.; X es el universo en cuestién y M es una regla
semdantica la cual asocia a cada valor lingiifstico su significado M(A), donde M(A) denota

un conjunto difuso en X.
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Ejemplo 2.1 Variables lingiiisticas y valores lingiiisticos.

Si la “temperatura” es interpretada como una variable lingiifstica, entonces el termino

T(temperatura) sera:

T(x) = {calurosos, no caluroso, muy caluroso, no muy caluroso...,
templado, no templado,...,

frio, no frio, muy frio, mas o menos frio, no muy frio,...}

donde cada termino en T(temperatura) es caracterizado por un conjunto difuso del universo
de discurso X=[0,45]. Normalmente usamos “la temperatura es calurosa” para denotar la
asignacion del valor lingiifstico “caluroso” a la variable lingiifstica temperatura. Por otro
lado, cuando la temperatura es interpretada como una variable numérica, usamos la expresion
“temperatura = 40” asignando el valor numérico “40” a la variable numérica temperatura.
La regla semédntica define la funcién de membresia de cada valor lingiifstico en el conjunto
de términos.

Del ejemplo anterior, podemos observar que el conjunto de términos consiste de varios
términos primarios (caluroso, templado, frio) modificados por la negacion (“no”) y/o los
modificadores lingiiisticos (muy, més o menos, extremadamente, apenas,...).

Aunque la palabra modificador no tiene un significado definido en esencia actiia como
un intensificador. Asi damos la siguiente definicién para los dos modificadores més comunes,

muy y m&s o menos.

Definicién 2.19 Sea A un conjunto difuso en U, entonces muy A es definido como un

conjunto difuso en U con la funcion de membresia

Nmuy_A(x> = [PJA(I)]Q (2.34)

y mds_o_menos_A es un conjunto difuso en U con la funcion de membresia

1
:um(i,s_ o_menos_A (.f) = [/’LA (I’)] :
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Concentracién y Dilataciéon de Valores Lingiiisticos. Sea A un valor lingiifstico carac-
terizado por un conjunto difuso con grado de pertenencia i 4(.). Entonces A* es interpretado

como una version modificada del valor lingiifstico original expresado como:

AF = / ua@) (2.35)

En particular la operacién de concentracion es definida como:

CON(A) = A? (2.36)

Mientras que la operacién de dilatacion es expresada por:
DIL(A) = A%® (2.37)

Intensificacién de Contrastes. La operacién de intensificacién de contrastes sobre un

valor lingiiistico A es definido por:

2A2, para 0 < pi4(x)

<0,5;
-2(=A)?,  para 0,5 < py(z) <1

INT(A) = { (2.38)

La intensificacion de contrastes INT incrementa los valores de y4(x) cuando estén arriba
de 0.5 y disminuye aquellos que se encuentran abajo de este punto. Luego, la intensificacién

de contrastes tiene la propiedad de reducir la difusividad de un valor lingiiistico A.

Ortogonalidad. Un conjunto de términos 7" = ¢4, ..., t,, de una variable lingiiistica x sobre

el universo X es ortogonal si cumple la siguiente propiedad:

Y (@) =1,vVeeX (2.39)
=1

donde los t;s son conjunto normales y convexos definidos sobre X y estos conjunto difusos

hacen el conjunto de términos 7.
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2.4.3. Reglas Difusas Si-Entonces.

Una regla difusa Si-Entonces (también conocida como regla difusa, implicacién difusa o

estatuto condicional difuso) asume la forma:

Sixes A Entonces yes B (2.40)

Donde A y B son valores lingiifsticos definidos por conjuntos difusos sobre los universos
X y Y respectivamente. A menudo “z es A” es llamado antecedente o premisa, mientras que
“y es B” es llamado consecuencia o conclusion. Ejemplos de reglas difusas Si-Entonces son

empleados en nuestras expresiones lingiifsticas diariamente, tales como las siguientes:

= 57 la presion es alta Entonces el volumen es pequeno.
= 5% la carretera esta resbaladiza Entonces manejar es peligroso.
= 57 el jitomate esta rojo Entonces esta maduro.

= 57 la velocidad es alta Entonces frenar poco a poco.

Regla Composicional de Inferencia

La regla composicional de inferencia es una generalizacién del siguiente procedimiento.
Suponiendo que tenemos una curva y = f(z) que regula la relacién entre x y y. Cuando
x = a, entonces a partir de y = f(z) podemos inferir que y = b = f(a); ver figura 2.6. Una
generalizacién del proceso anterior mencionado permitird a a ser un intervalo y a f(z) ser
una funcién intervalo-valor, como se muestra en la figura 2.7. Para encontrar el intervalo
resultante y = b correspondiente al intervalo x = a, construimos primero una extension
cilindrica de a y encontramos su interseccién I con la curva del intervalo-valor. La proyeccién
de I sobre el eje y nos proporciona el intervalo y = b.

Yendo un paso adelante en nuestra cadena de generalizacién asumiendo que A’ es un
conjunto difuso en X y () es una relacién difusa en X x Y. Formando de nuevo una extensién

cilindrica A% de A’ e interceptando con la relacién difusa Q (ver figura 2.8) obtenemos un
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yeY

f(x)

Xe X

Figura 2.6: Infiriendoy =bdexz=a y y = f(2)

b f(x)
’\

Xe X

Figura 2.7: Infiriendo el intervalo b del intervalo a y la funcién valor-intervalo f(x)
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v 7 @

A/

Figura 2.8: Infiriendo el conjunto difuso B’ del conjunto difuso A’ y la relacién difusa @

conjunto difuso A% N @ el cual es andlogo a la interseccién I en la figura 2.7. Entonces,
proyectando A% N @ en el eje-y obtenemos el conjunto difuso B'.

Especificamente, dados p4 y pig (,y) tenemos:

Har, (2,9) = pa(z)

y consecuentemente

min [,uA/E (z,y), HQ(% y)}

Page(t,y) =
B min [MA/(xay)aMQ(x7y)]

Finalmente obtenemos B’, la proyeccién de A NQ en Y como

Max,ex min (g4 (), po (2, y)]

He(y) = Vaex [ (%) A pg(a,y)]

Usando la regla composicional de inferencia, podemos formalizar un procedimiento de
inferencia sobre un conjunto de reglas difusas Si-Entonces. Este procedimiento de inferencia

generalmente es llamado razonamiento aproximado o razonamiento difuso.
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Razonamiento Difuso

Como en cualquier otra légica, las reglas de inferencia de légica difusa gobiernan la
deduccién de una proposicién ¢ a partir de un conjunto de premisas {pi,p2,...,pn}. En
l6gica difusa, se permite que ambas; premisas y conclusiones sean proposiciones difusas.
Ademis, ya que los resultados inferidos, usualmente deben ser traducidos en términos maés
significativos (conjuntos difusos) por el uso de aproximacién lingiiistica, la conclusién final
obtenida a partir de las premisas pi, ps, ..., P, €s, en general, una aproximacién en lugar de
una consecuencia exacta de py, pa, ..., Pn.

La regla bésica de inferencia en la légica tradicional es el modus ponens, de acuerdo al
cual podemos inferir la verdad de una proposicién B a partir de la veracidad de A y la
implicacién A — B. Por ejemplo si A es identificado como “El jitomate esta rojo” y B con
“El jitomate esta maduro”, entonces si es verdad que “El jitomate esta rojo” esto implica que
también es verdad que “El jitomate esta maduro”. Este concepto es ilustrado de la manera

siguiente:

Premisa 1 (Regla) Si x es A Entonces y es B
Premisa 2 (Hecho) resA
Conclusion: yes B

Sin embargo, en gran parte del razonamiento humano, el modus ponens es empleado de
una manera aproximada. Por ejemplo si tenemos la misma regla de implicacién y conocemos
que “El jitomate es mds o menos rojo” podemos inferir que “El jitomate esta més o menos

maduro”. Esto es escrito como:

Premisa 1 (Regla) Si x es A Entonces y es B
Premisa 2 (Hecho) xes A
Conclusion: yes B

Donde A’ es cercano a A y B’ es cercano a B. Cuando A, B, A’ y B’ son conjuntos difusos

de universos apropiados, el procedimiento de inferencia anterior es llamado razonamiento
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aproximado o razonamiento difuso, también llamado, modus ponens generalizado, ya que,
este es un caso especial del modus ponens.

Sean A, A’ y B conjunto difusos de X, X y Y, respectivamente. Asumiendo que la im-
plicacién difusa A — B es expresada como una relacién difusa R sobre X x Y. Entonces el
conjunto difuso B inducido por “z es A” y la regla difusa “Si x es A Entonces y es B” es

definido por:

_ max , min[u 4 (), pgr(z,y)] 4
F )= e @) A i) 2

0, equivalentemente,

B =A0oR=A0(A— B) (2.42)

Podemos usar el procedimiento de inferencia de razonamiento difuso para derivar con-
clusiones, sabiendo que la implicacion difusa A — B es definida como una relacién difusa

binaria.

2.5. Conclusiones

En este capitulo definimos los conceptos bésicos de redes de Petri, redes neuronales,
conjuntos difusos y razonamiento difuso.

Una red de Petri se representa graficamente por un grafo dirigido bipartito. Los dos tipos
de nodos, lugares y transiciones representan, las variables que definen el estado del sistema
(lugares) y a sus transformadores (transiciones). Los lugares se representan por circulos, las
transiciones por barras, estos son conectados por arcos que van de lugares a transiciones y de
transiciones a lugares. La presencia o ausencia de una senal dentro de un lugar puede indicar
cuando una condicién asociada con este lugar es verdadera o falsa. Por otro lado, las redes
neuronales tienen caracteristicas como: habilidad de aprendizaje, habilidad de procesamiento
en paralelo y la propiedad de aproximar cualquier funcién suave. Las reglas de produccion

difusas y el razonamiento difuso son la espina dorsal de los sistemas de inferencia difusos,
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los cuales son la herramienta de modelado mas importante basados en la teorfa de conjuntos

difusos.
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Capitulo 3

Representaciéon de Conocimiento y
Razonamiento con Redes de Petri

Difusas

Las reglas Si-Entonces son el formalismo mds popular para representar conocimiento.
Estas también son llamadas reglas difusas (reglas que describen la relacién difusa entre dos
proposiciones). Un conjunto entero de reglas de produccion es llamado una base de reglas.
Ademis al formalismo de reglas de produccién el sistema provee un significado para definir
los objetos referidos en las reglas de produccién, llamado declaracion de dominio. La base
de reglas y la declaracién del dominio constituyen juntos una base de conocimiento (KB) del
sistema difuso.

En [22] las RAP son usadas para modelar bases de reglas, relacionando simplemente
algunos de los elementos (funcién de marcado) y caracteristicas (basicamente lugares y tran-
siciones) del formalismo de Petri con los elementos bésicos de una KB (proposiciones, grados
de verdad e implicaciones). Cuando la complejidad de los sistemas KB incrementa, nuevos
elementos son incluidos en la definicién inicial de RdP, los cuales permiten a la RAP repre-
sentar adecuadamente los rasgos que caracterizan una KB. Este procedimiento nos lleva a la

representacion de un nuevo modelo el cual es llamado red de Petri difusa (RPD). Las RdP
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tienen una cualidad inherente en representar lgica de una forma visual e intuitiva y las RPD
toman todas estas ventajas de las RAP. De esta manera, la forma de razonamiento de un
sistema experto puede ser reducido a simples drboles de nodos si algoritmos de razonamien-
to basados en RPD son empleados como méaquinas de inferencia. Varias generalizaciones de
las redes de Petri difusas han sido propuestas en la literatura sobre redes abstractas con
el propésito de considerar ciertos problemas concretos vinculados con la representacion del
conocimiento, razonamiento difuso y teorfa de decision.

Las redes de Petri difusas (RPD) fueron introducidas a la literatura como un modelo
para representar sistemas basados en conocimiento. En [7] Chen, Ke y Chang proponen un
algoritmo de razonamiento difuso, en el cual, el valor de verdad de un lugar objetivo puede
ser evaluado a partir de un lugar inicial, siempre y cuando el lugar objetivo sea alcanzable a
partir de el lugar inicial, Yeung y Tsang proponen en [47] un algoritmo de razonamiento difuso
basado en grados de similaridad. Luego, las RPD son usadas para representar conocimiento
difuso y razonamiento. Ya que, basados en el disparo de las transiciones de las RPD se
pueden desarrollar algoritmos para inferir conocimiento.

En este capitulo, representamos conocimiento utilizando redes de Petri difusas, ademds
utilizando nidmeros difusos triangulares inferimos conocimiento mediante tres algoritmos de

razonamiento difuso desarrollados en este capitulo.

3.1. Representaciéon de Conocimiento.

A principios de los setentas, Alan Newell y Herb Simon introdujeron la nocién de sistemas
de produccion en inteligencia artificial [27] como un modelo psicolégico de comportamien-
to humano. En este modelo, parte del conocimiento es representado en unidades separadas
llamadas producciones o reglas de produccion. Estas unidades contienen informacién con-
cerniente a las acciones que una persona toma al percibir ciertos estimulos del medio am-
biente. El modelo de Newell y Simon es parecido a la teorfa de memoria de dos procesos
en psicologia cognoscitiva [24], donde dos diferentes mecanismos de almacenamiento de in-

formacion sensorial son distinguidos: la memoria a corto plazo y la memoria a largo plazo,
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respectivamente. La memoria a corto plazo tinicamente contiene una cantidad limitada de
informacion rdpidamente decadente. Esta corresponde a la parte de un sistema de produccion
en el cual los datos de entrada y datos derivados son guardados. La memoria a largo plazo
es para almacenamiento de informacién permanente y corresponde a las reglas base de un
sistema de produccion en el cual las reglas de produccién son especificadas. Desde los anos
setentas el formalismo de reglas de produccién ha sido empleado por algunos investigadores
para desarrollar sistemas basados en conocimiento. En estos sistemas, el formalismo de reglas

de produccién es visto meramente como un lenguaje formal para expresar conocimiento.

3.1.1. Reglas de Produccién

Una de las propuestas mas populares para representacion de conocimiento es el uso de
reglas de produccién, normalmente llamadas reglas SI-ENTONCES. Estas pueden tomar

varias formas, por ejemplo:

Si condicién Entonces accién
Si premisa FEntonces conclusion

Si  p; y pe son verdaderas Entonces ps3 es verdad

donde py, ps v p3 son proposiciones.

Algunos de los beneficios de las reglas Si-Entonces es que son modulares, cada regla define
una relativamente pequena y en principio independiente, pieza de conocimiento.

Sean p =“r estaen A” y q = “y estaen B” dos proposiciones, donde A y B son conjuntos
clasicos. “p implica a ¢” o “Si p Entonces ¢” significa que no puede ocurrir que p sea verdad
y que ¢ no lo sea. La interpretacién total de la regla de produccién “Si p Entonces ¢” es
que, si la regla de produccion es verdad, entonces el grado de verdad de g es por lo menos

el grado de verdad de p, esto es:

Si p Entonces ¢ esverdad < 7(p) < 7(q)



42 Representacion de Conocimiento y Razonamiento con Redes de Petri Difusas

Cuadro 3.1: Tabla de verdad

p q Sip Entonces q
11 1
0 1 1
0 0 1
1 0 0

Entonces tenemos que:

Lsi7(p) <7(q)

0 de otra manera

Si p Entonces q:{

de donde tenemos la Tabla 3.1. Claramente, el valor de verdad de las proposiciones p, ¢ de

estas reglas de produccién tinicamente puede tomar valores 0 o 1.

3.1.2. Reglas de Produccién Difusas

En muchas situaciones, puede ser dificil capturar datos en forma precisa. Una forma
para representar propiamente el conocimiento del mundo real bajo la teorfa difusa, son las
reglas de produccién difusas [16][28]. Las reglas de produccién difusas (RPDs) son usadas
para representar conocimiento difuso, impreciso, conceptos vagos y ambiguos. Las RPDs
son usualmente presentadas en la forma de una regla difusa SI-TENTONCES. Una regla de
produccién difusa es una regla que describe la relacién difusa entre dos proposiciones. Sea
R; la i-ésima regla de produccién del conjunto R = {Ry, Ra, ...., R, }, esta es definida de la

siguiente manera:

R;: SI d; Entonces dy (CF = p,;),Th,w (3.1)

Donde:
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Cuadro 3.2: Escalas de Verdad y sus Intervalos Numéricos

Escala de Verdad Intervalo Numérico
Siempre Verdadero [1.0 1.0]

Extremadamente Verdadero [0.95 0.99]
Muy Verdadero [0.80 0.94]
Considerablemente Verdadero [0.65 0.79]
Moderadamente Verdadero [0.45 0.64]
Mas o Menos Verdadero [0.30 0.44]
Minoritariamente Verdadero [0.10 0.29]
Minimamente Verdadero [0.01 0.09]
No Verdadero [0.00 0.00]

1. d,; y dj son proposiciones las cuales son usualmente representadas de la siguiente forma:

El (Atributo) de (Objeto) es (Valor)

por ejemplo El precio del auto es alto. Se sugiere reemplazar El (Atributo) de (Objeto)
por una variable. Esto es, el ejemplo mencionado anteriormente puede ser expresado
como z es A, donde x es la variable que contiene “El (Atributo) de (Objeto)”, y A es

el valor de la variable z. Esto es, la ecuacién 3.1 quedaria de la forma:

R, :SI “xzesA” Entonces “yes B” (CF = y,;),Th,w

donde A y B son variables lingiiisticas definidos sobre los universos X y Y respec-
tivamente. Las proposiciones pueden contener variables difusas. La verdad de cada
proposicién es un nimero difuso definido en el universo [0,1]. Un ejemplo de escalas de

verdad y sus correspondientes intervalos numéricos estd dado en la Tabla 3.2.

2.y, es el valor del factor de certeza (CF), donde ,; esta definido en el universo [0, 1]

Este representa el grado de certidumbre de la regla R;.
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Presion
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Figura 3.1: Funciones de membresia de presién baja, media y alta

3. Th es el valor frontera

4. w es el peso o grado de importancia de una regla de produccién. La anexién de pesos
a las proposiciones es de gran importancia, ya que si existen varias proposiciones an-
tecedentes que conlleven a una consecuente, estas proposiciones la mayoria de las veces
difieren en importancia, afectando el valor de verdad de la proposicién consecuente. El
grado de importancia que se adhiera a cada proposicion lo vamos a conocer como peso

de la proposicion.

Las funcién de membresia del conjunto difuso A (presion alta), es ilustrada en la figura
3.1 en la cual la presién alta es representada por un nimero difuso triangular (a;, as, az) de
la misma forma la presién baja y media son representadas por nimeros difusos triangulares
(b1, ba, b3) v (mq, mg, m3) respectivamente. En general las reglas de produccién difusas pueden

ser categorizadas en 4 tipos los cuales se definen como sigue:

Tipo 1.
R, :SI dy Entonces dy (CF =p;),Th; =X\ (3.2)
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Tipo 2.

R :SIdyY dyY,.,Y d, Entonces d, (CF = p;), w1, .., wjn, Th; =X, (3.3)

Tipo 3.

R; : SI dy Entonces dpy Y dia Y, .., Y dij (CF = gy, oy i), Th = A1y Ay (3.4)

Tipo 4.

R;: ST dO dy O, ..,0 dj Entonces d, (CF = iy, .., p;), Th = A1, .., Aj. (3.5)

3.2. Representacion de Conocimiento con Redes de Petri

Difusas.

Es posible usar un modelo de redes de Petri para representar reglas de produccién [30].
Una red de Petri se representa gréficamente por un grafo dirigido bipartito. Los dos tipos
de nodos, lugares y transiciones representan, las variables que definen el estado del sistema
(lugares) y a sus transformadores (transiciones). Los lugares se representan por circulos, las
transiciones por barras. Cada lugar en una red de Petri difusa puede contener o no una senal
asociada con un valor de verdad el cual se encuentra definido en el universo [0,1]. Cada
transicién en una red de Petri es asociada con un valor denominado factor de certeza el cual
también se encuentra definido en el universo [0,1]. En una red de Petri difusa, las relaciones
de lugares a transiciones y de transiciones a lugares son representadas por arcos dirigidos.

La estructura de una red de Petri difusa generalizada se define a continuacion.

Definicién 3.1 (Red de Petri Difusa) Una red de Petri difusa (RPD) se define como un
tuplo RPD = (P, T,D, 1,0, f,«a, 3) donde:

P Es un conjunto finito y no vacio de lugares;

T Es un conjunto finito y no vacfo de transiciones;
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dy

dO IHi O

pj }Li Py

Figura 3.2: Red de Petri de una regla de produccién difusa.

D Es un conjunto finito y no vacio de proposiciones;

I Es una funcién de entrada, I :7T — P;

O Es una funcién de salida, O : T — P*;

f Es una funcién que asigna a cada transicién un nimero difuso en el universo [0,1].

a Es una funcién que asocia a cada lugar un nimero difuso en el universo [0,1] a: P —

[0,1];

£ Es una funcién que asocia a un lugar p; una proposicién d;.

Definicién 3.2 (Red de Petri difusa con Pesos) Una red de Petri Difusa con Pesos (RPDP)
se define como un tuplo RPDP = (P,T,D,Th,I,O,W,F, f,«,3,7,0) donde:

P.T D, 1,0, f,a, . se definen de igual forma que en la definicién anterior
Th ={\, A\, ..., \,} conjunto finito de valores frontera

W = {wy,ws,...,w,}es un conjunto finito de pesos

F={fi, f2,..., fs} conjunto de conjuntos difusos

~ es una funcién que asigna a cada transicién un valor frontera \;

f es una funcién que asigna a cada lugar un peso, 0 : P — W

Sean p; vy pi lugares y ¢; una transicién. Si p; € I(t;), entonces existe un arco dirigido

que va del lugar p; a la transicién ¢;. Si py € O(t;),entonces existe un arco dirigido que

va de la transicién ¢; al lugar py. Si f(t;) = p;, donde pu,; es un nimero difuso definido en el

universo [0, 1], entonces la transicién ¢; se dice que esta asociada con un nimero difuso ;. Si

B(p;) = d; donde d; € D, entonces el lugar p; se dice que esta asociado con una proposicién

d;.
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Figura 3.3: Redes de Petri de las principales reglas de produccién difusas.

47
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Si una RPD contiene algunas senales en algunos lugares, entonces es llamada red de Petri
difusa marcada, donde una senal en el lugar p; esta representada por un punto etiquetado
) y el valor de la senal en el lugar p;, p; € P esta denotado por «a(p;), donde a(p;) es un
nimero difuso. Si a(p;) = y;, donde y; es un nimero difuso y 5(p;) = d;. entonces el valor
de verdad de la proposicién d; es y;. Si W(p;) = w; donde w; es un nimero difuso definido
en el universo [0,1] y 8(p;) = d;, entonces el lugar p; se dice que esta asociado con el peso w;
indicando el peso de la proposicién d;.

Si una RPDP contiene algunas senales en algunos lugares, entonces es llamada red de
Petri difusa con pesos marcada.

Una transicién ¢; dispara removiendo las senales de los lugares de entrada y depositando
una senal dentro de cada lugar de salida. El disparo de las reglas de produccién difusas
puede ser considerado como disparo de transiciones.

Podemos usar redes de Petri difusas para representar reglas de produccion difusas de
una base de reglas. Por ejemplo, la regla de produccién difusa de la ecuacién 3.1 puede ser
modelada por una red de Petri difusa, como lo muestra la figura 3.2, donde p; es el valor de
factor de certeza (CF) el cual indica el grado de certeza de la regla R;, y p, esta definido en
el universo [0,1].

Si la porcién antecedente o consecuente de una regla de produccién difusa contiene conec-
tores “AND” o “OR”(Y o O), entonces esta es llamada una regla de produccién difusa com-
puesta. Cualquier regla de produccién difusa compuesta pueden ser incluida dentro de los
cuatro tipos de reglas de produccién difusas definidos en ecs. (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) y
estas a su vez pueden ser modeladas por redes de Petri difusas como lo muestran las figuras
[3.3(a)], [3-3(b)], [3.3(c)] ¥ [3.3(d)] respectivamente.

Ejemplo

Suponiendo que deseamos verificar la calidad de los engranes de una fresa, los productos
mal maquinados son rechazados o enviados a un proceso de remaquinado. Las propiedades
en que se basan para determinar la calidad de tales engranes son tunicamente tolerancia

y acabado y mediante estas dos propiedades clasifica a los engranes en las cuatro clases
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siguientes:

1. Clase A. Si didmetro interior y exterior estdn dentro de la tolerancia permitida y
ademsds el engrane tiene un buen acabado.

2. Clase B. Si el didmetro interior y exterior esta dentro de la tolerancia permitida y el
engrane tiene un mal acabado.

3. Clase C. Si el didmetro interior esta dentro de la tolerancia, el didmetro exterior
sobrepasa la tolerancia o si el didmetro exterior esta dentro de la tolerancia, el didmetro
interior sobrepasa la tolerancia o si el didmetro interior y exterior sobrepasan la tolerancia
y tiene un mal acabado o un buen acabado.

4. Clase D. Si el didmetro interior o exterior es menor que la tolerancia.

Suponiendo que la tolerancia permitida para el didmetro interior y didmetro exterior es

de £ 0,03125,, entonces tenemos las apreciaciones siguientes:

1. A= (DIR— DIP = =+ 0,03125)

2.  Ar=(DER— DEP = + 0,03125)

3. B=(DIR— DIP > 0,03125)

4. B/=(DER— DEP > 0,03125)
5. C=(DIR— DIP < — 0,03125)

6. C/=(DER—- DEP < — 0,03125)

Donde DIR es el didmetro interior real o didmetro interior de la pieza maquinada y DIP
es el didmetro interior pretendido, de la misma forma DER es el didmetro exterior real 6
didmetro exterior de la pieza maquinada y DEP es el didmetro exterior pretendido. Una vez
tomadas en cuenta estas apreciaciones, mediante las siguientes reglas se modela el proceso
de seleccion de calidad de engranes.

Ry:IF DI=A and DE=A’ THEN TOL=Acep-A

Ry:IF DI=A and DE=B’ THEN TOL=Acep-B
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DI=A DE= A DE=C’ DE=B" DI=B VC=AP VA=APF VA=MNA VA=MYA VC=MYA

CLASSA CLASSB CLASSD CLASSC

Figura 3.4: Red de Petri Difusa del proceso de inspeccion.

Rs:IF DI=A and DE=C’' THEN TOL=NA

R4:IF DI=B and DE=A’ THEN TOL=Acep-B
Rs:IF DI=B and DE=B’ THEN TOL=Acep-B
Re:IF DI=B and DE=C' THEN TOL=NA

R7:IF DI=C THEN TOL=NA

Rg:IF DI=C THEN TOL=NA

Rg:IF DI=C THEN TOL=NA

Rio:IF VC=AP and VA=AP THEN Acab=BA
Rq11:IF VC=AP and VA=MNA THEN Acab=BA
Ri2:IF VC= AP and VA= MYA THEN Acab=MA
Ry3:IF VC= MNA  THEN Acab=MA

Ri4:IF VC= MNA  THEN Acab=MA

Ri5:IF VC= MNA  THEN Acab=MA

Rig:IF VC= MYA and VA=AP THEN Acab=BA
Ri17:IF VC= MYA and VA=MNA THEN Acab=BA
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Rig:IF VC= MYA and VA=MYA THEN Acab=MA

Rig:IF TOL=Acep-A and Acab=BA THEN RI=TA

Rog:IF TOL=Acep-A and Acab=MA THEN RI=TB

Ro1:IF TOL=Acep-B and Acab=BA THEN RI=TC

Roo:IF TOL=Acep-B and Acab=MA THEN RI=TC

Ra3:IF TOL= NA and Acab=BA THEN RI=TD

Ro4:IF TOL= NA and Acab=MA THEN RI=TD

Mediante las reglas de produccién anteriores y basandonos en las cuatro reglas de pro-

duccién bésicas podemos modelar la red de Petri (ver figura 3.4).

3.3. Razonamiento con Redes de Petri Difusas

Por muchos afios, uno de los t6picos de investigacion de inteligencia artificial (IA) ha sido
el desarrollo de notacién lo suficientemente precisa para representacién de conocimiento y
razonamiento. Varios algoritmos de razonamiento difuso han sido propuestos por diversos
autores en [48] Yeung y Tsang proponen un algoritmo de razonamiento difuso basado en
grados de similaridad usando redes de Petri difusas, sin embargo, los factores de certeza de
las reglas de produccién difusas y los pesos de las proposiciones estédn restringidos y estos
son representados por valores reales entre cero y uno. En [7] Chen, Ke y Chang proponen un
algoritmo de razonamiento difuso, en el cual, el valor de verdad de un lugar objetivo puede
ser evaluado a partir de un lugar inicial, siempre y cuando el lugar objetivo sea alcanzable
a partir de el lugar inicial. En [5] Chen presenta un algoritmo de razonamiento difuso hacia
atrds, en él, el valor de verdad de cualquier lugar objetivo puede ser evaluado, elaborando un
arbol de nodos con los lugares alcanzables e inmediatamente alcanzables hacia atrés a partir
del lugar objetivo hasta llegar a un conjunto de lugares iniciales. Una vez construido el drbol
de nodos se pide al usuario introduzca los valores de verdad de los lugares iniciales y con
ellos se calcula el valor de verdad del lugar objetivo. En [6] Chen perfecciona su algoritmo
asociando pesos a los lugares. Aun més, los valores de verdad asociados a las proposiciones

ya no estdn restringidos a valores entre cero y uno, Estos son representados por nimeros
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difusos. En [42] se introducen las redes de Petri adaptativas, las cuales ademds de contar
con las propiedades de las redes de Petri poseen la habilidad de aprender como las redes
neuronales. En esta seccién se estudian las caracteristicas principales de tres algoritmos de
razonamiento difuso, técnicas de razonamiento asi como las ventajas y desventajas de cada

algoritmo.

3.3.1. Algoritmo de Razonamiento Hacia atras (RDHAP).

El algoritmo de razonamiento difuso hacia atrds fue propuesto en [5]. Este algoritmo
puede realizar razonamiento difuso hacia atrds para evaluar el grado de verdad de cualquier
proposicién especificada por el usuario. Sin embargo, las técnicas de evaluacién empleadas
por Chen pueden llegar a dar resultados inconclusos, ya que el grado de verdad de las
proposiciones consecuentes es evaluado multiplicando el grado de verdad maxmin de las
proposiciones antecedentes por el factor de certeza de la regla. El producto puede llegar a ser
muy pequeno cuando existen varios niveles de razonamiento. Cuando se compara un valor de
verdad consecuente con su valor frontera, el valor de verdad puede llegar a ser mds pequeno
que el valor frontera y entonces provocar un resultado inconcluso. Ademds en el algoritmo
propuesto por Chen las reglas de produccién no tienen asociados pesos a sus proposiciones
y los valores que maneja tanto en valores de verdad, factores de certeza y valores frontera

son valores reales definidos en [0,1] y no nimeros difusos.

El algoritmo que presentamos puede realizar razonamiento difuso hacia atras para evaluar
el grado de verdad de cualquier proposicién especificada por el usuario. Asumiendo que
deseamos conocer el valor de verdad de la proposicién dg, en este caso el lugar p, es llamado
el lugar objetivo. El algoritmo puede realizar razonamiento difuso hacia atras generando
un grafo Y-O y preguntando al usuario el grado de verdad de otras proposiciones las cuales
pueden inferir en el grado de verdad de la proposicién ds. El algoritmo de razonamiento difuso
hacia atras es expresado por una grafo difuso Y-O. Cada nodo en el grafo lo denotaremos por
una tripleta (pg,CIAA (pi),a(pr)), donde pp € P, CIAA(px) denota el conjunto de lugares

inmediatamente alcanzables hacia atrds a partir de pg, a(py) denota el grado de verdad
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de la proposicién di, donde a(pg) es un nimero difuso definido en el universo [0,1]. Sea
CF,, el factor de certeza asociado a la transicién que se encuentra entre los lugares p, y
py. Asumiendo que un nimero triangular difuso puede ser parametrizado por una tripleta
(a, b, c) donde la funcién de pertenencia de un mimero triangular difuso A esta definida por
las ecuaciones (2.14) y (2.20).

Técnicas de Razonamiento Difuso.
Los tipos de reglas que usaremos en este algoritmo, asi como el calculo del valor de verdad

de las proposiciones son mostradas a continuacion:

Tipo 1.
R; : ST dy Entonces dy (CF = p;) (3.6)

Asumiendo que el valor de p, asi como el valor de verdad de d; y ds son nimeros difusos
triangulares, esto es, ; = (ay., by, cp,), a(di) = (aar, ba1, car). Entonces, el valor de verdad

de la proposicién d, puede ser evaluado y este es igual a:

Qg2 = Qq1 * Qp,
a(dy) = (@az, baz, ca2) donde : by = by - by, (3.7)
Cda2 = Cd1 * Cy,
El proceso de razonamiento de este tipo de regla puede ser modelado por una red de

Petri difusa marcada como lo muestra la figura 3.5 (a) y (b).

Tipo 2.
R :SIdyY dyY,.,Y d; Entonces d, (CF = p;), w1, ws, .., w; (3.8)
Asumiendo que w; ws, ..., w; son los pesos asociados a las proposiciones di,ds,. .., d;,
donde w; = (@u, bwi, Cwi) y estos son nimeros triangulares difusos, a(dy), a(dz), ..., a(d;)
son los valores de verdad de las proposiciones dy,ds, ..., d;. Entonces el valor de verdad de

la proposicién d, puede ser calculado basados en [20] y este es igual a:
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(P, CIAA(R), (P))
M

CF,,
O——®
x

(R, CIAA(R,).--)
(@)

®)

(P, CIAA (P,),--)

A\

@

(P, CIAA (R), o (P))

~,,

CIAA (B)a(P,) o o « ((B.CIAA((R)a®@)

(d)

(R, CIAA (R),a (R))

(RLCIAA(P).,--) (P, CIAA(R,),- - )--- (Py, CIAA (Py), - -)
(e)

(f)
i

(P,,.CIAA(P),--)
iz I
—_—  » —>
: Ao

(B, CIAA (R).a(R))

(R, CIAA(R).a(R)) » » « (R.CIAA(R).a(P))

(h)

Figura 3.5: Representacién de las reglas de produccién difusas.
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[ % (ag, - )
j=1 J J
Qd, = " Qi
oy jgl(cwj) _
.;1(bdj ' bwj>
a(dz) = (adm bdz, Cdz) donde: by, = = m . b#i (39)
% (bu,)
— n]:1 ! -
Y (ca; - Cw,)
]:1 J J
Cdz == P . C[Li
3 (aw,)
L j=1 J |

El proceso de razonamiento de este tipo de regla puede ser modelado por una red de

Petri difusa marcada como lo muestra la figura 3.5 (¢) y (d).
Tipo 3.

R; : ST d, Entonces dyy Y dia Y, .., Y dyj (CF = pigy, o piy;), Th = Ay, A5 (3.10)

Asumimos que a(d,) es el valor de verdad de la proposicién d,. Entonces el valor de
verdad de las proposiciones dy1, dys,...dx; puede ser calculado basados en [20] y este es igual

a:

Adky = Qd, * Oy, > bar, = ba, = by, Caky = Cd, * Cuy,
Adky = Ad, * Apyys bar, = ba, - bum, Cdky = Cd, * Cpy,
a(dy;) = (aar,,ban,, car,) donde :
adkn = ada ’ a/"kn’ bdk’ﬂ = bda ’ b/"kn’ Cdk‘n = Cda : Cl"kn
(3.11)
El proceso de razonamiento de este tipo de regla puede ser modelado por una red de

Petri difusa marcada como lo muestra la figura 3.5 (e) y (f).
Tipo 4.

R; : SI di0 dy O, ..,0 dj Entonces d. (CF = iy, .., p1;), Th = A1, .., Aj. (3.12)
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Asumiendo que «a(dy), a(dz),...,a(d;) son los valores de verdad de las proposiciones
di,ds, ..,d;, CF1,CFy, ..,CF; son los factores de certeza asociados a las transiciones, entonces

el valor de verdad de la proposicién d, puede ser calculado y este es igual a:

j:l(adj ' aﬂj)
Qq, = n
i j§1<cuj)
'gl(bd] ’ bﬂj)
oz(dz) = (adz, bdz; Cdz) donde: bdk = ]ni (313)
| jgl(b“j) ]
jgl(cdﬂ ' Cl‘j)
Cdk = oy
.§1(au])
L J= .

El proceso de razonamiento de este tipo de regla puede ser modelado por una red de

Petri difusa marcada como lo muestran las figuras 3.5 (g) y 3.5 (h).

Algoritmo de Razonamiento Difuso Hacia Atras.
ENTRADA: la proposicién objetivo d;.
SALIDA: el valor de verdad de la proposicién d;.

Paso 1. Marcar el nodo raiz (p;, CIAA(p;), ——) como un nodo no terminal, donde:
p; es el lugar objetivo
CIAA(pj) es el conjunto de lugares inmediatamente alcanzable hacia atras de p;.
el stmbolo “~” denota que el valor de verdad de la proposicién d; es desconocido.
Paso 2. Se selecciona un nodo no terminal (p;, CIAA(p;),——). Si CIAA(p;) = &, En-
tonces se marca el nodo como nodo terminal. De otra manera, Si CIAA(p;) =

{Pws -, {Pa>Pbs s Dk} -+, P2, ..} Entonces se incrementa el grafo Y-O como en la figu-

ra 3.6, donde CFy; = (@uwi, buwi, Cuwi) denota el valor del factor de certeza asociado a la
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(Pofpus e fPar Poss B P i)

CF
c F{pa P3P

(R,,CIAA(R)--) ... (P, CIAA(P,),--) (R, CIAA(R),--) vie (P,CIAA(R),--) v« (P.CIAA(R),--)

Figura 3.6: Grafo AND-OR.

transicién que se encuentra entre los lugares p,, y pi, CFqy,. 1} denota el valor del fac-

tor de certeza asociado a la transicién que se encuentra entre los lugares {p,, ps, --, Pr. }

Yy Di-

Paso 3. Si no existe un nodo no terminal Entonces ir al paso 4 de otra manera ir al paso
2.

Paso 4. Para cada nodo terminal (ps, &, ——) en el grafo difuso generado Y-O, preguntar al

usuario el valor de ys = (aqas, bas, Cas) que es el valor de verdad de la proposicién d.

Paso 5. Evaluar el valor de a(py) para cada nodo no terminal (pg, CTAA(py), a(px)) en el

grafo difuso generado Y-O basado en los tipos de reglas expuestas anteriormente.

Ejemplos:

Ejemplo 3.1 Veamos el siguiente ejemplo, el cual fue presentado en [42]. Sean dy, dy, ds3, dy, ds
y dg seis proposiciones, entre las cuales existen las siguientes reglas de produccion difusas
CON PESOS:

R;:SIdy Entonces dy ()

R,:SI dy Y dy Entonces ds  (wa, wy, pi3)

R3:S1ds O ds Entonces dg (s, f14)
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— — — — — — — —

Figura 3.7: Red de Petri que representa las reglas de produccién del Ejemplo 3.1.

Estas reglas de produccion pueden ser representadas por una red de Petri como se muestra
en la figura 3.7, donde P={p1, p2, p3, P4, 05,6}, T= {t1,t2,13,14}, D={d1,da, d3,ds,ds5 ,ds},
Wi = {wa, ws}, Wo = {1y, fto, pis, 14+ Con tres proposiciones de entrada (py,pe,p3) y tres

proposiciones consecuentes, los datos son dados como:

1y =0.70 0.80 0.90 py =0.65 0.75 0.85 g3 =0.75 0.85 0.95 p, =0.72 0.82 0.92
we =0.27 0.37 047 w4 =0.53 0.63 0.73.

Asumiendo que deseamos conocer el valor de verdad de la proposicién ps empleamos el

algoritmo presentado de donde tenemos los siguientes resultados:

1. Siguiendo los pasos 1,2 y 3 del algoritmo de razonamiento difuso hacia atrds, generamos

el grafo difuso Y-O mostrado en la figura 3.8(a).

2. De la figura 3.8 (a), podemos observar que existen tres nodos terminales. Realizando
el paso 4 del algoritmo el sistema pedird al usuario introduzca el valor de verdad de
las proposiciones dy, ds, d 3. suponiendo que el usuario introduce los valores de verdad
a( dy) = (0.8304 0.9304 1.0), a(dy) = (0.75 0.85 0.95), «(d;) = (0.43 0.53 0.63),

entonces el nodo terminal quedaria como en la figura 3.8 (b)
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(Ps{Ps. P}~ -)
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(b)

(P {Ps . P:}.(0.29,0.59,1.27))

(0.72,0.82,0.92)
(0.65,0.75,0.85)

(Ps. {(Psr P2) }——)
(p3,®, (0.43,0.53, 0.63))
(0.75,0.85,0.95)

(pzl’{pl}' --)

(p,,<,(0.75,0.85,0.95) )
(0.70,0.80, 0.90),

(p,. <, (0.8304,0.9304,1.0))

()

Figura 3.8: Grafo AND-OR del Ejemplo 3.1.
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3. Realizando el paso 5 del algoritmo tenemos los siguientes resultados:

= Evaluando el valor de verdad de la proposicién d, tenemos:
ags = aqy - a1 = (0.8304) - (0.70) =0.58
bas = bar - byn = (0.9304) - (0.80) =0.74
Caa = Ca1 - ¢,1 = (1.0) - (0.90) =0.90

= Evaluando el valor de verdad de la proposicién ds tenemos:

(Qga - Quwa) + (aaz - Qw2)
= . =0.32
s |: Cw4 + Cw?2 %3
(baa - buwa) + (baz - bu2)
bys = -b,3 =0.
® [ buwa + by s =066
(Caa - Cws) + (Caz - Cu2)
= . =1.31
s [ Qs + C2 us ;

» Evaluando el valor de verdad de la proposicién dg tenemos:
Qg = [(% +Qpug) + (aas - %2)} =0.29

Cu4 + CMQ

bas = [<bd5'b“4) + (s b"2)] —0.59
bua + bu2

Ca = l(%'%) er (cas - Cw)} —1.27
Q4 )

4. En la figura 3.8(c) podemos observar que el nodo rafz del grafo difuso And-Or es
(ps,{ps, p5},(0.29 0.59 1.27)), i.e., el grado de verdad de la proposicién dg es el nimero
difuso triangular (0.29 0.59 1.27), ya que el universo en el cual se encuentra definida
es U=[0,1] la funcién de membresia del valor de verdad difuso de la proposicién dg se

muestra en la figura usando una linea negra remarcada.

3.3.2. Algoritmo de Razonamiento Difuso con Pesos (RDPP)

El algoritmo presentado en esta seccién es una extensién del presentado en [6] con la

diferencia de que en la regla de tipo 4, Chen calcula el valor de verdad final como el maximo
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rV)

Figura 3.9: Valor de verdad de la proposicion dg.

de todas las transiciones disparadas. En este algoritmo se calcula el valor de verdad mediante
el centro de gravedad de las transiciones disparadas. Ademds, a diferencia del algoritmo de
RDHA el valor de verdad final se calcula como el valor de verdad final de cada ruta y no

como el valor final del conjunto de rutas.

Técnicas de Razonamiento Difuso con Pesos.

Las técnicas de razonamiento difuso con pesos son iguales a las presentadas en las ecua-
ciones (3.6), (3.8), (3.10) y (3.12). EI calculo de los valores de verdad consecuentes son
calculados con las ecuaciones (3.7), (3.9), (3.11) y (3.13), las figuras 3.16, 3.17, 3.18 y 3.19

ilustran el calculo de los valores de verdad consecuentes.

Algoritmo de Razonamiento Difuso con Pesos.

Sea t, una transicién y p;,p; y pr tres lugares en una RPDP. Si p, € I(t,) y px €
O(t,), entonces pj, es llamado inmediatamente alcanzable desde p;. Si p;, es inmediatamente
alcanzable desde p; y p; es inmediatamente alcanzable desde py, entonces p; se dice que
es alcanzable desde p;. El conjunto de lugares que son inmediatamente alcanzables desde

un lugar p; se dice que es un conjunto inmediatamente alcanzable de p; y es denotado por
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CIA(p;). El conjunto de lugares que son alcanzables desde un lugar p; se dice conjunto
alcanzable de p; y es denotado por C'A(p;). Sea t, una transicién y sea p; y pi lugares en
una RPDP. Sip; € I(t,) y px € 1(t,) entonces p; y px son llamados lugares adyacentes con
respecto a t,.

Asumimos que el factor de certeza (C'F) es un nimero difuso definido en [0,1], esto es,
CF; lo podemos parametrizar como (a1, b1, Cu1)

ENTRADA: El valor de verdad difuso y, de la proposicién d,, donde 3y, es un niimero
difuso definido en [0, 1].

SALIDA: El valor de verdad difuso de la proposicién d;.

Paso 1 (ps, a(ps), CIA(ps)) es el nodo raiz, donde:
ps es el lugar inicial y ((ps) = ds;
a(ps) = ys, que es el valor de verdad de la proposicién dy;

CTA(ps) es el conjunto inmediato alcanzable del lugar p;

Paso 2 Seleccionamos un nodo no-terminal (p;, a(p;), CIA(p;))

SiCIA(p;)) =0 6 Vpp € CIA(p;) el lugar objetivo p; ¢ CA(px) Entonces marcarlo

como nodo terminal

Si El lugar objetivo p; € CIA(p;) y CF = ;1 Entonces creamos un nuevo no-
do (pj, a(pj), CIA(p;)) en el arbol y un arco etiquetado 4 es dirigido desde el nodo
(pi, a(pi), CTA(pi)) a el nodo (pj, a(p;), CIA(p;)), donde a(p;) = (aaj, baj, Caj) ¥ estos

a su vez se calculan como a; = Gq; * Aui, bj = bai * buiy Ck = Cai * Cpis-

En este caso marcamos el nodo (p;, a(p;), C1A(p;)) como un nodo terminal y el nodo
(pj, a(pj), CI1A(p,)) es llamado nodo exitoso.

Para cada lugar p, € CTA(p;), donde py, # p;,

Si APy = 0 (esto es p; no tiene lugares adyacentes) y el lugar objetivo p; € C'A(py),
CFy, = p y pr no aparece en ningin nodo sobre el camino entre el nodo raiz

(ps, a(ps), CIA(ps)) y el nodo seleccionado (p;, a(p;), CIA(p;)), Entonces, crear
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un nuevo nodo (pg, a(px), CIA(py)) en el arbol y un arco etiquetado p es dirigido des-
de el nodo (p;, a(p;), CIA(p;)) a el nodo (pk, a(px), CIA(pk)), donde a(p;) es calculado
como una regla de Tipo 1. En este caso el nodo (pg, a(pr), C1A(px)) es llamado nodo

no-terminal.
De otra manera.

Si APy = {pa,Db,-...0-} y €l lugar objetivo p; € CA(pr), Entonces, requerir al

usuario introducir el valor de verdad de las proposiciones d,, dp, ..., d, respectivamente.

Si CFy;, = u, Entonces, crear un nuevo nodo (pg, a(py), C1A(pg)) en el d&rbol y un ar-
co etiquetado p es dirigido desde el nodo (p;, (p;), CIA(p;)) ael nodo (pg, a(pr), CIA(py)),
donde ,a(pr) = (Gak, bak, Cak), donde aok, bor ¥ Cak se calculan de la misma forma que
una regla de Tipo 2. En este caso el nodo (p;, a(p;), CIA(p;)) es un nodo terminal,

mientras que el nodo (px, a(pr), CIA(px)) es un nodo no-terminal.

Paso 3 Si no existe un nodo no terminal, Entonces, ir al Paso 4, De otra manera, ir
al Paso 2.

Paso 4 Si no hay nodos exitosos (si no existe relaciéon antecedente consecuente de la proposi-
cién ds a d;) Entonces, parar, De otra manera, el camino desde el nodo raiz a

el nodo exitoso es llamado Forma de Razonamiento.

Sea () un conjunto de nodos exitosos, tal que:

Q= {(pj7 S1, CIA(pj))(pj7 52, CIA(pj))a oo (pj= Sm, CIA(pj))}

donde s; es el nimero triangular difuso de la i-ésima ruta.

Ejemplos:

Ejemplo 3.2 Sean dy,ds, ds, dy, ds, dg, d7, ds y dy nueve proposiciones, entre las cuales exis-

ten las siguientes reglas de produccion difusas con pesos:
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Figura 3.10: Red de Petri difusa representando las reglas de produccién del Ejemplo 3.2.

R,:SI d, Entonces d, [CF
R,:SI d, Entonces d; [CF=(0.80 0.90 1.0)]

R,:SI d; Entonces d, [CF=(0.80 0.90 1.0)]

R,;:SI d, Y d; Entonces d, [CF=(0.70 0.80 0.90)]
R;:SI d, Entonces d; [CF=(0.850.95 1.0)]
R¢:SIdy Y d; Entonces dg [CF=(0.70 0.80 0.90)]
R;:SI dy Entonces d, [CF=(0.60 0.70 0.80)]

R;:SI d, Entonces d, [CF=(0.60 0.70 0.80)]

Estas reglas pueden ser modeladas por una red de Petri difusa mostrada en la figura

(0.80 0.90 1.0)]

3.10. Asumiendo que deseamos conocer el valor de verdad de la proposicién dy y teniendo
los pesos de las proposiciones wy = (0.80 0.90 1.0), w5 = (0.60 0.70 0.80), wg = (0.50 0.60
0.70), w; = (0.70 0.80 0.90), w; = we = w3 = wg = wy = (1.0,1.0,1.0) asi como los valores
de verdad de las proposiciones p; = (0.80 0.90 1.0), ps = (0.70 0.80 0.90), p; = (0.70
0.80 0.90), ps = (0.75 0.85 0.95) empleando el algoritmo de propuesto tenemos el drbol
de la figura 3.11. De donde tenemos los siguientes resultados:

Q = {(po, (0.30 0.58 1.10), ), (pe(0.22 0.46 0.90)), (py(0.48 0.63 0.80))} .

Ya que s; € [0, 1] los valores de verdad difusos de las rutas que van a la proposicién dg

quedarfan como se muestra en la figura 3.12
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{p;,(0.80,0.90,1.0),(p,, ps. Ps) }

[0.80,0.90,1.0] [0.60,0.70,0.80]

[0.85}0.95,1.0]
{p,,(0.64,081,1.0), p, }
[0.80,0/90,1.0] tfsomsem. )

*[0.70{0.80,0.90]

{p..(0512,0.731.0), p,}

[0.80/0.90,1.0] Wy + W,

*y, =(:36,0.66,1.13)

{p..(0.36,0.66,1.13), __} . _{(ys.ws)+(y7.w,)}
ygf - MK

{p,,(041,0.66,1.0), p, }

**[0.70{0.80,0.90]

wry, {M}H
W, + W,
{pg,(0.30,0.58,1.10),_} *k Yo = (_42'0_72’1_23)

Figura 3.11: Arbol de nodos del Ejemplo 3.2.

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
% 02 04 06 08 1 % 02 04 06 08 1
s1=[.30 .58 1.1] $2=[.22 .46 .9]
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0

0 02 04 06 08
s1=[.48 .63 .80]

[N

Figura 3.12: Funciones de membresia de las rutas de la proposicién dg.
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Figura 3.13: Red de Petri difusa de las reglas de produccién del Ejemplo 3.3.

Ejemplo 3.3 Sean dy,ds,ds,dys, ds, dg, d7 y dg ocho proposiciones, entre las cuales existen

las siguientes reglas de produccion difusas con pesos:

R,:SI d, Entonces d, [CF=(0.75 0.85 0.95)]
R,:SI'd, Entonces d; [CF=(0.70 0.80 0.90)]

R,:SI d, Entonces d, [CF=(0.70 0.80 0.90)]

R,:SI d, Entonces d; [CF=(0.80 0.90 1.0)]

R;:SI d; Entonces d, Y d; [CF=(0.85 0.95 1.0)]
R¢:SI dg Y d, Entonces d; [CF=(0.80 0.90 1.0)]
R;:SI d; Entonces d, [CF=(0.80 0.90 1.0)]

Estas reglas pueden ser modeladas por una red de Petri difusa mostrada en la figura 3.13

Asumiendo que deseamos conocer el valor de verdad de la proposicién dy y teniendo los
pesos de las proposiciones w; = (0.40 0.50 0.60), ws = (0.60 0.70 0.80), wy = w3 =
wg = wy = wg = wy = (1.0 1.0 1.0) asi como los valores de verdad de las proposiciones
p1 = (0.70 0.80 0.90), ps = (0.80 0.90 1.0) empleando el algoritmo propuesto tenemos
el drbol de la figura 3.14. De donde tenemos los siguientes resultados:

Q = {(p4, (037 0.54 0.77), ), (p4(0.48 0.68 0.90) ), (p4(0.34 0.69 1.34)  )}.
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{p,.(0.70,0.80,0.90),(p,, P, P;)}

[0.75,0.85,0.95] [0.80,0.90,1.0]

[0.80,000,1.0]

{p,,(0.53,0.68,0.855), (p;, p,) } {Ps,(0.56,0.72,0.90), (py, P;)} @ {p.,(0.41,0.67,1.0),(p,)}

[0.70,0.8¢}, 0.90] [0.85,0.95,1.0] [0.80,080,1.0]

[
{p..(037,054,077), __} {p..(0.48,0.68,0.90),__} {p..(034,069,1.34),__}

Figura 3.14: Arbol de nodos del Ejemplo 3.3.

1 1
0.8 038
0.6 06
0.4 0.4
0.2 02
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1
s1=[.37 .54 .77] s2=[.48 .68 .9]
1
08
0.6
0.4
0.2
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1

s1=[.34 .69 1.34]

Figura 3.15: Funciones de membresia de las rutas de la proposicién dy.
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d. K d d. ] d,

i k | i

(2) (b)

Ak = Qqj * Ayi
yk = (aak1bak,Cak) donde bk = baj . b,ul

Ck = Cqj * Cyi

Figura 3.16: Disparo de una RPD del Tipo 1. (a) Antes del disparo de la transicion t;. (b)

Después del disparo de la transicion t;.

Ya que s; € [0, 1] los valores de verdad difusos de las rutas que van a la proposicién dy

quedarfan como se muestra en la figura 3.15

3.3.3. Algoritmo de Razonamiento Difuso con Pesos y Valores

Frontera (RDPF)

El algoritmo presentado en esta seccién es una extensién del presentado en [42] con la
diferencia de que los valores de verdad, factores de certeza, pesos y valores frontera son valores
en [0,1] y no numeros difusos. En esta seccién se presenta una algoritmo de razonamiento

difuso trabajando con nimeros difusos triangulares.

Técnicas de Razonamiento Difuso con Pesos y Valores Frontera.
Las técnicas de razonamiento difuso con pesos son iguales a las presentadas en las
ecuaciones (3.6), (3.8), (3.10) y (3.12). Los cuatro Tipos de razonamiento difuso con pesos

pueden ser modelados con redes de Petri difusas con pesos de la forma siguiente:

1. Usando una RPD el proceso de razonamiento difuso con pesos del Tipo 1 puede ser

modelado como en la figura 3.16.
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W
d1
"

w, W
a4 O —

° ‘ P T @gi-aw)
® Aok = = n
Wj z Cwi
L i=1
4 @ @ —_—

b (b i b wji)
Yk = (@ak, Dok, Cak) donde : b = | = - byi

A

n
> bwi
— =1

n
2 (Cgji *C wji)
i=1

QQ\ u Cak —
? ®
° 4
®
WJ
dl
(b)

Figura 3.17: Disparo de una RPD del Tipo 2. (a) Antes del disparo de la transicién t;. (b)

Después del disparo de las transicion t;.

* Cui

w
d,
w
d

n
2 awi
:@ L i=1
LJ

2. Usando una RPD el proceso de razonamiento difuso con pesos del Tipo 2 puede ser

modelado como en la figura 3.17.

3. Usando una RPD el proceso de razonamiento difuso con pesos del Tipo 3 puede ser

modelado como en la figura 3.18.

4. Usando una RPD el proceso de razonamiento difuso con pesos del Tipo 4 puede ser

modelado como en la figura 3.19.

Dividiendo el conjunto de lugares P en tres partes P = P; U Pr,; U Pp, donde P es un
conjunto de lugares de una RPDA; P ={p € P | *p =0}, si p € P; este lugar es llamado
lugar de entrada; Py, ={p€ P| *p#0 y p*#0},sip€ P, este lugar es llamado lugar

interior; Pp = {p* = 0}, si p € Py este lugar es llamado lugar de salida.

Definicién 3.3 (lugar fuente y lugar pozo) Un lugar p es llamado un lugar fuente si no

tiene transiciones de entrada, y es llamado lugar pozo si no tiene transiciones de salida.
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Un lugar fuente corresponde a una precondicién mientras que un lugar fuente corresponde

a una proposicion consecuente.

Definicién 3.4 (Ruta) Dado un lugar p;, una cadena de transiciones ty, to, ..., t, es llamada
una ruta de p; st p; puede llevar una senal a partir de un grupo de lugares fuente p;1, pio, .-, Pin
hasta un conjunto de lugares pozo (pj1,Dj2, --, Pjn) Mmediante el disparo de estas transiciones.
Esto es, si pj, es alcanzable a partir de p;, entonces se dice que existe una ruta entre estos
dos lugares.

St una cadena de transiciones dispara en secuencia, esta es llamada ruta activa.

Definicién 3.5 Vt € T, t es habilitada si Vp; € 1(t),a(p;)) > 0,i = 1,1,...,n. Donde a(p;)

es un numero difuso triangular [20].

Definicién 3.6 Sean A y B nimeros difusos triangulares parametrizados por (ay,as,as) y
(b1, ba, b3 ) respectivamente, se dice que A > B si y solamente si ay > by, ay > by y az > bs.

De otra manera se dice que A y B no son comparables.

Definicién 3.7 Cuando una transicion t es habilitada, esta produce un nuevo valor de ver-
dad y(t), donde: y (t) es un nimero difuso triangular, siendo el valor de verdad consecuente
es calculado como en las ecuaciones (3.7), (3.9), (3.11) y (3.13) si y(t) > Th(t). De lo
contrario y (t) = [0 0 0].

Algoritmo de Razonamiento Difuso.
ENTRADA: Los valores de verdad de un conjunto de proposiciones antecedentes.

SALIDA: Los valores de verdad de un conjunto de proposiciones consecuentes.

Paso 1. Construir el conjunto de lugares de entrada Py; donde Py; = {p € P| *p =0}

Paso 2. Construir un conjunto de transiciones iniciales habilitadas 77,tq, donde:

Trniti ={t €T | tNPyr#0 y *tN Prpe =0}
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(a) v

aakl = an ° a‘[ll’ bakl - baj d b,ull Cakl = Caj QC‘u]-

Aok, = Qgj a,u2’ bak2 = baj * b/.t2! Cokz = Cqj ° Cy2
Aok, = Agj * Aun, bakn = baj ° b,ul’h Cakn = Cgj * Cpun

Figura 3.18: Disparo de una RPD del Tipo 3. (a) Antes del disparo de las transiciones

ti1,tj2, .., tin. (b) Después del disparo de las transiciones t;1, %2, .., tjn.
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Yk = (@ak,bak,Cok) donde :

+...+

_ 8gjiay; Agj2°a y;
aak — n n
2 Cwiji 2 Cewji
i=1 i=1
b Daj1-b 4 Daj2-b
ak = n n
> b wji > bewji
i=1 i=1
Caj1 *C pj Caj2*Cuj
Cok = n n
2 awji 2 Acwji

i=1

i=1

+...+

(b)

QA gjn 'a,ui
n
Z Cewji
i=1
bajn ’b,ui
n
> b cwji
i=1

Cajn<Cuj

n
2 Acwji
i=1

Figura 3.19: Disparo de una RPD del Tipo /. (a) Antes del disparo de las transiciones

ti1,tj2, .., tin. (b) Después del disparo de las transiciones t;1, 2, .., tjn.
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Paso 3. Encontrar la transicién habilitada actual Tyyren: donde:
TC’urrent - {t S Tlnitial | VPz E. t? m(pl) >0 y y(t) > Th(t)}

Paso 4. Calcular los nuevos valores de verdad de acuerdo a las técnicas de razonamiento

difuso presentadas
Paso 5. Remover y adicionar las senales de acuerdo a las técnicas de razonamiento difuso.
Paso 6. Sea T' =T — Toyrrent; P = P— *Tourrent-

Paso 7. Ir al Paso 3 y repetirlo hasta que Toyrent = 0

Ejemplos:

Ejemplo 3.4 Como ejemplo usaremos el sistema de admision de alumnos graduados de
preparatoria, el cual fue presentado en [19] y modelado con redes de Petri algebraicas. Una

uniwersidad usa el siguiente criterio para evaluar las solicitudes de ingreso:

1. Un solicitante con punto promedio de calidad (grade point average) GPA >3.50, un
buen expediente de exdmenes del graduado (graduate record examination) GRE 'y

fuertes (buenas) referencias serd aceptado y premiado con un asistente( AC'A).

2. Un solicitante con un GPA >3.50 y con un buen GRE o fuertes referencias serd
aceptado (ACB).

3. Un solicitante con un GPA >3.00 pero <3.50, un buen GRE, y fuertes referencias
serd aceptado (ACB).

4. Un solicitante con GPA >3.00 pero <3.50 con un buen GRE o fuertes referencias serd

aceptado con condiciones (ACC).

5. Un solicitante con GPA <3.00 pero con un buen GRE y fuertes referencias sera acep-
tado con condiciones (ACC).
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o5 v'?lr

s

Ab
S

(

Figura 3.20: Red de Petri difusa del Ejemplo 3.4
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6. De cualquier otra forma un solicitante no serd aceptado (NAC).

Trasladando el criterio de evaluacién a reglas de produccién tenemos:

Ry : Si GPA>350Y GRE buenoY referencias fuertes Entonces AC'A
Ry : Si GPA >3.50Y GRFE bueno Y referencias débiles Entonces ACB
Ry : S1GPA>3.50Y GRE maloY referencias fuertes Entonces ACB

Ry @ Si135>GPA>3Y GRE bueno Y referencias fuertes Entonces AC'B
Rs : Si135>GPA>3Y GRE maloY referencias fuertes Entonces ACC
Rg : Si13.5>GPA>3Y GRE bueno Y referencias débiles Entonces ACC
R; : SiGPA<3.00Y GRE bueno Y referencias fuertes Entonces ACC
Rg : Si GPA<3.00Y GRE maloY referencias fuertes Entonces NAC

Ry : SiGPA<3.00Y GRE bueno Y referencias débiles Entonces NAC
Ry @ S1GPA<3.00Y GRE maloY referencias débiles Entonces NAC

Si estas a su vez las trasladamos a reglas de produccién difusas, entonces estas quedarian

de la siguiente forma:
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A

>

vs)
|
N4
ACe

ACg

ACA

Figura 3.21: Red de Petri con funciones de membresia.

Ry : SidyY dy Y d3 Entonces dg, (u;=.8 .9 1.0), \; = [0.46 0.79 1.33]
Ry : Si d1Y dy Y ds Entonces dy, (uy=.8 .9 1.0), \; = [0.38 0.67 1.17]
Ry : Sidy Y d3Y dy Entonces dy, (u3=.8 .9 1.0), \; = [0.38 0.67 1.17]
Ry : SidgY dy Y d3 Entonces dyg, (11,=.8 .9 1.0), \; = [0.38 0.67 1.17]

Rs : SidsgY dy Y ds Entonces dyo, (115=-8 .9 1.0), A\; = [0.35 0.63 1.10]
Rg : SidsY d3Y dy Entonces dyo, (11g=-8 .9 1.0), A\; = [0.35 0.63 1.10]
R; @ Sid; Y dy Y ds Entonces dyo, (11,=-8 .9 1.0), A\; = [0.35 0.63 1.10]
Rs : Sid; Y dy Y ds Entonces dyy, (15=-8 .9 1.0), A\; = [0.20 0.44 0.88]
Ry : Sid; Y d3Y dy Entonces dyy, (j19=-8 .9 1.0), A\; = [0.20 0.44 0.88]
Ry : Sid; Y dy Y ds Entonces diy, (119=-8 .9 1.0), \; = [0.20 0.44 0.8§]

en donde el valor de ); es el valor minimo con el cual se cumple la regla R; y este lo calculamos

con el valor de verdad més bajo de cada categoria.



3.3 Razonamiento con Redes de Petri Difusas 77

Con las reglas de produccién difusas construimos la red de Petri difusa de la figura 3.20.
Claramente, el comportamiento de esta depende de sélo tres pardmetros y las variables
lingiifsticas de cada uno de estos, de una forma mds explicita esta podria ser ilustrada como
en la figura 3.21.

Suponiendo que tenemos 4 grupos de alumnos cuyos valores de GPA, GRE y REF estéan

contenidos en las siguientes funciones de membresia:

a(dy) =(0.89 0.95 1.0)
Grupo 1: «(ds) = (0.8 0.9 1.0)
a(ds) = (0.85 0.95 1.0)

a(ds) = (0.80 0.82 0.88)
Grupo 2: a(dy) = (0.81 0.91 1.0)
a(ds) = (0.85 0.95 1.0)

a(di) = (0.90 0.95 1.0)
Grupo 3: a(dy) = (0.3 0.5 0.7)
a(ds) = (0.86 0.96 1.0)

a(dy) = (0.4 0.6 0.7)
Grupo 4 : «a(ds) = (0.72 0.82 1.0)
a(ds) = (0.74 0.85 1.0)

Teniendo en cuenta que los pesos asociados a las proposiciones dy, ds, d3, dy, ds, dg, d7 son
weg = wy = wy; = (0.8 0.9 1.0) y wy = ws = wy = w3z = (0.5 0.6 0.7). Determinar si
estos grupo de alumnos son aceptados o no, y si son aceptados determinar si se les asigna
un asistente o estaréan condicionados.

El comportamiento dindmico de la RPDPF se explica como sigue:

= Del primer grupo la transicién ¢; de la red de Petri difusa de la figura 3.20 se habilita.
Al dispararse los valores de verdad de las proposiciones dy, ds y d3 son removidos y se

adiciona una sefial en el lugar pg (AC'A) cuyo valor de verdad es (0.51 0.84 1.33).
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= Del segundo grupo, la transicién ¢4 de la red de Petri difusa de la figura 3.20 se habilita.
Al dispararse los valores de verdad de las proposiciones dg, ds y ds son removidos y se

adiciona una sefial en el lugar py (AC'B) cuyo valor de verdad es (0.49 0.79 1.26).

= Del tercer grupo, la transicién t3 de la red de Petri difusa de la figura 3.20 se habilita.
Al dispararse los valores de verdad de las proposiciones dy,ds y ds son removidos y se

adiciona una sefial en el lugar py (AC'B) cuyo valor de verdad es (0.43 0.74 1.21).

= Del segundo grupo, la transicion ¢; de la red de Petri difusa de la figura 3.20 se habilita.
Al dispararse los valores de verdad de las proposiciones dy, ds y d3 son removidos y se

adiciona una sefial en el lugar p;y (ACC') cuyo valor de verdad es (0.35 0.66 1.16).

Valores Lingiiisticos y Valores Numéricos Del ejemplo anterior podemos observar
que existen 10 formas posibles en las cuales se pueden presentar las reglas de produccién con

valores lingiifsticos y estas son:

GPA Bueno
a) GRE Bueno
REF Fuertes

GPA Bueno GPA Bueno GPA Regular
Aceptado (ACB) b) GRE Bueno c¢) GRE Malas d) GRE Bueno
REF débiles REF Fuertes REF Fuertes
GPA Regular GPA Regular GPA Malo

e) GRE Bueno [) GRE Malas 9) GRE Bueno
REF Debiles REF Fuertes REF Fuertes

Aceptado
con asistente (ACA)

Aceptado con
condiciones (ACC)

GPA Malo GPA Malo GPA Malo
No aceptado (NAC) h) GRE Malas i) GRE Bueno j) GRE Malas
REF Fuertes REF débiles REF débiles

convirtiendo cada valor lingiifstico a un nimero difuso triangular tenemos:
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Variable Valor lingiifstico

Valor numérico

GPA

GRE

REF

Bueno
Regular
Malo
Buenas
Malas
Fuertes
Débiles

0.875 1.0 1.0]
[0.75 0.812 0.875]
0.1 0.425 0.75]
0.7 0.85 1.0]
0.3 0.4 0.5]

0.7 0.85 1.0]
0.3 0.4 0.5]

Claramente a cada valor lingiiistico le corresponde un valor numérico, trasladando los

incisos a), b), ...,j) a redes de Petri difusas del tipo 2 y siendo los pesos w; =[0.8 0.85 0.9],
wy =[0.4 0.5 0.6] y w3 =[0.4 0.5 0.6] y el factor de certeza u; =[0.7 0.8 0.9] evaluamos el

valor de verdad consecuente de cada una de ellas, de donde tenemos:

Aceptado

con asistente (ACA)

[0.42 0.73 1.18]

Aceptado (ACB)

[0.36 0.63 1.01]
[0.36 0.63 1.01]
0.38 0.66 1.11]

Aceptado con
condiciones (ACC)

[0.33 0.56 0.94]
[0.33 0.56 0.94]
0.21 0.52 1.05]

No aceptado (NAC)

[0.16 0.42 0.88]
[0.16 0.42 0.88]
0.10 0.32 0.71]

Esto es, un alumno serd aceptado con asistente sélo si al evaluar los valores numéricos

de las variables lingiifsticas GPA, GRE y REF mediante una red de Petri, el valor de la

proposicién consecuente es mayor que [0.42 0.73 1.18]. Un alumno serd aceptado sin asistente

si el valor de la proposicién consecuente es mayor que el minimo de las tres formas posibles,
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esto es, si es mayor que min[[0.36 0.63 1.01], [0.36 0.63 1.01], [0.38 0.66 1.11]] =[0.36
0.63 1.01]. Un alumno serd aceptado con condiciones si el valor de la proposicién consecuente
es mayor que min[[0.33 0.56 0.94], [0.33 0.56 0.94], [0.21 0.52 1.05]] =[0.21 0.52 0.94].

Cualquier alumno que presente un valor numérico menor que el anterior no serd admitido.

3.4. Comparacién Entre los Algoritmos Propuestos.

Mediante el algoritmo de razonamiento difuso con pesos (ARDP) presentado podemos
determinar cuando existe una relacién antecedente-consecuente de una proposicion d, a una
proposicién d,, donde d, # d,. Maés ain, si el grado de verdad de la proposicién d, es conocido
y d, es una proposicién consecuente de d, entonces el grado de verdad de la proposicién d,
puede ser calculado, la principal diferencia entre este algoritmo y el de razonamiento hacia
atrds (ARDHA) radica en el hecho de que en el ultimo podemos evaluar el valor de verdad
de cualquier proposicién especificada por el usuario, mientras que en el ARDP, si no existe
una relacién antecedente-consecuente de una proposicién d, conocida a una proposicién d,
que se desea conocer, entonces, no se puede evaluar el valor de verdad de la proposicién d.,
esto es, el valor de verdad de la proposicién d, sélo se puede evaluar si esta pertenece al
conjunto de lugares alcanzables a partir de d,. Ademds en el algoritmo de razonamiento
difuso hacia atras el valor de la proposicién final se calcula como el valor de verdad final del
conjunto de rutas y en el algoritmo de razonamiento difuso con pesos se calcula el valor de
verdad para cada ruta.

Por el contrario, la principal caracteristica de estos dos algoritmos es que no se asocian
valores frontera a las transiciones, lo cual significa que cualquier lugar pj, tal que p, € 't; (p
pertenece al conjunto de lugares de entrada de t;) que se encuentre marcado con un valor de
verdad gy, por muy pequeno que este sea, la transicién ¢; estard habilitada y esta podrd ser
disparada.

En el algoritmo de razonamiento difuso con pesos y valores frontera (ARDPF) presen-
tado se asocian valores frontera a las transiciones, es decir, se condiciona una transicién ¢;

habilitada por los lugares de entrada px, , pk,, -..., Pk, @ dispararse tinicamente cuando pg, > A
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(1=1,2,..,n) donde X es el valor frontera. Luego, asociar valores frontera a las transiciones
nos lleva a una forma ma4s eficiente de razonamiento. En el ejemplo siguiente se aprecian las

diferencias ya descritas.

Ejemplo 3.5 Sean p1,p2, p3, P, Ps, Pe, P7, Pss D9, P10, P11, P12, P13, P14 Y P15 proposiciones, las

cuales estdn relacionadas por las siguientes reglas de produccion difusas:

Ry :Si p1  Entonces pr (A1, py);
Ry :Si po  Entonces py (wy = wa, A2, fis);

R3:Si p3  Entonces py (we = wy, A2, fhs);

Ry:Si ps Y ps Y ps Entonces pio (w3, ws, ws, A3, fi3);

Rs:Si pr Y ps Y pg Entonces pia (we, wr, ws, A, fiy);

Rg :Si pg O pip Entonces p13 (wo, wig, s, fgs Ass A6);

Ry :Si pi2 O p13 O piy Entonces pis (wii, Wiz, Wiz, A7, Ag, Ag, fig, flgs flg)-

Con estas reglas construimos la red de Petri difusa la cual se muestra en la figura 3.22. De
donde podemos apreciar que tenemos nueve proposiciones de entrada (py, pa, 3, P4, Ps, Pe Ds, P10
y p13) y seis proposiciones consecuentes (pr, po, P11, P12, P14 ¥ P1s), 10s pesos asociados a las
proposiciones, asf como los factores de certeza y valores frontera asociados a las transiciones
son dados en la Tabla 3.3.

Usando los tres algoritmos de razonamiento difuso presentados, el conjunto de valores de
salida (valores de verdad de las proposiciones consecuentes) puede ser calculado a partir de
los valores de entrada (ver Tabla 3.4). En la Tabla 3.5 se muestran los resultados de los tres

algoritmos.

Se puede observar en la tabla que algunos datos son 0, lo cual significa que los valores
frontera asociados a las transiciones son mayores que los valores de verdad asociados a las
proposiciones de entrada a la transicién. Por ejemplo en el grupo 3 a(p;) =[0.5 0.6 0.7],
mientras que el valor frontera es [0.75 0.85 0.95] luego a(p1) < A; por lo que la transicién t;

no puede ser disparada y por ello el valor de verdad de a(p;) = 0.
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Figura 3.22: Red de Petri difusa del problema
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Cuadro 3.3: Valores frontera, factores de certeza y pesos de RPD del ejemplo 3.4
L W; Th;
1, =(0.80 0.90 1.0) w; =(0.70 0.80 0.90) A =(0.75 0.85 0.95)
[ty =(0.80 0.90 1.0) ws =(0.70 0.80 0.90) A =(0.70 0.80 0.90)
iy =(0.85 0.95 1.0) w3 =(0.65 0.75 0.85) A3 =(0.60 0.70 0.80)
1, =(0.80 0.90 1.0) ws =(0.80 0.90 1.0) A; =(0.40 0.50 0.60)
115 =(0.85 0.95 1.0) ws =(0.70 0.80 0.90) A5 =(0.35 0.45 0.55)
11s =(0.85 0.95 1.0) we =(0.80 0.90 1.0) A¢ =(0.30 0.40 0.50)
fi; =(0.80 0.90 1.0) w; =(0.85 0.95 1.0) A; =(0.40 0.50 0.60)
11g =(0.70 0.80 0.90) ws =(0.90 0.95 1.0) As =(0.60 0.70 0.80)
1ty =(0.85 0.95 1.0) Ao =(0.40 0.50 0.60)
Cuadro 3.4: Valores de verdad antecedentes de la RPD del ejemplo 3.4.
Grupo  pj P2 Ps P4 Ps Do Ps P1o P13
1 (8595 1.0)  (:80.901.0)  (.85.951)  (7.8.9)  (55.65.75)  (4.5.6) (5.6.7) (85.951) (8.91)
2 (.50 .60 .70) (.40 .50 .60) (.4 .5 .6) (5.6.7)  (.55.65.75)  (5.6.75) (3.4.5)  (3.4.5)  (5.6.7)
3 (.70 .80 .90) (.60 .70 .80) (5.6.7) (5.6.7) (3.4.5) (5.6.7) (3.4.5) (3.4.5  (8.91)
4 (85 .95 1.0) (8090 1.0)  (75.85.95) (7585 .95)  (85.951)  (9.951) (3.4.5) (3.4.5) (9951
5 (75 .85 .95)  (85.951.0)  (6.7.8)  (55.65.75)  (90.951)  (8.91) (9511  (8.91)  (8.91)
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Cuadro 3.5: Valores de verdad consecuentes de la RPD del ejemplo 3.4.

Grupo b7 Do P11 P12 D14 P15
RPDHA (.68 .85 1.0) (.63 .83 1.0) (.36 .61 .95) (.41 .68 1.06) (.51 .78 1.15) (.45 .78 1.32)
1 RPDP (.68 .85 1.0) (.63 .83 1.0) (.36 .61 .95) (.41 .68 1.06) (.51 .78 1.15) (.56 .72 .9)
RPDPVF (.68 .85 1.0) (.66 .92 1.2) (.14 .23 .35) (.41 .71 1.15) (.36 .47 .58) (.31 .51 .87)
RPDHA (.4 .54 .7) (.32 .45 .6) (.34 .58 .94) (.23 .41 .71) (.27 .49 .84) (.26 .49 .92)
2 RPDP (.4 .54 .7) (.32 .45 .6) (.34 .58 .94) (.23 .41 .71) (.27 .49 .84) (.35 .48 .63)
RPDPVF (000) (00 0) (00 0) (000) (000) (000)
RPDHA (.56 .72 .9) (.44 .58 .75) (.28 .5 .8) (.29 .5 .84) (.24 .45 .76) (.34 .6 1.06)
3 RPDP (.56 .72 .9) (.44 .58 .75) (.28 .5 .8) (.29 .5 .84) (.24 .45 .76) (.56 .72 .9)
RPDPVF (000) (00 0) (00 0) (000) (000) (.19 .27 .38)
RPDHA (.68 .85 1) (.62 .78 .97) (.55 .87 1.2) (.36 .61 .97) (.36 .63 1) (.42 .72 1.2)
4 RPDP (.68 .85 1) (.62 .78 .97) (.55 .87 1.2) (.36 .61 .97) (.36 .63 1) (.63 .76 .9)
RPDPVF (.68 .85 1) (.62 .78 .97) (.55 .87 1.2) (.29 .51 .87) (.23 .43 .74) (.21 .28 .38)
RPDHA (.6 .76 .95) (.58 .74 .9) (.5 .8 1.18) (.48 .75 1.1) (.55 .85 1.28) (.48 .83 1.4)
5 RPDP (.6 .76 .95) (.58 .74 .9) (.5 .8 1.18) (.48 .75 1.1) (.55 .85 1.28) (.47 .8 1.28)

RPDPVF (.6 .76 .95) (.34 .47 .62) (.39 .6 .88) (.34 .52 .76) (.5 .75 1.1) (.34 .54 .85)
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1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
p7 p9 p12
1 1
0.5 0.5
0 0
0 0.5 1 0 0.5 1
pl4 p15

Figura 3.23: Valores de Verdad de las proposiciones consecuentes del grupo 1.

3.5. Conclusiéon

En este capitulo se presentaron tres algoritmos de razonamiento difuso. El algoritmo de
razonamiento difuso hacia atras propuesto por [5], algoritmo de razonamiento difuso con
pesos [6] y algoritmo de razonamiento difuso con pesos y valores frontera [42] la diferencia
de los originalmente propuestos radica en que los desarrollados en este capitulo los valores
de verdad, factores de certeza y valores frontera son nimeros difusos triangulares. Ademas,

se asocian pesos a las proposiciones los cuales también son nimeros difusos triangulares.
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Capitulo 4

Aprendizaje con Redes de Petri
Difusas Adaptativas

La teoria de RPD provee herramientas efectivas para manipular informacién imprecisa
o vaga. Algunos modelos de redes de Petri difusas han sido propuestos para soportar ra-
zonamiento difuso y tomar decisiones [7], [23], [47] y [48]. Otras aplicaciones de las RPD
en sistemas basados en conocimiento son evaluacién de inconsistencias [38], aprendizaje de
conocimiento [41], [42], etc.

Las redes de Petri difusas pueden representar reglas de produccién difusas con pesos
perfectamente [6][48]. Sin embargo, aunque estos modelos son muy flexibles los pesos en
estos no pueden ajustarse de acuerdo a la actualizaciéon de conocimiento, en otras palabras,
estas no tienen la habilidad de aprender, algunas redes de Petri difusas con la habilidad de
aprender han sido propuestas en la literatura. En [23] Carl G. Looney propone un algoritmo
para ajustar los valores frontera de una red de Petri difusa, sin embargo, el ajuste de los
pesos se realiza mediante un test y no se asegura la convergencia del algoritmo. En [30]
Pedricz y Gomide proponen una red de Petri difusa generalizada (GFPN) en el cual la
dindmica de los lugares de entrada y salida de una GFPN puede ser transformado en una
red neuronal con neuronas légicas Or/And. En [41] X. Li y F. Lara definen las redes de Petri

difusas adaptativas (AFPN), estas poseen la habilidad de aprender de una forma parecida
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a las redes neuronales. En [42] X. Li, W. Yu y F. Lara proponen reglas de razonamiento
més generalizadas para las AFPN. Ademds, se desarrolla el algoritmo backpropagation (BP)
para aprendizaje de conocimiento bajo condiciones generalizadas.

En este capitulo se analiza el aprendizaje con redes de Petri difusas con pesos adaptati-
vas (RPDA) utilizando nidmeros difusos triangulares. Las definiciones bésicas de conjuntos
difusos y operaciones con nimeros difusos triangulares descritas en el capitulo 2 y definidas
en [20],[43] y [16] son utilizadas en nuestra RPDA. El proceso de aprendizaje de pesos de
una red se desarrolla mediante dos algoritmos de aprendizaje. El algoritmo de aprendizaje
de Widrow-Hoff para redes de una sola capa [40], [13] y el algoritmo backpropagation para
redes multicapa [36], [13].

4.1. Algoritmos de Aprendizaje en Redes Neuronales

4.1.1. Algoritmo de Widrow-Hoff.

La regla de aprendizaje LMS minimiza el error cuadratico medio e*(k) generado por la

salida deseada y la obtenida , el cual es definido por

(t(k) — a(k))* = *(k) (4.1)

donde en cada iteracién tenemos un gradiente estimado de la forma:

ve? (k) (4.2)
los primeros R elementos de Ve?(k) son derivadas con respecto a los pesos de la red, mientras

que el elemento (R + 1) es la derivada con respecto a b.

[VeX(k)], = 822@ - 2e(k)‘9§ff), j=1,2,...R, (4.3)
y
(Ve (F)] oy = % = 2e(k)a€a(f ) (4.4)
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Figura 4.1: Aprendizaje mediante algoritmo de Widrow-Hoff
Evaluando la derivada parcial de e(k) con respecto a los pesos, tenemos:

Oelk) _ ko)l — 0 Ty(k) — w”p(k) + b]

Ow; Ow; T Ow;

o) — o [t(k) —~ (é wipi(k) + b)}

(4.5)

donde p; (k) es definido como el i-ésimo elemento del vector de entrada en la k-ésima iteracion.

Simplificando tenemos:

de(k)

8wj

= —p;(k) (4.6)

de una forma similar, obtenemos el elemento final del gradiente

de(k)
b

ya que p;(k) y 1 son elementos del vector de entrada X, por lo tanto el gradiente del error

=1 (4.7)

cuadrético en la iteracion k£ puede ser escrito como
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Ve (k) = —2e(k) X (k) (4.8)

Teniendo en cuenta que el algoritmo de gradiente descendiente con constante de apren-

dizaje es:

Tpr1 = 7 — aVeE (k) |oms, (4.9)

si substituimos la ecuacién 4.8 tenemos que:

Tr1 = T + 20e(k) X (k) (4.10)
luego
w(k +1) =w(k) + 2ae(k)p(k) (4.11)
y
b(k+ 1) = b(k) + 2ae(k) (4.12)

4.1.2. Algoritmo Backpropagation (BP)

El algoritmo Backpropagation se utiliza para ajustar los pesos y sesgos de una red con el
fin de minimizar la suma del cuadrado de los errores de la red.

El algoritmo BP es un método iterativo de optimizacién de gradiente descendente, cuyos
detalles se presentan a continuacion.

Para una neurona j en una capa oculta o en la salida, la senal de salida es:

0; = f(iwwoz - bj) (413)

donde:

f es la funcién de activacion de la neurona
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w;; son los pesos de las conexiones entre la neurona considerada j, y la neurona i,
perteneciente a la capa precedente

0; es la salida de la neurona i de la capa precedente

b; es el sesgo de la neurona j

Ademis, se define:

netj = ZUJMOZ‘ — bj (414)
i=1

la salida de la neurona j, entonces es dada por:

0; = f (net;) (4.15)

para el aprendizaje, el valor de —bj se considera como un peso correspondiente a la conexion
de la neurona j con una supuesta neurona de la capa precedente cuya salida es constante e
igual a uno.

El algoritmo Backpropagation permite determinar los valores de los pesos para los cuales
la funcién de error es minima. Esto no siempre se logra, ya que muchas veces el algoritmo
converge a minimos locales y no a minimos globales, o simplemente no converge.

Se considera una red con M neuronas en la capa de salida y suponiendo que se dispone

de un conjunto de aprendizaje con P patrones, uno de los cuales, denominado p, tiene salidas

dadas por:

tp — [tpb tpg, ceey tpM]

El error cuadritico tiene, para este patron, la siguiente expresion

n
By = 5t = o) (4.16)
Los valores t,; representan las salidas deseadas ante las entradas correspondientes al
patrén p. Cuando dicho patrén es presentado a la red, los pesos se modifican segin la regla
iterativa derivada del método de optimizacién segin el gradiente, con lo cual el peso w;;

seglin la ecuacion es:
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Al =1 (_ 8Ep) ., < OE, 3netj> @17)

awij _ﬁnetj (9wij
donde 7 es la tasa de aprendizaje (constante de proporcionalidad) (0 < n < 1). En general,
los pesos se inicializan entre cero y uno aleatoriamenté.

Se define el pardmetro §; como:

0B,  OE, Onet;
8wij N 8netj 8wij

5; = (4.18)

Para calcular las derivadas es necesario tener en cuenta que la funcién de activacién
debe ser continua suponiendo que nuestra funcién de activacién escogida es una sigmoide

logaritmica, la derivada es:

(=) = () i) @

Para una neurona j en la capa de salida se tiene entonces,

d; = (t; — 0j)0;(1 — 05) (4.20)

Para una neurona en la capa oculta o en la capa de entrada, se tiene:

5j = Oj(l - Oj)Z(Skwjk (421)
k=1

donde el contador k cubre las neuronas de la capa posterior a la j.
Entonces la correccién de los pesos se comienza por la capa de salida y se propaga hacia
atrds hasta llegar a la capa de entrada.

Con esto el término 4.17 se puede expresar como:

Considerando los P patrones de que se dispone y con los cuales se realizara el aprendizaje,

la expresion para el error total, o error de ajuste, es la siguiente:
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Fase de Propagacion hacia adelante

w®p @

Fase de Propagacion hacia atras

Figura 4.2: Fase de Propagacion hacia adelante y hacia atras del algoritmo BP.
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B=35,= 5 (32— o) (123

i=1
En general, el aprendizaje se considera acabado cuando el valor de £ es menor o igual
que un limite preestablecido.

En resumen, la actualizacién de pesos mediante al algoritmo de retropropagacion es:

1. Inicializacion. Se comienza inicializando con una configuracién razonable de una red
neuronal, fijando todos los pesos y umbrales a nimeros pequenos aleatorios que estén

uniformemente distribuidos.

2. Presentacion de ejemplos de entrenamiento. Presentar las red con una época de ejem-
plos de entrenamiento. Para cada ejemplo en el conjunto, desarrollar la secuencia de

computo hacia adelante y hacia atrds descritos en los puntos 3 y 4.

3. Computo hacia adelante. Sea (x(k), d(k)) una muestra de aprendizaje en la época, con
el vector de entrada z(k) aplicado a la capa de entrada de nodos sensores y el vector
de respuesta deseado d(k) presentado a la capa de salida de nodos computacionales.
Computar los campos locales inducidos y las senales de funciones de la red procediendo

hacia delante en la red, capa por capa. El campo local inducido ne

(k) para la neurona

7 en la capa [ es

@W=§%@W”W (4.24)

Donde yﬁl_l)(k) es la senal de salida de la neurona 7 en la capa anterior [ — 1 en la

iteracion k y wj(.?(k:)es el peso sindptico de la neurona j en la capa [ que es alimentada

de la neurona 7 en la capa [ — 1. Para i = 0 tenemos y(()lfl)(k:) =+1ly wj(f))(k:) = bél)(k:)
es aplicado a la neurona j en la capa [. Asumiendo el uso de una funcién sigmoide, la
senal de salida de la neurona j en la capa [ es:

yj('l) = %’(%’(k’))
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si la neurona j se encuentra en la primer capa oculta, usamos:

) = (k)

donde z;(k) es el j — ésimo elemento del vector de entrada x(k). Si la neurona j estd

en la capa de salida, usamos

computamos la senal de error como

¢j(k) = d;(k) — o0;(k)

donde d;(k) es el j — ésimo elemento del vector de respuesta deseado dj.

4.  Coémputo hacia atrds. Computar los 05 (gradientes locales) de la red definidos como

5§l)(k) = egL)(k:)gog- (vj(l)(k:)) para la neurona j en la capa de salida L
5?(1{) o) (’Uj(l)(k)> > 5,,2“)(16)10,(!;1)(19) para la neurona j en la capa oculta [

donde el apéstrofe en ¢’ denota diferenciacién con respecto al argumento. Ajustar los

pesos sindpticos de la red en la capa [ de acuerdo a la regla delta generalizada:

wl (k+1) = w (k) + 70 (k)y!" ™V (k)

donde 7 es el pardametro de la velocidad de aprendizaje.

5. Iteracion. Iterar los cémputos hacia delante y hacia atrds de los puntos 3 y 4 presen-
tando nuevas épocas de ejemplos de entrenamiento a la red hasta que se consiga el

criterio de paro.
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4.2. Redes de Petri Difusas Adaptativas (RPDA).

Las redes de Petri difusas con habilidad para aprender fueron propuestas en [42], las cuales

son llamadas redes de Petri difusas adaptativas (RPDA), estas se definen a continuacion:

Definicion 4.1 Una red de Petri difusa con pesos adaptativa se define como una tupla
RPDA = (P, T,D,1,0,«,3,Th,W), donde:
Py T son conjuntos no vacios, finitos y disjuntos de lugares y transiciones
D = {dy,ds, ..., d, } Conjunto finito de proposiciones;
I =Funcion de entrada, I : T'— P>, a cada transicion le asocia bolsas de lugares;
O =Funcion de salida, a cada transicion le asocia bolsas de lugares;
a = Funcion de asociacion, o : P — [0,1] Mapea lugares a nimeros reales entre 0y 1;
B = Funcion de asociacion, 3 : P — D, a cada lugar le asocia una proposicion D.
Th:T — [0,1] es una funcion que asigna a cada transicion un valor frontera A;, A; € [0, 1]
W=WUWy. W;:I—10,1 y Wo:0 — [0,1], son conjuntos de pesos de entrada

y pesos de salida (factores de certeza) los cuales asignan pesos a todos los arcos de la red.

Si p; € I(t;), entonces existe un arco dirigido que va del lugar p; a la transicién ¢;. Si
pr € O(t;),entonces existe un arco dirigido que va de la transicion ¢; al lugar py. Si Wo = p;,
donde y; es un nimero difuso triangular, entonces la transicién ¢; se dice que esta asociada
con un numero difuso p,. Si W; = w;, donde w; es un nimero difuso triangular. Entonces
el lugar p; se dice que esta asociado con un nimero difuso w;. Si S(p;) = d; donde d; € D,

entonces el lugar p; se dice que esta asociado con una proposicién d;.

Definicién 4.2 Si una RPDA contiene algunas seriales en algunos lugares, entonces esta
es llamada RPDA marcada, donde una senal en el lugar p; esta representada por un punto
etiquetado o) y el valor de la senal en el lugar p;,p; € P esta denotado por a(p;), donde
a(p;) es un nimero difuso triangular. Si a(p;) = v y B(pi) = d;. entonces el grado de verdad

de la proposicion d; es ;.

Los cuatro tipos de reglas de produccion definidas en Ecs.(3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) pueden

ser representadas por redes de Petri difusas adaptativas como lo muestra la figura 4.3.
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5 Py
P; t, Py @/,
(a) ’ (b)

i2
Pin
P
P2

: -
E wo, ’ Py
Pin ( : ) >
G

Figura 4.3: Modelado de reglas de produccién difusas con redes de Petri difusas adaptativas.

W,
tll
|
tIZ
W|

Dividimos el conjunto de lugares P en tres partes P = P; U Py, U Pp, donde P es un
conjunto de lugares de una RPDA; P ={p € P | *p =0}, si p € P, este lugar es llamado
lugar de entrada; Py, ={p € P| *p#0 y p*#0},sip€ P,y este lugar es llamado lugar

interior; Po = {p* = 0}, si p € Py este lugar es llamado lugar de salida.

4.3. Aprendizaje para RPDA con el Algoritmo Widrow-
Hoft

4.3.1. Aprendizaje para RPDA sin Valores Frontera
A. Aproximacién del disparo.

El proceso de razonamiento de redes de una sola capa es analizado en esta subseccién

mediante las siguientes definiciones:
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Figura 4.4: Red de Petri difusa Adaptativa sin valores frontera de un caso 2.

Sea I(t) = {pn,pr2, -, prn} lugares de entrada y W; = [w1, w2, ..., Wra), [A1, A2y ooy A
sus correspondientes pesos y valores frontera y sea O(t) = {po1, po2, .., Pom } €l conjunto de

lugares de salida.

Definicién 4.3 Cuando una transicion t es habilitada, esta produce un nuevo valor de ver-
dad a(p;)(0).

(aai : awi)

n
chi
i=1

n
=1

Ga(p;) =

a(p)(t) =9 Do) = (4.25)
wai

=1

(Cai : Cwi)

1
n
Zawi
=1

Podemos usar una funcion continua o(p;)(t)(z) para aprozimar a(p;)(t) :

n

Calp;) =

\

op))(t)(x) = 7y Fp(w)s o = a,b.c (4.26)

donde:

n

To = 2 (Pai* Pui)

=1
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donde F(x) es una funcion sigmoide que aproxima la frontera de t.

a#i
_ Zz Cuwi _
FSO('I') 1_*_6,6(1“)790 a
b/h‘
_ Ez bwz
ng( ) 1+ e—B(zp)’ =b
C/—Li
_ Z’L Qayg
F@(x) 1_*_6,6(10)’90 ¢
claramente, si (3 es lo suficientemente grande, e~*(*¢) ~ 0. entonces F(x) = %.

Definicion 4.4 Cuando una transicion es habilitada, entonces es disparada tomando lugar

la transmision de senales de la siguiente manera:

1. Si un lugar poi tiene una sola transicion de entrada t, una senal con valor

[, Cart)> Dy, Dar(t) s Cavgre Car(t)]

es depositada en cada lugar de salida por, k = 1,2,...,m y todas las seniales en p;j,j =

1,2,...,n son removidas.

2. Si un lugar (por) tiene mds de una transicion de entrada y mds de una de estas se
dispara, es decir, existe mas de una ruta activa al mismo tiempo, entonces un nuevo
valor de verdad o(por) es calculado como el centro de gravedad de las transiciones

disparadas:

a<p0k) = (aapom bapow Capoxc)
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o (Py)W

o (p,)W, \ﬂ > oL (Pox)

- :/:\/
a ( pln)WIn

Figura 4.5: Red neuronal de una red de Petri difusa adaptativa.

s donde:

-

~
Il
—

(ai - am’)

aOépOk n

> Cui

=1

Z(bai ’ bm’)
=1
bOépOk - n

me’

=1

n
> (Cai * Cui)
=1
n
> Ay
=1

~

Capor

cuando t; dispara, t; € Poy

B. Aprendizaje

Tomando una regla de produccién difusa del Tipo 2 como una ilustraciéon para mostrar
el procedimiento de aprendizaje de conocimiento usando una RPDA. El Tipo 2 puede ser
trasladado como una estructura de una red neuronal como se muestra en la figura 4.5. Donde

y(k) se define como sigue:

Yo(k) = fo(@) - (k) (4.27)
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donde:

rolk) = WP, (K) = X 0ulh) 0k 1o Fib

G (4.28)

[ constante que ajusta la pendiente de f,(z)
W, (k) vector de pesos W, (k) = [¢y, (k), @u, (k) .-, 0w, (k)"
P,(k) vector de valores de verdad P, = [¢,, (k), ¢a,(k), ... ¢, (K)]T

Por lo tanto, la ley de aprendizaje de Widrow-Hoff puede ser aplicada como:

W(k + 1) = W (k) + 25e(k)P(k), e(k) = t(k) — y(k) (4.29)

donde t(k) es la salida deseada y el vector de pesos W (k) es calculado recursivamente.

4.3.2. Aprendizaje para RPDA con Valores Frontera
A. Aproximacién del disparo.
El proceso de razonamiento es el mismo que utilizamos en el algoritmo backpropagation
desarrollado en las ecuaciones (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36) y (4.37).
B. Aprendizaje

Una vez mds, trasladando una regla de produccion difusa del Tipo 2 a una estructura de
una red neuronal como se muestra en la figura 4.5. Donde y(k) en este caso se define como

sigue:

Yo(k) = fo@)-2(F) (4.30)
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Figura 4.6: Red de Petri difusa con pesos adaptativa con valor frontera \; asociado a la

transicién t; de un Caso 2.

donde:
a/h‘
Ei wi
folk)(z) = —=M—— o —a
1+e B(Iw aTh(t))
n bﬂi
— W () Po(k) = 3 (pui (k) - 0 5: bus
zo(k) = W' (k) Pp(k) izl(‘ﬂaz(k’) Puwi(k)), Folk)(z) = =i D o=b
1+e /D’(ffso bTh(t))
c/h‘
D Qi
k)(x) = . jp=c
) = s
[ constante que ajusta la pendiente de f,(z)
W, (k) vector de pesos W, (k) = [0y, (k), @u, (k) - @, (k)"
P,(k) vector de valores de verdad P, = [¢,, (k), 0o, (k), .., ¢4, (k)"
(4.31)

Por lo tanto, la ley de aprendizaje de Widrow-Hoff puede ser aplicada como en la Ec.

(4.29).
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4.4. Aprendizaje para RPDA con el Algoritmo BP

A. Aproximaciéon del disparo El proceso de razonamiento en una red neuronal multica-
pa es analizado en esta subseccién. A continuacién de introduce el proceso de razonamiento

mediante las siguientes definiciones:

Definicién 4.5 Vt € T, t es habilitada si Vp; € 1(t),a(p;) > 0,i = 1,2,...,n. Donde a(p;)

es un numero difuso triangular.

Definicién 4.6 Sean A y B nimeros difusos triangulares parametrizados por (a1, as,as) y
(b1, ba, b3 ) Tespectivamente, se dice que A > B si y solamente si ay > by, as > by y az > bs.

De otra manera se dice que A y B no son comparables.

Definicién 4.7 Cuando una transicion t es habilitada, esta produce un nuevo valor de ver-
dad a(p;)(t).

( n

Z (Qai * wi)

ba(pj) = i:1n—7 Z(bai “buyi) > bruwy Y

ap;)(t) = D (Caicui) (4.32)
Calpy) = ——— Z(Cai * Cwi) > CTh(t)

Zawi =

i=1

0 2 (Ao - ) < arnit) O
i=1
0 ;Z(bai : bwz) < bTh(t) o

i=1

0 2 (Cai - Cwi) < CTh(t)

L i=1

Podemos usar una funcion continua o(p;)(t)(z) para aprozimar a(p;)(t) :

olp))(t)(x) = 7y Fp(w)s o = a,b.c (4.33)
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[ n4 0.k [ 1

Figura 4.7: Funcion sigmoide.

donde:

n

Tp =Y (Pai* Pui) (4.34)

i=1
donde F(x) es una funcion sigmoide que aprozima la frontera de t.

Ay,

Y Cui
Fa ) = i Cwi
( ) 1 —I— e*ﬂ(mfaTh(t))
b#i

Y by (4.35)

Claramente, si § es lo suficientemente grande, cuando z, > 7y, eV (E=ernm) A 0,

entonces F'(z) ~ /;; , cuando Ty, < Py, o~ t(@—ernw) _, 00, entonces F'(z) ~ 0.
7 w()zp ‘
En la figura 4.7 > ‘Z =0.70, @1y =0.55. Luego para cualquier valor de z, >0.55

F(x) ~0.70 y para cualquier valor de z, <0.55 F'(z) =~ 0.

Definicion 4.8 Cuando una transicion es habilitada, entonces es disparada tomando lugar

la transmision de senales de la siguiente manera:
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1. Si un lugar po, tiene una sola transicion de entrada t, una senal con valor

[aka Qa(t)s wak- ba(t) y Cwoy, C01(75)]

es depositada en cada lugar de salida poy, k = 1,2, ...,m y todas las senales en prj,j =

1,2,...,n son removidas.

2. Si un lugar (por) tiene mds de una transicion de entrada y mds de una de estas se

dispara, es decir, existe mas de una ruta activa al mismo tiempo, entonces un nuevo

valor de verdad o(por) es calculado como el centro de gravedad de las transiciones

disparadas:

donde:

cuando t; dispara, t; € oy

a<p0k) = (aapow bapom Capozc) (4'36)

Qapor

bOépOk:

Capor,

= _ (4.37)

De acuerdo a las definiciones arriba mencionadas, una transicién ¢ es habilitada si todos

los lugares de entrada tienen senales, si el factor de certeza producido por estas es méas grande

que el valor frontera, entonces la transicién ¢ es disparada.
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Capa de Primera N-ésima Capa de
entrada capa capa salida
oculta oculta

Figura 4.8: Red neuronal multicapa con n — 1 capas ocultas y una neurona de salida.

B. Razonamiento hacia adelante (feedforward) Tomando una regla de produccién
difusa del Tipo 2 como una ilustraciéon para mostrar el procedimiento de aprendizaje de
conocimiento usando una RPDA. El Tipo 2 puede ser trasladado como una estructura de

una red neuronal como se muestra en la figura 4.8. donde G se define como sigue:

GO(x) = fo(2)., (4.39)
donde:
CLM
Zi wi
fa(x) = ~ c —
1+e B(% aTh(t))
n b,ui
Lo = WgoTAso = Z(@ai “Puwi)s folz) = 2 bwi
=1 1+ e—ﬂ(%—bm(t))
Cu; (4.39)
Ei wi
fC(ZE) = 4

N 1+€_ﬁ(xsﬂ_cTh(t))
B constante que ajusta la pendiente de f,(z)
W, vector de pesos Wy, = [0y, Punys s Pu, )

A, vector de valores de verdad Ay, = [©n,, Pays - P |
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La funcién continua f(z) puede aproximar un factor lgico si p, b y A son seleccionados
de manera adecuada. Para un lugar p, existen algunas rutas que van desde un conjunto
de lugares fuente a este. Los pesos de estas rutas pueden ser estimados mediante el algorit-
mo backpropagation desarrollado. A lo largo de una ruta de seleccionada €, el proceso de
propagacion hacia adelante es tal que dados los valores de entrada U y los pesos w;, la salida
0,(2) puede ser expresada como:

0,(Q) = G {Wmal-Dwr-Dee=2 . wPaelh) x (Wu,)} (4.40)

%)

donde G¥(k = 1..n) es funcién de activacién de la k-ésima capa, W (k = 1..n) es el

vector de pesos de la k-ésima capa.

C. Backpropagation Si el vector de salida deseado es O, entonces el error es calculado

COIMo:

El algoritmo de aprendizaje es el mismo que el algoritmo de backpropagation de redes

neuronales multicapa, en el cual:

» Los pesos en la capa de salida son actualizados como

W (k+ 1) = W (k) — yiepn Al (4.41)
donde:
Afon) n — ésima capa de entrada

v, >0  Ganancia adaptativa
ngn)(k) Vector de pesos
Coi = €<pi+1Gs0 D ()W) (4.42)

P

Los pesos en las capas ocultas son actualizados como:
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WDk +1) = WEDK) = 7,,G, Ve ALY (4.43)
WOk +1) = WO(k) —7,Gy PeoA@
W;I)(k +1) = ngl)wf) — 711Gy (1)€¢1As(01)

Donde G es la derivada de la funcién no lineal G

aui
A d Y Cwi aﬂmaﬁe_ﬂ(ma_“ﬂz(t))
G(p = d_ —,B(I —a ) - ) 2 +
T 1+e a—GaTh(t) (1 + 676(Ia*aTh(t))) ZZ Co,
a#i
* *B(x —a ) p=a
(1 + e P\TeTITRY) ) S, Cuy
b/%
. d b bu,:rbﬁefﬁ("”b*bTMt))
G, = . _[;(xzv_@bﬂ > — i S i n
1+e ! <1 e (:cb— Th(t))) Zz i (4.44)
b,
+ i o=
() e
C/M
o d| Say ¢, 2. aeero)
G(,D = d_ 1w — i ; +
T |1+ efﬁ(xcfcm(t)) (1 I @fﬁ(mC*CTh(t))> Zl .
Cp,
+ i o

(1 + €*B<$C*CTh(t))) Zl G, )

Luego, el algoritmo de aprendizaje de una RPDA quedaria de la siguiente manera:

Paso 1 Se seleccionan un conjunto de pesos iniciales
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Paso 2 Para conjunto de datos de entrada, encontrar las rutas activas y marcarlas estas

como 2, )y, ...0,.

Paso 3 Siguiendo cada ruta activa, de acuerdo al algoritmo de razonamiento, calcular las

salidas correspondientes.

Paso 4 Calcular el error, seleccionar «, y usar Ecs. (4.43) para ajustar los pesos de cada

ruta.

4.5. Conclusion

En este capitulo introducimos las redes de Petri difusas adaptativas con nimeros difusos
triangulares (RPDA). Las reglas de produccién de una base de reglas son modeladas por RP-
DA. Al igual que otros modelos de redes de Petri difusas, las RPDA pueden ser usadas para
representar conocimiento y razonamiento, pero las RPDA tienen una importante ventaja:
los pesos asociados a los lugares son ajustables. Basados en la regla de disparo, una modifi-
cacion de los algoritmos de aprendizaje de Widrow-Hoff y Backpropagation es desarrollado

para asegurar la convergencia de los pesos.
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Capitulo 5
Ejemplos

En este capitulo se desarrollan tres ejemplos para ilustrar los procesos de razonamiento
difuso con pesos y aprendizaje de pesos utilizando los resultados obtenidos en los capitulos

anteriores

5.1. Aprendizaje con el Algoritmo de Widrow-Hoff

Ejemplo 5.1 FEl siguiente sistema modela el encendido de una bomba centrifuga, esta se
enciende si se cumplen las siguientes condiciones:

1) El tinaco (tanque alto) deberd estar casi vacio;

2) La cisterna (tanque bajo) deberd estar semillena;

3) Debe ezistir suministro eléctrico.

Las dos condiciones iniciales se evalian primero y si estas se cumplen la consecuente se
evalia con la tercera condicion. Si alguna de estas tres condiciones no se cumple entonces

la bomba no se enciende.

Modelando el sistema con reglas de produccién tenemos dy, ds, ds, d4, ds y dg seis proposi-
ciones de un sistema experto I'y, entre las cuales existen las siguientes reglas de produccion

difusas con pesos:
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NN1
= — - - — - - - - I
Tinaco .
| casi i
. vacio . NN 2
. Se puede bombear .
| Agua 1
: Cisterna 1 :
1 semillena

Bombear agua

A, Existe suministro W,

Condiciones necesarias eléctrico

de energia K,
electrica

Figura 5.1: Red de Petri difusa del Ejemplo 5.1

Ry ST di(Tinaco estd casi vacio) Y dp (Cisterna estd semillena) Entonces dy (Se puede
bombear agua) (wy, wa), fi1,A1;

Ry :SI d; (Condiciones necesarias de energia eléctrica) Entonces dy (Existe suministro
eléctrico) fig,Aa;

R3 :SI dy (Se puede bombear agua) Y ds (Condiciones necesarias de energfa eléctrica)
Entonces dg (Bombear agua) (wy, ws), i3,As;

Con las reglas de produccién difusas anteriores podemos representar conocimiento. Us-
ando la definicién de una RPDA nuestra red de Petri del ejemplo quedaria de la siguiente

maneras:

RPDA={P,T,D,I,0,a,3,Th,W} (5.1)

donde P = {p1, p2, p3, Pa; Ps, P, P71, s}, T = {t1,ta, 13}, D = {P1, P, P, Py, Ps, Ps, Pr, Py},
Th={\, X\, A3}, W;={wy, wa, ws, wy, ws, we, wr}, Wo = {y, g, 13} . Esta puede ser

modelada como se muestra en la figura 5.1.
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NN1
- - T =-=-= |
| a(P) |
| o w . NN2
| W, I
, o(R) GL (P
| Iy,
|
a(Ps)
G3
W3
a(R,)
u
a(P,) e

Figura 5.2: Conversiéon de la red de Petri difusa adaptativa de la figura 5.1 en una red

neuronal.

Asumiendo que conocemos los factores de certeza, los valores frontera, pesos iniciales y
valores de verdad de las proposiciones antecedentes, los cuales estdan representados por las

siguientes funciones de membresia

11y = [0.8 0.9 1.0] AL = [0.40 0.47 0.55]
1y =1[0.708 0.9] | A =1[0.50 0.60 0.70]
—[0.85 0.95 1.0] | Ay = [0.40 0.50 0.60]

y
w* =[0.8 0.9 0.95] —[0.3 0.4 0.5] a(py) = [0.45 0.5 0.6]
ws =10.71 0.83 0.95] | wo = [0.12 0.23 0.34] | a(ps) =[0.5 0.6 0.7]
wk =1[0.38 0.49 0.60] | ws = [0.3 0.4 0.5] a(ps) =[0.9 0.95 1.0]
wi =[0.45 0.56 0.77) | wy =[0.8 0.85 0.90]

Aplicando el algoritmo de razonamiento difuso desarrollado en el capitulo anterior el
cual es descrito por las ecuaciones (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36) y (4.37) tenemos

que los valores de verdad de las proposiciones consecuentes son: «(ps) = [0.30 0.49 0.81],
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a(ps) =[0.63 0.76 0.90] y a(ps) = [0.23 0.58 1.4]

Si los pesos deseados son desconocidos, entonces podemos usar el algoritmo propuesto
para aprender los pesos. Las partes adaptativas de la RPDA de la figura 5.1 pueden ser
transformadas como lo muestra la figura 5.2.

Aplicando la ley de aprendizaje de Widrow-Hoff con ¢4y = [0.30 0.49 0.81] y tyu) =
0:23 058 141, 1y (k) =la(pa)), ve(k) =l Py =[a(p1). a(pa)]. Py =[a(pa). alpy)],
8 = 20. Los resultados del aprendizaje son mostrados en la figura 5.3, como se puede ver en

esta figura los pesos convergen a sus valores reales cuando k > 40.

5.2. Aprendizaje con el Algoritmo Backpropagation

Ejemplo 5.2 El sistema experto I'y evalia sdlo dos conjuntos (existen mas causas) de fallos
por las cuales un motor de inyeccion electronica tiene un bajo rendimiento por litro en base

a las siquientes reglas de produccion difusas con pesos:

Sean dy, ds, ds, dy, ds, dg, d7, ds, dg, d1g, d11 v d12 doce proposiciones de un sistema experto
[s.

Ry Sl dy y dy y ds Entonces dg (w1, wa, w3), fiy,A\1;

Ry :SI dy Entonces dg ; fiq,M9;

R3Sl ds y dg y d7 Entonces dyg (ws, we, wr), fi3,A3;

R4 :ST dg y dg Entonces di; (ws, wy), fig,\4;

Rs : ST djg o dj1 Entonces dyg ;5 5,116, M50

donde:

d; = Baja potencia

dy = Funcionamiento brusco

ds = Marcha minima errética

ds = Jaloneo

ds = Filtros de combustible en buen estado

dg¢ = Flujo de inyector alterado
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W1=(0.8,0.9,0.95)

W2=(0.71,0.83,0.95)

1.5 1.5}

. i\

1 ‘_Il{-\lf\‘v; P ™ 1 | J “ "v - —vv\\ —

VT == il -

'\ N 7 1/' . . v .t s -

I . 1.
05t~ o5 "

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
W1=(0.38,0.49,0.60) W2=(0.45,0.56,0.70)
0.7 A 0.9
06 VA\'—"—/V' 0.8 mM _
\ A

05 I\ - A -~ -

VR R (T 0.7-.|[| /o
0.4/ TN 0.6 Al

\,V . } "’-" T
03F \+u " .

S 0.5
0.2 SRR

0.4
0.1
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Figura 5.3: Aprendizaje de pesos
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Filtros de combustible
en buen estado
Baja Inyector tapado
potencia A Flujo de inyector o
alterado dafiado
W,
Funcionamiento s - s »( Puo A
brusco =
Marcha minima
erratica We - .
Valvula reguladora de Bajo renc|1_|tm|ento
presion de gasolina porlitro
en buen estado NN 2
7L2 Presion de combustible Sensor de
I 1y no adecuada Ay temperatura
Jaloneo( P, > dafiado
l [
Sistema de inyeccioén
en buenas condiciones NN1

Figura 5.4: Red de Petri difusa adaptativa del Ejemplo 5.2.

d, = Vélvula reguladora de presién de gasolina en buen estado
dg = Presion de combustible no adecuada

dg = Sistema de inyeccién en buenas condiciones

dio = Inyector tapado o danado

d1; = Sensor de temperatura danado

d12 = Bajo rendimiento por litro

Este ejemplo incluye tres tipos de reglas de produccion, las reglas 1,3 y 4 son reglas de
tipo 2, la regla de produccién 2 es una regla de tipo 1, mientras que la regla de produccién 5
es de tipo 4. A continuacién mostramos el razonamiento difuso y el algoritmo de aprendizaje

de pesos.

Trasladando las reglas de produccién difusas en una RPDA esta quedaria como (ver figura

5.4) sigue:
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Figura 5.5: Conversién de la red de Petri difusa adaptativa de la figura 5.4 en una red

neuronal.

RPDA ={P,T,D,I,0,a,3,Th,W} (5.2)

donde P = {p1, p2, p3, P4, D5, P; P75 D8, Pos Pros D1, Prat, T = {t1,ta, t3,ta, t5, 86}, D =
{P1, Py, P3, Py, Ps, Ps, Pr, Py, Py, Pro, Pr1, Pia}, Th = {1, Aa, A3, A, As, Aep, Wi = {w1, wo,
W3, Wy, Ws, We, Wy, Wef, Wo = {1y, fo, f3, fha, s, fg )

Con siete proposiciones de entrada (p1, p2,p 3, P4, D5, P7,P9) ¥ €inco proposiciones conse-

cuentes, los datos son dados como sigue:

—[0.80 0.90 1.0] | Ay = [0.31 0.45 0.58]
—[0.70 0.80 0.90] | Ao = [0.30 0.40 0.50]
f1; = [0.85 0.95 1.0] | A3 =[0.25 0.35 0.45
1 =[0.90 0.95 1.0 | A= [0.33 0.43 0.53
=10.85 0.95 1.0] | A5 =[0.20 0.30 0.40

[ Ae = |

J
]
]
0.80 0.90 1.0] 0.21 0.33 0.45]
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El modelo de RPDA mostrado en la figura 5.4 puede ser convertido en una red neuronal
como lo muestra la figura 5.5. Simplificando la red neuronal en dos subredes NN1 y NN2,
como lo muestran los recuadros punteados de la figura 5.5. En donde, la subred neuronal
NNT1 es una red de una sola capa y la subred NN2 es una red multicapa.

Para este ejemplo entrenaremos las dos redes independientemente

Para la Ruta Activa NN1
Para G4 usamos las sigmoides

0.70

_ Y Cui

- 1 + 7,3(3370,3)
0.80

_ Zz bwi

=17 o—fa—od)
0.90

_ E’L Aoy

T 14 e B@=05)

F4a($)

F4b(ZL’)

F4C(IL‘)

para aproximar los valores frontera, con 3 = 20.

Para la transicion 4, la funcién argumento G(z) es:

xr = Oé(Pg)U)7 + Oé(Pg)U)&

Usando el algoritmo de razonamiento difuso, un conjunto de datos de salida (valores de
verdad de proposiciones consecuentes) puede ser calculado por medio de los datos de entrada
(valores de verdad de proposiciones antecedentes).

Si los pesos son desconocidos, las redes neuronales pueden ser usadas para estimar los

pesos. Asumiendo que los pesos ideales son niimeros triangulares difusos definidos como:

wh = [0.47 0.57 0.67), wi =[0.29 0.39 0.49).

Si las entradas a(Py) y «(FPp) son dados aleatoriamente, podemos obtener una salida

a(Py1) por medio de las reglas de produccion del sistema experto I's. Dadas condiciones
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W2=(0.29,0.39,0.49)
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Figura 5.6: Resultados de aprendizaje del Ejemplo 5.2
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Figura 5.7: Numeros difusos antes y después del aprendizaje de pesos de W1.
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iniciales para w; = [0.7 0.8 0.9] y wg =[0.5 0.6 0.7] evaluadas con las mismas entradas a
la red neuronal, el error entre la salida de la red neuronal (o/(Py1)) y la salida del sistema
experto 'y (a(Py1)) puede ser usado para modificar los pesos usando la siguiente ley de

aprendizaje:

Wo(k+1) = Wy(k)+ Goey(k)As(P(k)) (5.3)

(k) =a(Pu)(k) — o/ (Pu)(k)
donde 0 es el instante de aprendizaje, W, (k) = [, (), 0. (k)], Ao(P(k)) = [op,(K), ¢p, (k)].
Después del proceso de entrenamiento (k > 60) los pesos convergen a los valores reales. La

figura 5.6 muestra los resultados de la simulacién, Mientras que la figura 5.7 muestra el peso
W1 cuando k£ = 0 y cuando k = 150.

Para la Ruta Activa NN2

Para G2 usamos las sigmoides

0.8 0.85
Ei Cwi _ Ez Cuwi
Ru@) = e Pl = e
0.90 0.95
Yob 2 by
Fy(r) = ——= Fyp(z) = T
1 —B(z—0.45) 1 —B(x—0.35)
+e 1.0 te 1.0
Z’i Ay — —E’ Qi
Fi(z) = T o A0 Fo(x) = 11 o—Ba—045)

para aproximar los valores frontera, con g = 20.

Para la transicién t, la funcién argumento G4 (z) es:

x = a(P)w; + a(P)wy + a(Ps)ws

mientras que para la transicion ¢3, la funcién argumento Go(z) es:

x = a(Ps)wy + o Fs)ws + a Pr)wg
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Usando el algoritmo de razonamiento difuso, un conjunto de datos de salida (valores de
verdad de proposiciones consecuentes) puede ser calculado por medio de los datos de entrada
(valores de verdad de proposiciones antecedentes).

Si los pesos son desconocidos, las redes neuronales pueden ser usadas para estimar los

pesos. Asumiendo que los pesos ideales son nimeros triangulares difusos definidos como:

w* =1[0.30 0.50 0.70]
wi = [0.35 0.45 0.55]
wt = [0.55 0.65 0.75]
wi = 1[0.60 0.70 0.80]
wt = [0.60 0.80 0.95]
wg = [0.20 0.40 0.60).

Si las entradas a(Py), a(Pz), a(Ps), a(Ps),a(Ps) y «(Pr) son dados aleatoriamente,
podemos obtener una salida «(Pyg) por medio de las reglas de produccion del sistema experto

I's. Dadas condiciones iniciales para los pesos

wy = |0.70 0.80 0.90

[ ]
wy = [0.10 0.20 0.30]
ws = [0.40 0.50 0.60]
ws = [0.60 0.70 0.80]
ws = [0.50 0.60 0.75]
we = [0.20 0.25 0.35].

Si estos pesos se evaliian con las mismas entradas a la red neuronal, el error entre la salida
de la red neuronal (o/(Pyg)) y la salida del sistema experto I's (a(Pyg)) puede ser usado para

modificar los pesos usando la siguiente ley de aprendizaje:

Wok+1) = W,(k)+ Goe (k)AL (P(K)) (5.4)
eo(k) = a(Po)(k) — o' (Pro)(k)
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Figura 5.8: Aprendizaje de pesos para red multicapa.
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donde 0 es el instante de aprendizaje, W, (k) = [, (k), 0. (k)], Ap(P(k)) = [op,(k), ¢p, (k)]
Después del proceso de entrenamiento (k > 2000) los pesos convergen a los valores reales.

La figura 5.8 muestra los resultados de la simulacién.

Ejemplo 5.3 Consideremos el ejemplo para determinar el precio de venta de un auto de
sequnda mano, donde son esquematizados cuatro pasos de razonamiento (ver figura 5.9) que

envuelven los siguientes 12 atributos:

= Cuarto paso:
Distancia recorrida por el auto (KM)
Afio del auto (MA)
Sexo del conductor (SC)
Edad del conductor (EC)
Tipo de auto (TA)
Poder del motor (PM)

» Tercer paso:
Grado de uso del auto (UA)
Mantenimiento del auto (MNA)

Forma de manejo (FM)

= Segundo paso:
Estado del auto (EA)

Precio de un auto nuevo (VAN)

= Primer paso:

Precio del auto de segunda mano. (VAU)
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VAU

RhEL]
:

Figura 5.9: Esquema de cuatro pasos de razonamiento.

Entre los atributos anteriores existen las siguientes reglas de produccion difusas, mediante
las cuales se modela la red de Petri difusa de las figuras 5.10 y 5.11.

Ri:IF KM= Grande y MA= Reciente THEN UA= Alto

Ry:IF KM= Grande y MA= Viejo THEN UA= Alto

R3:IF KM= Medio y MA= Reciente THEN UA= Medio a Alto

R4:IF KM= Medio y MA= Viejo THEN UA= Poco

R5:IF KM= Pequeno y MA= Reciente THEN UA= Poco

Rg:IF KM= Pequeno y MA= Viejo THEN UA= Poco

R7:IF SC= Hombre y EC= Joven THEN MC= Malo

Rg:IF SC= Hombre y EC=Edad media THEN MC= Bueno

Ry:IF SC= Hombre y EC=Viejo THEN MC= Regular a Bueno

Rio:IF SC= Mujer THEN FM= Peligrosa

Ri1:IF TA= Compacto y PM= Alto THEN VAN= Medio a Caro

Ri2:IF TA= Compacto y PM= Bajo THEN VAN= Barato

Ri3:IF TA= Pickup y PM= Alto THEN VAN= Medio a Caro

Ri4:IF TA= Pickup y PM= Bajo THEN VAN= Barato

Ri5:IF TA= Auto Urbano y PM= Alto THEN VAN= Medio a Caro
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Ri¢:IF TA= Auto Urbano y PM= Bajo THEN VAN= Barato

Ri7:IF TA= Deportivo y PM= Alto THEN VAN= Caro

Rjs:IF TA= Deportivo y PM= Bajo THEN VAN= Medio a Caro

Rig:IF TA= De Lujo THEN VAN= Caro

Ryo:IF TA= Camioneta y PM= Alto THEN VAN= Caro

Ry :IF TA= Camioneta y PM= Bajo THEN VAN= Precio Medio a Caro
Roo:IF UA= Alto y FM= Peligrosa THEN EA= Malo

Ros:IF UA= Alto y MNA= Malo THEN EA= Malo

Ros:IF UA= Alto y MNA= Regular a Bueno THEN EA= Regular
Ros:IF UA= Alto y MNA= Bueno THEN EA= Regular

Rog:IF UA= Medio a Alto y FM= Peligrosa THEN EA= Malo

Ry7:IF UA= Medio a Alto y MNA= Malo THEN EA= Malo

Ros:IF UA= Medio a Alto y MNA= Regular a Bueno THEN EA= Regular
Rog:IF UA= Medio a Alto y MNA= Bueno THEN EA= Regular

R30:IF UA= Poco y FM= Peligrosa THEN EA= Regular

R31:IF UA= Poco y MNA= Malo THEN EA= Regular

R3o:IF UA= Poco y MNA= Regular a Bueno THEN EA= Bueno

R33:IF UA= Poco y MNA= Bueno THEN EA= Bueno

R34:IF EA= Malo y VAN= Barato THEN VAU= Barato

R35:IF EA= Malo y VAN= Medio a Caro THEN VAU= Barato

R3¢:IF EA= Malo y VAN= Caro THEN VAU= Precio Medio

R37:IF EA= Regular y VAN= Barato THEN VAU= Barato

R3s:IF EA= Regular y VAN= Medio a Caro THEN VAU= Precio Medio
R3g:IF EA= Regular y VAN= Caro THEN VAU= Medio a Caro

R4o:IF EA= Bueno y VAN= Barato THEN VAU= Barato

R41:IF EA= Bueno y VAN= Medio a Caro THEN VAU= Precio Medio
Ryo:IF EA= Bueno y VAN= Caro THEN VAU= Medio a Caro

De la red de Petri de la figura 5.10 tenemos las proposiciones asociadas a los lugares las

cuales se muestran en la 5.1.
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KM=Grande  paciente MA= Viejo KM= Medio KM= Requefio

ty
EC=Joven SC=Hombre EC=Edad Media EC= \iejo = Mujer
p9 p10 pll O plz p13 O
t, & -1 tyo
A B
MNA= Malo MNA= Bueno MNA= Regular AM= Religrosa
P a Bueno
" pls p1s p17

Figura 5.10: Red de Petri difusa (parte (a)) del Ejemplo 5.3
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Figura 5.11: Red de Petri difusa (parte (b)) del Ejemplo 5.3
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Cuadro 5.1: Proposiciones asociadas a los lugares

Lugar p; Proposicién [(p;) Lugar p; Proposicién 3(p;)
P1 KM=Grande D18 EA=Malo
Do MA=Reciente D19 EA=Regular
D3 MA=Viejo D20 EA=Bueno
P4 KM=Medio P21 TA=Compacto
s KM=Pequeno Dao TA=Pickup
Dé UA=Alto P23 PM=Alto
D7 UA=Medio a Alto D24 TA=Auto Urbano
Ps UA=Poco Pas TA=Deportivo
Do EC=Joven D26 PM=Bajo
P10 SC=Hombre Doz TA=De Lujo
P11 EC=Edad Media Dog TA=Camioneta
D12 EC=Viejo Dag VAN=Medio a Caro
D13 SC=Mujer P30 VAN=Barato
D14 MNA=Malo P31 VAN=Caro
D15 MNA=Bueno D32 VAU=Barato
P16 MNA=Regular a Bueno P33 VAU=Precio Medio
P17 FM=Peligrosa P34 VAU=Precio Medio a Caro
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Convirtiendo cada valor lingiiistico de la tabla a su correspondiente nimero difuso trian-

gular tenemos:

Variable | Valor Lingiiistico | Valor Numérico
Grande (0.1 0.2 0.3]
KM Medio [0.5 0.6 0.7]
Pequeno [0.8 0.9 1.0]
MA Reciente [0.8 0.9 1.0]
Viejo (0.2 0.3 0.4]
“ Hombre 0.8 0.9 1.0]
Mujer 0.5 0.6 0.7]
Joven 0.5 0.6 0.7]
EC Edad Media 0.9 0.95 1.0]
Viejo 0.7 0.8 0.9]
Compacto [0.7 0.8 0.9]
Pickup 0.7 0.8 0.9]
- Auto-Urbano | [0.7 0.8 0.9]
Deportivo [0.8 0.9 1.0]
Camioneta (0.8 0.9 1.0]
De Lujo [0.9 0.95 1.0]
PM Bajo [0.5 0.6 0.7]
Alto 0.8 0.9 1.0]

De la tabla se observa que algunos valores lingiifsticos como “grande” de la variable “KM”
poseen un valor numérico méds pequeno en comparacion con el valor lingiifstico “pequeno”
de la misma variable. Ya que, para obtener el valor del auto usado (VAU) tenemos ajustar
los valores numéricos de acuerdo a las caracteristicas “deseables”, en este caso, el que un
auto tenga un gran kilometraje recorrido es una caracteristica “no deseable” por ello, el valor
numérico asociado a esta.

Suponiendo que tenemos nueve autos usados con las caracteristicas mostradas en la Tabla



130

Cuadro 5.2: Valores lingiifsticos de la proposiciones antecedentes

Auto KM MA SC EC TA PM
1 Grande | Reciente | Hombre Joven De Lujo Alto
2 Medio Viejo | Hombre | Edad Media Pickup Alto
3 Pequeno | Reciente | Mujer Camioneta | Alto
4 Grande | Viejo Mujer Compacto | Bajo
) Medio | Reciente | Hombre | Edad Media Deportivo Alto
6 Pequeno | Viejo | Hombre Viejo Auto Urbano | Alto
7 Pequeno | Reciente | Hombre | Edad Media | Camioneta | Alto
8 Grande | Viejo | Hombre Joven Pickup Bajo
9 Grande | Reciente | Mujer Auto Urbano | Bajo

Cuadro 5.3: Valores Numéricos de la proposiciones antecedentes

Auto KM MA SC EC TA PM
1 |[1.23][8.91|[8.91 |[5.6.7][9.951]]| [8.91]
2 |[56.7][2.3.4|[8.91][9.951]]|[7.8.9|[8.91]
3 | [8.91 | [8.91][5.6.7 [(8.91] | [8.91]
4 |[1.23|[2.3.4]]|[5.6.7 [7.8.9] | [5.6.7]
5 |[5.6.7|[8.91 | [8.91] |[9.951]| [8.91] | [8.91]
6 |[8.91|[2.3.4|[8.91|[7.8.9]|[7.8.9|[8.91]
7 | [8.91)|[8.91|[8.91]|[9.951]| [8.91] | [8.91]
8 |[1.2.3|[2.3.4|[8.91|[5.6.7]|[7.8.9 |[5.6.7
9 [[12.3]|[8.91] |[5.6.7 [7.8.9] | [5.6.7]
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(©)

Figura 5.12: Trayectorias recorridas en la red de Petri
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Cuadro 5.4: Valores lingiiisticos de la proposiciones consecuentes

Auto UA MNA FM EA VAN VAU
1 Alto Malo Malo Caro Medio
2 Poco Bueno Bueno | Medio a Caro Medio
3 Poco Peligrosa | Regular Caro Medio a Caro
4 Alto Peligrosa | Malo Barato Barato
5 Medio a Alto Bueno Regular Caro Medio a Caro
6 Poco Regular a Bueno Bueno | Medio a Caro Medio
7 Poco Bueno Bueno Caro Medio a Caro
8 Alto Malo Malo Barato Barato
9 Alto Peligrosa | Malo Barato Barato

5.4. Evaluando el valor de verdad de la proposicién final para cada uno de ellos, tenemos
que la trayectoria recorrida en la red de Petri de la figura 5.10 es mds simple (ver figura
5.12). Especificamente para el ejemplo 1 la trayectoria recorrida en la red de Petri original
es como el inciso (b), para ejemplos 3,4 y 9 la trayectoria recorrida es como en el inciso (c)
y para ejemplos 2,5,6,7 y 8 la trayectoria recorrida es similar al inciso (a). Los valores de
verdad de las proposiciones consecuentes y sus respectivos valores lingiifsticos son mostrados
en la Tabla 5.4 y Tabla 5.5 respectivamente.

Las tres trayectorias o caminos mostrados en la figura 5.12 pueden ser trasladadas redes
neuronales multicapa como se muestra en la figura 5.13. Entrenando cada una de las redes

tenemos:

Para la Ruta Activa T1

Para G5 usamos las sigmoides:
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Cuadro 5.5: Valores Numéricos de la proposiciones consecuentes
Auto UA MNA FM EA VAN VAU
1 | [24 .45 .78] | [.41 .68 1.08] (25112 | [72.851] |[.33.631.32]
2 | [23.42.72] | [.53 .83 1.26] [23 57 1.32] | [A47 .76 1.2] | [.24 .6 1.49]
3 | [49 .81 1.28] [4.54.7] | [27.61.29] | [.5.811.26] | [.27 .64 1.52]
4 | [.088 .21 .44] [4.54.7) | [15.34.75] | [.38 .63 1.02] | [.19 .45 1.06]
5 | [.39.65 1.07] | [.53 .83 1.26] [28 .67 1.54] | [.5 .81 1.26] | [.27 .67 1.66]
6 | [33.57.94] | [47 .76 1.2] (24 .60 1.42] | [47 .76 1.2] | [.25 .62 1.55]
7 | [49 .81 1.28] | [.53 .81 1.26] [5.831.26] | [.31.73 1.68] | [.28 .69 1.73]
8 | [.088 .21 .44] | [41 .68 1.08] [15 .41 1.02] | [.38 .63 1.02] | [.19 .48 1.21]
9 | [24 .45 .78] [4.54.7) | [19 .45 .97] | [.38 .63 1.02] | [.2 .49 1.18]
0.8 0.90 1.0
2 Cuwi . _ 2 buwi . _ 2 Qi .
Fa() = 1 + ¢—B—031) Fu(z) = 1 + ¢—B(2—0.45) Fe(z) = 1 + e-B@—058)
0.85 0.95 1.0
_ 2 Cuwi . _ 2 buwi . _ 2 Qi .
Foq() = 1 + ¢—B(—0.25) Fy(z) = 1 + ¢—B(2—0.35) Fao(x) = 1 + e-B@—0.45)
0.8 0.90 1.0
2 Cuwi . _ 2 buwi . _ 2 Qi .
Fya() = 1 + e-B@—031)’ Fy(x) = 1 + e-B@—0.45) Fyo(x) = 1 + e-B@—058)’
0.8 0.90 1.0
2 Cuwi . _ 2 buwi . _ 2 Qi .
Fia() = 1+ e—B—031)’ Fa(x) = 1+ e—B—0.45) 1c(x) = 1 + ¢—B(z—058)
0.85 0.95 1.0
2 Cuwi 2 buwi 2 Qi

Foal®) = oo I90(0) = T e 560 = Ty

Con las cuales aproximamos los valores frontera, usando § = 15 y n =0.5.
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Para las transiciones ¢4, t5, ...,

t5 la funcién argumento G;(x);

Ty = o(P)w; + a(P)ws
re = a(Ps)ws + a(Py)wy
ry = oPs)ws + aFPs)ws
ry = a(Pr)w; + a(Ps)ws
rs = a(Py)wy + a(Pro)wig

1=1,.,5. es:

Ejemplos

Asumiendo que los pesos ideales son niimeros triangulares difusos definidos como:

Si las entradas a(P),

wt =[0.50 0.60 0.70]

wi = [0.60 0.70 0.80]

wi =045 0.55 0.65]

wi = [0.70 0.80 0.90]

wt =1[0.85 0.90 0.95]
a(Py), ...,

wg = [0.70 0.80 0.90]
w =045 0.55 0.65]
wt = [0.55 0.65 0.75]
wg = [0.65 0.75 0.85)
wt, = [0.60 0.70 0.80].

a(Pyo) son dadas aleatoriamente, podemos obtener una

salida a/(Py;) por medio del algoritmo de razonamiento difuso. Dadas condiciones iniciales

para los pesos

w; = [0.70 0.80 0.90
wy = [0.10 0.20 0.30
wz = [0.40 0.50 0.60
wy = [0.60 0.70 0.80
ws = [0.05 0.10 0.15

we = [0.20 0.30 0.40]
w; = [0.80 0.90 1.0]
ws = [0.90 0.95 1.0]
=[1.0 1.0 1.0]

wip = [1.0 1.0 1.0].

Calculando el error entre la salida de la red neuronal a(p;;) y la salida del sistema

experto I's(a(p11)) podemos modificar los pesos para la capa de salida usando la siguiente

ley de aprendizaje:
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a(R,)

a(R)

a(PA)

a(R)

a(R,)

Figura 5.13: Redes neuronales multicapa
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W1, W2,W3,.W4 W5 W6, W7, W8.W9.W10

15 15

1’&\
\.,.‘ A - o= =
0.5 T
r I
)

0 0
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Figura 5.14: Resultados del aprendizaje del Ejemplo 5.3 (Ruta activa T1).

Wolk+1) = W,(k) + Goen(k)Ay(P(K))
eo(k) : = alPu)(k) —a'(Pu)(k)

donde ¢ es el instante de aprendizaje, W, (k) = [©,, (k), 0, (k)], As(P(k)) = [op,(k), op,, (F)].
Después del proceso de entrenamiento (k > 1300) los pesos convergen a los valores reales.
La figura 5.14 muestra los resultados de la simulacién para el pardmetro b de cada uno de

los pesos.

Para la Ruta Activa T2

Para GG'4 usamos las sigmoides:
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0.8 0.90 1.0
2 Cui . _ i buwi . _ Y Qg .
Fa(r) = 1+ ¢ Bla—031) Frp(z) = 1+ ¢ Bl—045) Fe(z) = 1+ ¢ Ala—058)
0.85 0.95 1.0
2 Cui . _ i buwi . _ Y Qg .
Foal@) = T tamy Pol®) = T e omm P2 0) = T Seamy
0.8 0.90 1.0
2 Cui . _ i buwi . _ Y Qg .
Fya(1) = 1+ ¢ Bla—031)’ Fap(x) = 1+ ¢ Bl—045)’ Fae(x) = 1+ ¢ Al—058)
0.85 0.95 1.0
2 Cui . _ i buwi . _ Y Qo
Fra(1) = 1 + —B=0.25) 5 (1) = 1 + ¢—B(-0.35) Fre(x) = 1 + e—B(z—0.45)
Con las cuales aproximamos los valores frontera, usando § = 15.
Para las transiciones 1, ts, ..., t5 la funcién argumento G;(x);i = 1,..,5. es:
r = a(Pl)wl + Oé(Pg)’wg
To = (I(P;;)wg + oz(P4)w4
Trs = OJ(P5)U)5 + OJ(PG)U)G
Ty = Oé(Pg)’wg + Oé(Plo)ww
Asumiendo que los pesos ideales son niimeros triangulares difusos definidos como:
wi =10.50 0.60 0.70] wi =1[0.85 0.90 0.95]
wi =10.60 0.70 0.80] wi =1[0.70 0.80 0.90]
wh =1[0.45 0.55 0.65] wj =[0.65 0.75 0.85]
w; =10.70 0.80 0.90] wi, =[0.60 0.70 0.80]
Si las entradas a(Py), a(Ps), ..., a(Fs), a(Fy), a(Pyo) son dadas aleatoriamente, podemos

obtener una salida «(Py;) por medio del algoritmo de razonamiento difuso. Dadas condiciones

iniciales para los pesos
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bwW1,bW2,bW3,bW4 bw5,bW6,bW9,bW10
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Figura 5.15: Resultados del aprendizaje del Ejemplo 5.3 (Ruta activa T2).

wy = [0.70 0.80 0.90] w5 =[0.05 0.10 0.15]
wy = [0.10 0.20 0.30] wg = [0.20 0.30 0.40]
ws = [0.40 0.50 0.60] we =[1.0 1.0 1.0]
ws = [0.60 0.70 0.80] wip=[1.0 1.0 1.0]

Si calculamos el error entre la salida de la red neuronal «(p;;) y la salida del sistema
experto I's(a(p11)) podemos modificar los pesos usando la siguiente ley de aprendizaje para

la capa de salida:

Wk +1) = Wy(k) + Goe,(k)Aa(P(F))
ep(k) = a(Pu)(k) =o' (Pu)(k)

donde ¢ es el instante de aprendizaje, W, (k) = [©,, (k), 0, (k)], Ao(P(k)) = [op,(k), op,, (F)].
Después del proceso de entrenamiento (k > 1000) los pesos convergen a los valores reales.
La figura 5.15 muestra los resultados de la simulacién para el pardmetro b de cada uno de

los pesos.
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Para la Ruta Activa T3

Para G"4 usamos las sigmoides:

0.8

i Cwi
14+ e B(z—0.31)"

Fla( )

0.85

Y Cuyi
14+ e B(z—0.25)"

F2a( )

0.8

Y Cuyi
14+e B(z—0.31)"

Py (z) =

0.85

Y Cui
14+ e B(z—0.25)"

Fso(z) =

Para aproximar los valores frontera, usando 3 = 10.

Para las transiciones 1, o, ...,

4
T3
T2

7]

t4 la funcién argumento G;(z);
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0.90 1.0

s Fup(z) = % Fre() :%;
0.95 1.0

s Fop (1) = % Foo() = %;
0.90 1.0

; Fap() = % Fy(z) = %
0.95 1.0

Falr) = [ty Pelo) = e

1=1,..,4. es:

Asumiendo que los pesos ideales son niimeros triangulares difusos definidos como:

wt =[0.50 0.60 0.70] wi=[0.45 0.55 0.65]

ws = [0.60 0.70 0.80] wf =1[0.60 0.65 0.70]

wi = 0.85 0.90 0.95] wy=1[0.65 0.75 0.85]
= [0.70 0.80 0.90] w}, =[0.60 0.70 0.80].
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Figura 5.16: Resultados del aprendizaje del Ejemplo 5.3 (Ruta activa T3).

Si las entradas a(Py), a(Py), a(Ps), ..., a(Pip) son dadas aleatoriamente, podemos obtener
una salida a(Py;) por medio del algoritmo de razonamiento difuso. Dadas condiciones iniciales

para los pesos

wy; = [0.70 0.80 0.90] w; =1[0.80 0.90 1.0]
wy = [0.10 0.20 0.30] ws =1[0.90 0.95 1.0]
ws = [0.05 0.10 0.15] wg =[1.0 1.0 1.0]
we = [0.20 0.30 0.40] wyo=[1.0 1.0 1.0].
Si calculamos el error entre las salidas de la red neuronal a(p;;) y la salida del sistema
experto I's(a(p11)) podemos modificar los pesos usando la siguiente ley de aprendizaje para

la capa de salida:

Walk+1) = W,k) + Goe,(k)A,(P(k))
eo(k) = a(Pu)(k) — o (Pu) (k)

donde 0 es el instante de aprendizaje, W, (k) = [0y, (), o, (K)], Ap(P(k)) = [¢p,(k), pp,, (k)]

Después del proceso de entrenamiento (k > 1100) los pesos convergen a los valores reales.
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La figura 5.15 muestra los resultados de la simulacién para el pardmetro b de cada uno de

los pesos.

5.3. Conclusiones

Se desarrollaron tres ejemplos, el primer ejemplo se mostré el aprendizaje de pesos me-
diante el algoritmo de Widrow-Hoff los dos ejemplos restantes utilizando el algoritmo Back-
propagation modificado se mostré que los pesos asociados a las proposiciones convergen a

sus valores iniciales.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Contribucion de la Tesis

En el Capitulo 3 se presentaron diferentes algoritmos para representacién de conocimiento

y razonamiento mediante redes de Petri difusas, los cuales se describen a continuacion:

1. El primero es un algoritmo de razonamiento difuso hacia atrés, el cual fue originalmente
propuesto en [5] sin embargo, las técnicas de evaluacién empleadas por Chen pueden
llegar a dar resultados inconclusos, ya que el grado de verdad de las proposiciones
consecuentes es evaluado multiplicando el grado de verdad méx min de las proposiciones
antecedentes (iniciales) por el factor de certeza de la regla. El producto puede llegar a
ser muy pequeno cuando existen varios niveles de razonamiento. Por lo cual, cuando
se compara un valor de verdad consecuente con su valor frontera, el valor de verdad
puede llegar a ser mds pequeno que el valor frontera y entonces provocar un resultado
inconcluso. Ademsds, en la RPD propuesta por Chen las reglas de produccién no tienen
asociados pesos a sus proposiciones y los valores de verdad, factores de certeza y valores

frontera son valores reales en [0,1] y no niumeros difusos.

Mediante el algoritmo propuesto el valor de verdad de cualquier lugar objetivo puede ser

evaluado, elaborando un drbol de nodos con los lugares alcanzables e inmediatamente
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alcanzables hacia atrds partiendo del lugar objetivo hasta llegar a un conjunto de
lugares iniciales. Una vez construido el drbol de nodos se pide al usuario introduzca
los valores de verdad de los lugares iniciales y con ellos se calcula el valor de verdad
del lugar objetivo, a diferencia del algoritmo propuesto en [5], los valores de verdad,
factores de certeza y valores frontera son nimeros difusos triangulares. Aunado a esto,

se asocian pesos a las proposiciones los cuales también son nimeros difusos triangulares.

El segundo algoritmo propuesto es una modificacién de [6], el cual, fue inicialmente
propuesto por el mismo autor en [7], en este algoritmo el valor de verdad de un lugar
objetivo puede ser evaluado a partir de un lugar inicial, siempre y cuando el lugar
objetivo sea alcanzable a partir del lugar inicial. La diferencia entre este algoritmo y
el propuesto radica en las reglas de produccién difusas, especificamente para los Tipos
2 y 4. Chen calcula el valor de verdad para estos casos como el méximo de todas
las transiciones disparadas. En este algoritmo propuesto se calcula el valor de verdad

mediante el centro de gravedad de las transiciones disparadas.

Por ultimo el tercer algoritmo presentado en esta seccién es una extension del pre-
sentado en [42] con la diferencia de que los valores de verdad, factores de certeza,
pesos y valores frontera son valores reales en [0,1] y no numeros difusos. El algoritmo

presentado trabaja con nimeros difusos triangulares.

En el Capitulo 4 analizamos el aprendizaje con redes de Petri difusas con pesos adaptati-

vas (RPDA), estas fueron originalmente definidas en [42]. Sin embargo, los valores de verdad

y pesos asociados a los lugares, asi como los factores de certeza y valores frontera asociados

a las transiciones son restringidos a valores reales en [0,1]. En el algoritmo que proponemos,

utilizamos nimeros difusos triangulares y nos basamos en las definiciones bésicas de con-

juntos difusos y operaciones con numeros difusos triangulares definidas en [20],[43] y [16]

para realizar el proceso de razonamiento. El proceso de aprendizaje de pesos de la red de

Petri difusa propuesta se desarrolla mediante dos algoritmos de aprendizaje. El algoritmo de

aprendizaje de Widrow-Hoff para redes de una sola capa y el algoritmo de retropropagacion

(backpropagation) para redes multicapa.
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6.2. Trabajo Futuro

Como perspectivas de trabajo consideramos los siguientes puntos:

= Por medio de los ejemplos presentados se observo que el algoritmo backpropagation
es muy efectivo. Ya que, después del proceso de entrenamiento, los pesos del sistema
experto convergen a sus valores reales. Sin embargo, cuando la complejidad de la red
de Petri aumenta, el niimero de iteraciones para entrenar nuestra red se incrementa
y el tiempo de aprendizaje se eleva exponencialmente. Con el propésito de disminuir
el tiempo de aprendizaje se puede proponer un algoritmo de aprendizaje en el cual el
pardmetro de aprendizaje no sea fijo, sino que cambie dependiendo de la complejidad

de la ruta en la red de Petri o de la iteraciéon que se este evaluando.

= Otra alternativa interesante de investigacion es considerar el proceso de razonamiento

y aprendizaje con funciones gausianas en lugar de nimeros difusos triangulares.

= Todo este panorama muestra una apertura interesante hacia el posterior trabajo de

prediccion del comportamiento de sistemas expertos usando RPDA.
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