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Resumen

Modelado de sistemas dinamicos usando redes
neuronales recurrentes profundas

Jesus Gonzdlez Godoy
2019

Un sistema dindmico, se entiende como un conjunto de objetos relacionados gobernados
por reglas o normas que regulan un comportamiento caracteristico de esa entidad, el
cual evoluciona con el tiempo. Para el andlisis de un sistema se requiere un modelo,
que es una abstracciéon del mismo. La forma mads precisa de describir un sistema es con
un modelo matemético, sin embargo, en muchas ocasiones es en extremo complicado
obtener las ecuaciones a partir de los elementos del sistema o simplemente se desconocen.
Para esto se han desarrollado miiltiples herramientas denominadas herramientas de caja
negra, las cuales intentan generar el modelo a partir inicamente de observaciones del
comportamiento del sistema y los elementos relacionados con él, es decir, sus entradas
y salidas. Una de estas herramientas de caja negra que resultan muy eficientes son las
redes neuronales ya que tienen la capacidad de aprender a partir de las observaciones el
comportamiento del sistema. Si bien existen muchos avances en cuanto al modelado de
sistemas, existen ain grandes retos que afrontar en este rubro. Uno de ellos es el uso
de modelos en entornos de simulacién, donde se debe predecir la salida del modelo sin
una retroalimentacién real. Cuando existe una retroalimentacién de la salida, realizar la
prediccién del modelo resulta més sencillo, sin embargo, esto se complica cuando se trata
de predecir més alld de un paso en el tiempo con la informacién ya conocida, o si se tratan
de predecir miltiples pasos adelante ya que serfa como predecir con las predicciones.
Un caso excepcionalmente complicado es el modelado de sistemas que parecen tener
un comportamiento aleatorio y solo pueden exhibir un patrén tras un periodo largo
de observacién. En los dltimos anos la teorfa de las redes neuronales dio un gran salto
hacia adelante con la aparicién del aprendizaje profundo con el cual se logran resolver
tareas antes impensables, como es el etiquetado de imdgenes, la descripcién de imégenes,
traduccién, etc. En el presente trabajo se proponen arquitecturas neuronales profundas
para el modelado de sistemas dindmicos usando redes neuronales recurrentes, en particular
las celdas LSTM y GRU que son especialmente titiles cuando se tratan secuencias largas
de informacién. Los resultados obtenidos con estas arquitecturas son muy favorables
y abordan los problemas actuales antes descritos del modelado de sistemas con gran
eficiencia, abriendo las puertas a la solucién de problemas antes impensables.



1I



Abstract

Dynamic systems modeling using deep recurrent
neural networks

Jesus Gonzdlez Godoy
2019

A dynamic system can be understood as a set of related objects governed by rules or norms
that regulate its characteristic behavior which evolves with the time. This applies not only
to physical objects, a system can exist in economics, social sciences, etc., In general any
abstraction whose behavior is dictated by norms or rules is a system. For the analysis of
a system, it is necessary a model that is an abstraction of the system; The most accurate
way to describe a system is with a mathematical model, however, in many cases it is
extremely complicated to obtain the equations from the elements of the system or they
are simply unknown. For this, multiple tools called black box tools have been developed,
they try to generate the model based only on observations of the system behavior and the
related elements, they are the inputs and outputs. One of these black box tools that are
very efficient are the neural networks since they can learn from observations the system
behavior and thus be able to try to predict its output from a given input with some margin
of error. While there are many advances in system modeling, there are also great challenges
to face in this area and where even the traditional neural networks show their limits. One
of them is the use of models in simulation environments, where the output of the model
must be predicted without a real feedback. When there is a feedback of the output, making
the prediction of the model is easier, however, this is complicated when it is needed to
predict beyond a step in the time with the information already known, or if they try to
predict multiple steps forward since it would be like predicting with the predictions. An
exceptionally complicated case is the modeling of systems that seems to have a random
behavior and can only display a pattern after a long period of observation. In the last
years the theory of neural networks gave a great leap forward with the appearance of
deep learning which claims to solve tasks previously unthinkable and with a high degree of
complexity, such as image tagging, image description, translation, etc. In the present work
deep neural architectures for modeling dynamic systems using recurrent neural networks
are proposed, particularly LSTM cells and GRUs that are especially useful when dealing
with long sequences of information. The results obtained with these architectures are very
favorable and address the current problems described above of system modeling with great
efficiency, opening the doors to solving problems before unthinkable.
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Capitulo 1
Introduccién

Para el modelado de sistemas existe todo un mundo complejo bien desarrollado y
fundamentado que soporta esta disciplina, que incluye distintos lenguajes, algoritmos,
metodologfas elementos matemdticos y demds formalismos [1], de manera general,
cualquier abstraccién de la vida real puede ser vista como un sistema dindmico, siempre
y cuando pueda ser descrita en términos del cambio de su estado respecto a una o més
variables de su entorno y este puede ser discreto o continuo. A lo largo del presente
trabajo se analizard el caso discreto en el que el tiempo se mide en periodos o lapsos
que denominaremos pasos, en particular el caso en el que la estructura del sistema es
desconocida a lo que se le llama modelo de caja negra, y se aborda este problema con una
representacion NARMAX|2], el modelo ideal para abordarlo con redes neuronales.

Dado que este es un tema tan importante existen cantidades de métodos que resuelven
el problema con distintos enfoques y resultados como muestran J Sjoberg, Q Zhang, et
al[3]. Destacan por su relacién con este trabajo los enfoques que hacen uso de redes
neuronales [4][5][6][7], en donde existen grandes avances con muy buenos resultados, sin
embargo, la mayorfa de las veces se realizan pruebas con datos generados artificialmente o
con datos obtenidos en el laboratorio, ademés siguen abiertos y en constante investigacién
multiples problemas complejos que son los que se abordan en el presente trabajo,
ofreciendo una solucién mediante diferentes arquitecturas de redes neuronales recurrentes
profundas haciendo uso de celdas LSTM y GRU que en general en este caso ofrecen
resultados similares y se pueden usar indistintamente en cualquiera de las arquitecturas
propucstas.

También se propone un entrenamiento estable para este tipo de redes, es decir, que
siempre se va a obtener un buen resultado, lo que es muy importante en entornos y

aplicaciones reales donde se necesita tener completa certeza de como va a reaccionar



el modelo ante situaciones no previstas, ya que de lo contrario puede ser motivo de
una complicacién, ademds de tener la ventaja de ser mds rdpido que la tradicional
retropropagacion hacia atrds que dada la complejidad de las celdas LSTM y su cantidad
de pardmetros ademds de la recursividad, es mucho mas tardado que los tradicionales
perceptrones multicapa.

Finalmente, se aplican los modelos propuestos a un tema sumamente complejo debido
a la naturaleza aparentemente aleatoria de su comportamiento y de gran interés en la
comunidad cientifica que es, la prediccién de temblores, donde ademés de usar los modelos
propuestos en los siguientes capitulos, se lograron buenos resultados que no se habian
podido lograr con otros modelos de redes neuronales y que ademés ponen las bases para

futuras investigaciones.

1.1. Motivacion

El modelado de sistemas dindmicos es crucial para el entendimiento de los fenémenos
naturales, fisicos y sociales a los que se enfrenta la humanidad, ya que con su entendimiento
que en si es un gran avance, se puede pensar incluso en controlarlos o manipularlos, esto
por supuesto contribuye notablemente al progreso cientifico y tecnolégico, pero también
ayuda a dar soluciones a problemas concretos y tan variados como los mismos sistemas. Por
lo tanto, el modelado de sistemas dindmicos es entonces un campo de estudio fundamental
y de gran importancia que compete no solo al drea de mateméticas sino a todas las dreas
de la ciencia.

En general los sistemas dindmicos que dan respuesta a problemas reales dificilmente
pueden ser representados con un modelo simple incluso si su abstraccion es senclla,
haciendo necesaria la existencia de herramientas matemadticas sofisticadas que se van
mejorando con el paso del tiempo y con el surgimiento de nuevas tecnologias y métodos,
y es precisamente aqui donde el presente trabajo toma lugar.

La complejidad de los sistemas va méds alld de su naturaleza intrinseca ya que en
muchas ocasiones o bien, no se conocen completamente los factores que se ven implicados
en el comportamiento del sistema y por lo tanto las leyes que los gobiernan, o simplemente
estos factores no se corresponden con un elemento fisico o con una representacién conocida,
incluso muchas veces las variables involucradas en el sistema son totalmente desconocidas,
se conoce Unicamente la respuesta del sistema bajo ciertos estimulos y condiciones del
entorno sin saber con certeza cudles de los objetos presentes en ese panorama influye o
no directamente en la salida del sistema. Ademds de otros muchos retos vigentes que se



presentan al momento del modelado.

A pesar de que se ha hecho uso extenso de las redes neuronales para este propdsito
desde hace ya més de una década estas arquitecturas tienen sus limitantes bien definidas.
Por suerte en los tltimos afos las redes neuronales han evolucionado, en parte gracias
al avance de las herramientas computacionales, y se han desarrollado nuevas técnicas y
metodologias, entre ellas el aprendizaje profundo y las redes neuronales recurrentes las
cuales marcan un hito en la resolucién de problemas imponiendo un nuevo paradigma.
Las redes neuronales recurrentes surgen de la necesidad de manejar secuencias de datos
de mancra eficiente y estdn disenadas especialmente para eso, en particular las basadas
en celdas LSTM y GRU y han demostrado grandes capacidades para la resolucién de
problemas que de otro modo serian irresolubles.

Es ahora necesario actualizar las herramientas de modelado con estas técnicas de
recurrencia, aprendizaje profundo y manejo de secuencias de datos que prometen grandes
resultados y asi generar una contribucién significativa que pueda ser usada, evolucionada

y perfeccionada, capaz de resolver problemas actuales en el modelado de sistemas.

1.2. Contribuciones

Se busca abordar con éxito problemas actuales del modelado de sistemas dindmicos
con el uso de herramientas propias del aprendizaje automédtico dentro del marco del
control automadtico, en particular se usaron redes neurales recurrentes profundas con
celdas LSTM y GRU que se especializan en informacién secuencial y resuelven algunos
problemas intrinsecos de las redes neuronales tradicionales ademas de tener un enfoque
totalmente nuevo y refrescante que obliga a un cambo de paradigma para su entendimiento
y aplicacion.

Durante todo el trabajo se usé una representacion NARMAX para el modelado de los
sistemas. Las contribuciones obtenidas se detallan en los capitulos 3, 4 y 5, sin embarg,o

estas se resumen puntualmente a continuacién.

1. Se propone una nueva arquitectura neuronal (LSTM-NN) que usa tanto celdas
LSTM y GRU como el perceptrén tradicional, capaz de resolver el problema de
modelado en entornos de simulacién con mejores resultados que las redes neuronales

tradicionales. En resumen, se resuelve el siguiente problema



2. Se propone un entrenamiento estable para la arquitectura LSTM-NN que asegura
la obtencién de un buen resultado ademds de acelerar el entrenamiento.

3. Se proponen arquitecturas o modelos recurrentes profundos usando celdas LSTM
o GRU que hacen posible la resolucién de problemas complejos en el modelado de
sistemas dindmicos, en particular el hecho de predecir mas de un paso adelante y

multiples pasos adelante. En resumen, se resuelven los siguientes problemas

gk +m) = fly(k=1),...,y(k—n))
[y(k+m)7’y(k+l)] = f(y(k_l)a""y(k_n))

4. Se usaron las estructuras neuronales recurrentes profundas para la prediccion de
sismos obteniendo resultados favorables.

1.3. Estructura de la tesis

En el Capitulo 2 se muestran los aspectos tedricos relacionados con la identificacién
de sistemas, el gradiente descendiente que juega un papel central en el entrenamiento de
las redes neuronales, asf como algunos métodos de optimizacién, se presentan también las
redes neuronales recurrentes con énfasis en las celdas LSTM y GRU.

En el Capitulo 3 se plantea el problema de modelado tanto de prediccién como de
simulacién y se proponen las celdas LSTM y GRU desde el punto de vista del control
automaético, después usando estas celdas se crea una arquitectura neuronal que usa tanto
celdas LSTM como perceptrones tradicionales (LSTM-NN), se explica su estructura y
entrenamiento, ademds se pone a prueba frente a una MLP tradicional con varios ejemplos
y con especial interés en el modelo de simulacién que es uno de los problemas a resolver.

En el Capitulo 4 se ofrece una alternativa al entrenamiento de las redes neuronales
recurrentes LSTM que a diferencia del tradicional con retropropagacién es mas réapido y se
asegura la estabilidad del método, es decir, que el error siempre converge, ademds puede
ser usado en problemas en linea donde hasta ahora este tipo de redes han mostrado menor
eficiencia debido al tiempo que requiere su entrenamiento. En particular se desarrolla el
entrenamiento para la arquitectura propuesta en el capitulo 3 y en la parte de simulacién
y resultados se incursiona en la prediccién de temblores.



En el Capitulo 5 se proponen tres arquitecturas mads, y esta vez estdn pensadas en
aprovechar al médximo la recurrencia, se explica su estructura y entrenamiento, ademés
en la parte de simulacién y resultados se demuestra su superioridad frente a las otras
arquitecturas ya que se abordan con éxito problemas actuales del modelado donde las
otras arquitecturas tienen sus claras limitantes. Finalmente en la parte de resultados se
retoma la predicciéon de temblores desde un punto de vista més general y conveniente.

Finalmente en el Capitulo 6 se retoma la discusién y comparacion de las arquitecturas
propuestas ademds de sugerir caminos futuros y posibles rumbos que pueda tomar la

investigacion.
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International Electronic Conference on Geosciences, June 08-15, 2019
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s Long short-term memory based recurrent neural networks for forecasting
the maximum daily earthquake magnitude, Complexity, 17-10-2019 (En

revisién)

s Fast Training of Deep LSTM Networks with Guaranteed Stability for
Nonlinear System Modeling, Neurocomputing, (Aceptado)



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Identificacion de sistemas

Actualmente se tiene un amplio conocimiento del universo y las leyes que lo rigen
gracias a un largo proceso de andlisis y observaciones hechas a través de la historia de la
humanidad. El desarrollo de las mateméticas y herramientas como el cdlculo junto con
el avance en la instrumentacion han permitido la introduccién de mejores y mas precisos
modelos de los sistemas dindmicos de la naturaleza como la transferencia de calor, el
electromagnetismo, la gravedad etc., ya que ahora pueden ser descritos en términos de
ecuaciones diferenciales.

Los modelos mateméticos son esenciales en todos los campos de la ciencia e ingenieria,
ya que con ellos se tiene un mejor entendimiento del sistema con el cual se estd
trabajando y de esta forma poder realizar un seguimiento, aplicar un control o predecir su
comportamiento. Realizar un modelo en ocasiones es bastante sencillo, pero otras muchas
veces puede ser bastante complicado dependiendo del conocimiento previo que se tenga
del problema, el cual cominmente divide los modelos en tres categorias.

Modelos de caja blanca

En este caso el modelo es conocido a la perfeccién, es decir, que se puede reconstruir
completamente de las condiciones fisicas y el conocimiento previo.

Modelos de caja gris

En este caso se conocen algunas de las condiciones fisicas, pero varios de los pardmetros
deben ser determinados por medio de la observacién. Se puede hacer la distincién de dos

subclases.



1. Modelado fisico

Se puede construir una estructura con base en leyes fisicas la cual tiene cierto nimero
de pardmetros que deben ser estimados con los datos observados

2. Modelado semi fisico

Las leyes fisicas y el conocimiento del problema sugieren cierta estructura para las
observaciones realizadas cuyos pardmetros deben ser estimados.

Modelos de caja negra

Aqui no se conocen las condiciones fisicas ni se tiene ningin conocimiento previo, sin
embargo, se puede seleccionar una estructura que se sabe es flexible y ha dado buenos

resultados en el pasado.

2.1.1. Proceso de identificacion

En identificacién de sistemas a menudo es desconocida la estructura del proceso
dindmico bajo estudio, asf que lo mds comiin es usar un modelo de caja negra. Encontrar
un modelo matemdtico bajo estos supuestos involucra disenar una secuencia de entrada
o estimulo al sistema capaz de generar una respuesta o salida, que represente lo mejor
posible su comportamiento y asf al aplicar dicho estimulo experimentalmente se registren
las respuestas obtenidas para conseguir el par entrada salida (X,Y) que representa el

conocimiento previo del sistema como se muestra en la figura 2.1.

X Y
|(Observaciones)
Figura 2.1: Modelo de caja negra
Donde X = (z¢,x;,...,xn), Y = (Yo, Yi,---,yn) ¥ N es el tamano de la secuencia.

De esta forma el gran problema que debe resolver la identificacién de sistemas es
encontrar una estructura f(z;) = y; (modelo y pardmetros) adecuada para que el modelo
propuesto del sistema se considere lo bastante bueno, es decir, que bajo una entrada x
cualquiera el modelo resulte en § ~ y donde y es la respuesta del sistema aplicando x

experimentalmente.



Dado que se realiza un muestreo de la senal de respuesta tras aplicar el estimulo
apropiado a intervalos regulares, entonces la mayoria de los modelos usados en
identificacién de sistemas son en tiempo discreto.

Muchas veces es conveniente realizar una aproximacién lineal del sistema y de esta
forma simplificar no sélo el proceso de identificacién, también el control y el entendimiento
del mismo, sin embargo, ademds de ofrecer en muchos casos un comportamiento
incompleto, existen condiciones como la histéresis, bifurcaciones o el caos que son
imposibles de representar de manera lineal asi que hacen inevitable el trabajo con
modelos no lineales. Una poderosa herramienta es la representacion NARMAX (Nonlinear
Autoregressive Moving Average with eXogenous inputs), la cudl es una generalizacién de
la representacién para sistemas lineales ARMAX (Autoregressive Moving Average with
eXogenous inputs) que es basicamente una ecuacion diferencial que relaciona la salida del
sistema en un instante dado con los valores de las entradas, salidas y el ruido en instantes
previos. La representacion NARMAX da solucién al problema de encontrar la ecuacién
f(z) para un modelo de caja negra.

2.1.2. Representacion NARMAX

Un sistema dindmico es aquel que cambia su estado a través del tiempo y se caracteriza
por un conjunto de variables cuyo valor determina el estado del sistema en el instante de
tiempo ¢, denominadas variables de estado, ademds de un conjunto determinista de reglas
de transicién que dictan el estado siguiente del sistema, a partir del estado actual o estados
anteriores, cominmente estas reglas se establecen mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales de las variables de estado.

En ocasiones es dificil conocer el valor de las variables de estado siendo la salida el
tnico valor medible del sistema, forzando el uso de un modelo de caja negra con una
estructura que solo tome en cuenta la relacién entrada-salida. La ecuacién que relaciona
directamente las entradas y salidas del sistema sin tomar en cuenta explicitamente las
variables de estado es la llamada ecuacién de entrada/salida del sistema.

Como se menciond anteriormente los pares entrada salida se obtienen tras un proceso
de experimentacién y muestreo a intervalos regulares, entonces, se puede decir que el
problema de identificacién consiste en determinar la ccuacién discreta entrada/salida del
sistema, que relacione las muestras de salida u observaciones obtenidas experimentalmente
y(t),y(t —1),... con las muestras de la entrada u(t), u(t —1),. .., el modelo NARMAX]§]

se plantea como un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales de la forma



yt) = flyt—=1),...,y(t —ny),u(t —1),...,u(t —ny),e(t —1),...,e(t —ne)) +e(t)

Donde u(t) y y(t) son los vectores de entrada y salida, n, y n, son los retrasos méximos
o la cantidad de estados anteriores a tomar en cuenta respectivamente, e(t) es el ruido que
existe en las muestras pero no puede ser medido directamente y corresponde directamente
al error de prediccion, y n su retraso.

La identificaciéon de un modelo NARMAX involucra como se mencioné anteriormente
estimar la estructura del sistema (ecuacién y pardmetros) lo que no es tarea facil ya que
en teorfa las posibles implementaciones no lineales de f(-) son infinitas. En la préctica
uno de los métodos mas populares para encontrar un modelo NARMAX son las redes

neuronales como se verd mas adelante.

2.1.3. Modelado de sistemas no lineales

Para el modelado de un sistema no lineal del cual se desconoce su estructura se requiere
un enfoque de caja negra que puede ser representado usando el modelo NARMAX, donde
se caracteriza el sistema con una ecuacién diferencial no lineal desconocida f(-) la cual es
generalmente muy compleja y el conocimiento previo de su estructura es a menudo nulo,

por lo tanto la solucién es aproximar f(-) con alguna funcién conocida simple.

En el presente trabajo, se aproxima el comportamiento de un sistema no lineal usando

redes neuronales artificiales con el siguiente modelo
y<k) = f(y(k - 1)7 s )y(k - ny):“(k)) s ,’LL(]C - nu))

Donde f(-) representa el comportamiento del sistema, u(k)y y(k) son escalares
medibles que representan la entrada y salida en el instante k, n, y n, son los tltimos
valores de la salida y la entrada respectivamente que son considerados en f(-) .

Este sistema discreto puede clasificarse en dos categorias dependiendo el valor que

tomen ny y ny-
1. Modelo de prediccién

para valores de n, > 0y n, > 0.

yk) = flylk —1),....y(k —ny),u(k),...,u(k —ny))



Se puede predecir la salida del modelo, es decir, calcular una aproximacién de la

salida basdndose en observaciones pasadas de las entradas y salidas del sistema.

u(k) Sistema > y(k)

. ykD

T

y(k-n)

T

Modelo k
T — y(k)

H

1 u(k-n)

7

Figura 2.2: Modelo de prediccién

2. Modelo de simulacién

para valores de n,, > 0y n, = 0

y(k) = f(u(k),...,ulk —n,))

El uso principal de un modelo es simular su salida, es decir, calcular y(k) para

valores de entrada dados.

u(k)
uck-1)) Modelo ({3

u(k-n)|

Figura 2.3: Modelo de simulacién

10



2.2. Aprendizaje con gradiente descendente

El gradiente descendente es uno de los algoritmos de optimizacién més cominmente
usados en el entrenamiento de las redes neuronales y para entender el motivo, se debe de
comprender de manera general el propdsito de las redes neuronales a través de un pequeno
ejemplo, més adelante se retomard nuevamente y con lujo de detalle este tema.

Suponiendo que se tienen N observaciones del comportamiento Y de un evento
denotadas por y; donde ¢ = 1... N, tales observaciones estédn relacionadas de alguna
manera con X; = (z;,%p,...,%;) que son las caracteristicas que determinan tales
comportamientos. En términos simples, el objetivo es proponer una funcién f(X;,6) tal
que f(X;,0) = y;, reduciendo el problema a encontrar § € R% d € Z*. Para tal efecto,
se necesita un método de evaluacién de 6 que diga que tan bien se cumple la relacién
propuesta, asi de inmediato se observa que dado 6, si este cumple con la relacién propuesta
entonces, VX; — y; — f(X;,0) = 0, esto quiere decir, que se necesita conocer la diferencia
entre el valor estimado y el valor real como medida de evaluaciéon de 6, una de las métricas

comunmente usadas para este fin es el error cuadrédtico medio dado por

B == 3~ f(X.0))

i
En la jerga del aprendizaje automdtico, a esta métrica también se le conoce como
funcién de pérdida o funcién de coste.
Sin perder de vista el objetivo, si la diferencia entre el valor estimado y el valor real
deberia ser siempre cero entonces se debe encontrar un valor de 6 que minimice la funcién

de coste, para lo cual se usaré el gradiente como se explica a continuacion.

2.2.1. Gradiente descendente

Dada una funcién de coste J(0), donde § € R? d € Z* representa los pardmetros del
modelo de un sistema, el gradiente descendente es un mecanismo que tiene como objetivo
minimizar J(6) ajustando el valor de los pardmetros, este consiste en calcular el gradiente
de J(f) que se denota como V.J(f) y se refiere al cdlculo de todas las derivadas parciales
de esta funcion, es decir V.J(0) = ag_(ee)'

La interpretacion del V.J() resulta bastante conveniente, por ecjemplo, para una
funcién f(z,y) su gréfica resultarfa en una imagen similar a un terreno con montes, valles
y depresiones, ademds dado un punto (zo,yo) arbitrario el gradiente de f(x,y) en ese

punto representa la direccién en la que habrd que moverse para llegar a la cima del monte
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m4és cercano, entonces si el punto (x,y) se mueve en la direccién del gradiente siempre
subird a la cima de uno de los montes, dicho en otras palabras si el punto (z,y) se mueve
en la direccién del gradiente siempre se incrementa el valor de la funcién f, entonces, se
puede concluir que para minimizar J(#) el movimiento debe ser hacia el lado contrario
de la direccién del gradiente. En este punto surgen otras interrogantes como ;Qué tan
grandes deben ser los intervalos de movimiento o pasos?, ;Cémo se puede asegurar que
el resultado no es un minimo local?, ;Cual debe ser el punto de partida?, etc. Hoy en
dia atin no existe una solucién definitiva a estas cuestiones y existen diversas versiones o
algoritmos basados en la idea del gradiente descendente, las cuales difieren principalmente
en los datos usados para calcularlo, esto conduce a una dicotomia entre la presicién y el
tiempo.

Gradiente descendente por lotes

El gradiente descendente por lotes o Batch gradient descent en inglés, es también
conocido como Vanilla gradient descent y utiliza todo el conjunto datos para el calculo
del gradiente usando la siguiente ecuacion

0 =0—nvJ)

Donde 7, llamado factor de aprendizaje establece la velocidad de descenso.

Fl algoritmo consiste en los siguientes pasos:

1. Inicializar 6 aleatoriamente

2. Iterar desde hasta que VJ(f) = 0 o hasta alcanzar cierto nimero de iteraciones

conocidas como épocas en el aprendizaje automatico.

2.1 Calcular el gradiente V.J(0) = %@
2.2 Actualizar 0 con la regla 0 = 0 —nV.J(0)

Para entender completamente el procedimiento se verd un ejemplo. Si se tiene un
vector de N muestras(z;, ;) que representan el par (observacion, caracteristica) de un
sistema de la forma y = ax +b y se desean encontrar los pardmetros a y b que determinan
el sistema, se puede usar SGD tomando como funcién de coste el error cuadritico medio
MSE por sus siglas en inglés descrito como

12



N Z xl? 2

donde 6 = (a,b). Lo siguiente es entonces calcular las derivadas parciales

oF a z_f 1y
% = ——Z ZEza (y a(l(x = __Z $17 $

R N R e S YR l]

y utilizar la regla de actualizacion § = 6 — nV.J() para cada iteracion.

50

401

30

20 4

10

Figura 2.4: Resultado de SGD y = ax + b

Dado que para realizar una actualizacién de los pardmetros es necesario recorrer todo el
conjunto de datos, entonces, este método puede llegar a ser demasiado lento e intratable
en el caso de tener un conjunto de datos muy grande. Con este algoritmo se realizan
célculos redundantes para conjuntos de datos muy grandes debido a que realiza célculos
similares para observaciones muy parecidas del conjunto de entrenamiento.

Gradiente descendente estocastico

A diferencia del gradiente descendente por lotes, con el gradiente descendente
estocdstico se actualizan los pardametros para cada elemento del conjunto de entrenamiento

y consiste en los siguientes pasos:
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1. Inicializar 0 aleatoriamente

2. Tterar desde hasta que V.J(#) = 0 o hasta alcanzar cierto nimero de épocas

2.1 Iterar desde ¢ = 1 hasta N donde N es el nimero de observaciones
. _ 9J(x;,0)
2.1.1 Calcular el gradiente V.J(x;,0) = ===
2.1.2 Actualizar 0 con la regla § = 6 —nV.J(z;,6)

Uno de los inconvenientes de este algoritmo es que dada la superficie del gradiente
no se puede asegurar un minimo global y la optimizacién de este problema resulta ser
NP-completo. Sin embargo, en general el gradiente descendente estocdstico es més rédpido
que el gradiente descendente por lotes. A diferencia del gradiente descendente por lotes,
el SGD realiza una actualizacién para cada observacién con una fuerte influencia en la

funcién objetivo.

Gradiente descendente por minilotes

Este método toma lo mejor de los métodos anteriores realizando una actualizacién
cada cierto nimero de elementos del conjunto de entrenamiento. Normalmente se utilizan
lotes que van de los 50 a 256 datos, esto depende del problema a resolver. El gradiente
descendente por minilotes es el método m&s utilizado actualmente y por comodidad de
ahora en adelante al igual que en la mayorfa de la literatura, este método serd llamado
simplemente SGD.

Sin embargo, el SGD ademés de ser un algoritmo que no garantiza la convergencia y
que de hecho en la prictica es raro que suceda, su éxito depende de la eleccién adecuada del
factor de aprendizaje 7, en general se sabe que si este pardmetro es muy pequeno el avance
hacia la convergencia serd lento y si se escoge demasiado grande entonces incluso puede
llevar a una divergencia. Debido a esto se han creado diversos métodos de optimizacién[9]
de entre los cuales algunos se discuten a continuacion.

2.2.2. Momentum

Este método es conocido también como SGD con momentum o fmpetu, puede ser
aplicado al aprendizaje por lotes o mini lotes y es ampliamente utilizado, probablemente
sea el mds comun en el aprendizaje de redes neuronales.

Como se sabe, el éxito del SGD depende de la eleccién adecuada del factor de
aprendizaje 7, por ejemplo, la eleccién del pardmetro 7 estd directamente relacionada
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con la velocidad del proceso de minimizacién de la funcién, es decir, si se escoge un 7 muy
pequeno el proceso de minimizacién de la funcién objetivo serd lento y a medida que se
seleccione 17 més grande el proceso se acelerard, sin embargo, si n es demasiado grande
entonces, el valor final puede oscilar alrededor del éptimo sin llegar a alcanzarlo jamés o
incluso podria alejarse completamente de él.
En las figuras 2.5,2.6 y 2.7 se muestra la gréfica de contorno de la funcién Z—z = %2

y—; y el camino que siguen los pardmetros durante el SGD para minimizar su valor, que
en este caso coincide con el centro de la gréfica, en cada gréfica se utiliza un factor de
aprendizaje distinto, pequeno, grande y muy grande respectivamente, de esta forma se
puede observar claramente la importancia de la correcta eleccién de 7, para el éxito del

SGD como se comenté anteriormente.

1% ‘_’%

—_— . -
-~ R
m

Figura 2.5: SGD con un factor de aprendizaje pequeno y adecuado ya que llega finalmente
al valor éptimo

= ———

05 [ ili =
B

= S>>
h

Figura 2.6: SGD con un factor de aprendizaje grande y adecuado ya que llega finalmente
al valor éptimo
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Figura 2.7: SGD con un factor de aprendizaje muy grande, siempre oscila alrededor del
6ptimo.

Este tipo de escenarios con barrancos, donde la superficie se curva mucho mas en una
dimension que en otra son comunes alrededor de un 6ptimo local y siempre existe el mismo

problema para la eleccién de 1 en estas situaciones.

Aqui es donde entra el método del momentum, si se observan las figuras anteriores
se puede concluir que el gradiente descendente ya sea por lotes o mini lotes conlleva
cierto niimero de pasos oscilantes hasta alcanzar el minimo, y estas oscilaciones o subidas
y bajadas hacen el proceso lento y dependen del factor de aprendizaje para no ser
demasiado excesivas y llevar a resultados erréneos, de ahf la importancia de prevenir
estas oscilaciones, la forma mas simple e inmediata es utilizar forzosamente un factor de
aprendizaje muy pequeno pero no siempre es la mejor estrategia ya que la convergencia
puede tomar demasiadas iteraciones. Otra forma de abordar este problema es acelerar
el SGD en la direccién relevante que en este caso es el eje horizontal y amortiguar las
oscilaciones en el eje vertical para evitar pérdidas de tiempo agregando una fraccién «
de la velocidad anterior a la velocidad actual, a esto se le conoce como el método del
momentum o fmpetu. Se puede imaginar por ejemplo que se arroja una pelota en la
superficie del error, en un principio esta pelota seguird la direccién del gradiente ya que
por efecto de la gravedad se sabe que la pelota se ir4 al fondo de la superficie, ahora bien si
se igualan las condiciones del SGD, entonces la pelota llevaria siempre la misma velocidad,
de manera que si su movimiento es muy lento entonces en algin momento llegard al fondo
o a las inmediaciones de este, sin embargo, si va muy rdpido la inercia de la pelota hard
que aunque llegue al fondo, vuelva a subir entrando en un ciclo de oscilaciones infinito
o incluso se podria llegar a salir si su velocidad es demasiado alta, pues bien, en la vida
real esto no sucede gracias a la friccién que decrementa la velocidad de la pelota conforme
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se acerca al fondo, esto es el equivalente al pardmetro o 0 momento que influye en la
velocidad como lo dicta la siguiente ecuacién

v(t) = av(t — 1) +nVJ(0)(t)

Donde v(t) se define de manera recursiva usando el factor de atenuacién o momento
a cuyo valor es ligeramente menor a 1, més la ya conocida regla de incremento del SGD
que involucra el gradiente multiplicado por el factor de aprendizaje 1. Para trabajar en
términos de los pardmetros y su incremento se puede cambiar la ecuacién del momentum

como se muestra a continuacion

AO(t) = ov(t)=av(t—1)+nVJ(O)(t)
AG(t) = alf(t—1)+nVJI(O)(1)

Entonces se tiene que la regla de aprendizaje de SGD con momentum estd dada por

0=0— A0t

Dependiendo la literatura, los signos en las ecuaciones pueden ser intercambiados, pero
en resumen el usar el impetu o momentum se traduce en obtener una rapida convergencia
y reducir las oscilaciones.

Sin embargo, el momentum presenta un grave problema, ya que cuando el resultado
se acerca al objetivo el movimiento hacia él es muy rdpido y no existe forma alguna de
indicar alguna reduccién en la cantidad de movimiento lo que resultaria en la pérdida del

minimo.

2.2.3. Adagrad

Con Adagrad se busca resolver el problema del momentum, ya que como su nombre
lo dice es un algoritmo adaptativo de gradiente, el cual adapta el factor de aprendizaje
de acuerdo con los pardmetros, realizando mayores actualizaciones para pardmetros poco
frecuentes y actualizaciones més pequenas para pardmetros frecuentes, por tal motivo es
ideal para lidiar con poca informacién. Adagrad usa un factor de aprendizaje diferente
para cada pardmetro en cada tiempo t basado en los gradientes anteriores que fueron
calculados para ese pardmetro. Dado que el factor de aprendizaje 1 siempre decrece, en
algin punto este es tan pequetio que el aprendizaje termina.
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2.2.4. AdaDelta

AdaDelta nace como evolucién del Adagrad y busca detener el decremento de 7, asi
entonces en lugar de sumar la raiz cuadrada de todos los gradientes anteriores se restringen
los valores a un valor promedio de los gradientes anteriores. En resumen se calculan
factores de aprendizaje individuales para cada pardmetro, se calcula el momentum y se
previene el decremento excesivo de los factores de aprendizaje.

Ui
Orp10 =01 — 7% Gt
Actualmente es dificil predecir con seguridad que algoritmo de optimizacién conviene
més a cada herramienta y en cada problema particular sin embargo dado que los algoritmos
adaptativos toman lo mejor de cada uno de los algoritmos anteriores, estos parecieran ser

la mejor opcién para empezar a trabajar.

2.2.5. Adam

Es comiin ver publicaciones con nuevos algoritmos de optimizacién, sin embargo, la
mayorfa de las veces funcionan bien en problemas particulares y bajo ciertas condiciones.
El algoritmo Adam fue introducido por primera vez en 2014 por Diederik P. Kingma
y Jimmy Lei Ba en el articulo “Adam: A Method for Stochastic Optimization”[10],
este algoritmo es simple y eficiente en su implementacién, ademéds de consumir pocos
recursos y ser adecuado para problemas con una gran cantidad de pardmetros, también
ha demostrado su efectividad en una gran variedad de arquitecturas de deep learning.

Adam busca una estimacién adaptativa del momentum por cada pardmetro, mejorando

los algoritmos de optimizacién anteriores.

Ui
VU + €

9t+1 =0, — my

2.3. Redes Neuronales Recurrentes

El objetivo principal de las Redes Neuronales Recurrentes (RNN por sus siglas en

inglés) es lidiar con tareas que usan la informacién de manera secuencial. A diferencia de
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las redes neuronales tradicionales también conocidas como "feedforward neural networks.®"
las que se supone que las entradas y salidas son independientes entre si y por lo tanto
s6lo permiten el modelado de relaciones estédticas, con las redes neuronales recurrentes al
poseer propiedades dindmicas se pueden representar las relaciones a través del tiempo o
el espacio.

Anteriormente las redes neuronales recurrentes resultaban complicadas en su
entrenamiento debido a la gran cantidad de pardmetros que manejan normalmente, sin
embargo, hoy en dfa gracias al avance de las computadoras con su gran capacidad de
almacenamiento, el uso de procesadores mds potentes y al paralelismo entre otros, el
entrenamiento de las RNN se ha vuelto manejable.

2.3.1. Perceptrén

El perceptrén es un modelo matemético simple que trata de emular el comportamiento
de una neurona que son los elementos bésicos del sistema nervioso y gracias a ellas
podemos interactuar con nuestro entorno. Podemos describirlo como un modelo que tiene
N entradas y una salida, cada entrada es multiplicada por una variable diferente para
cada una de ellas llamada peso y finalmente se aplica una funcién no lineal a la suma
de estos productos para obtener la salida g. El modelo matemadtico del perceptrén seria

entonces

y= f((z ryw;) + b)

donde x; son las entradas, w; son los pesos y b es el sesgo de la funcién f no
lineal conocida como funcién de activacién, mientras mas grande es b mas facil es que
el perceptron se dispare, es decir, que su valor sea 1. La funcién de activacién permite que
un pequeno cambio en los pesos o en el sesgo genere un cambio a la salida. Si se establece

lo anterior en forma vectorial tenemos

§ = f(XW +1)

con X = x9,21,...,on ¥ W = wop,wn,...,wy. La representacién grafica de este
modelo se muestra en la figura 2.8

Las funciones de activacién mé&s comunes son la Sigmoide, TanH y ReLLU aunque en
teoria podria ser cualquier funcién siempre y cuando se aplique una transformacién no

lineal a los datos.
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Figura 2.8: Representacion gréfica del perceptron

1 1 6
Sigmoide TanH RelLU
0.5
4
0.5 0
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0 -1 0
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

Figura 2.9: Funciones de activacién cominmente usadas en un perceptrén

2.3.2. Red neuronal de perceptrén multicapa (MLP)

Las redes neuronales se pueden ver como un mapa uno a uno, es decir, que a cada
elemento X del conjunto de entrada, se le asocia siempre el mismo elemento 3 del conjunto
de salida, las redes neuronales pueden aprender cualquier tipo de relacién, es decir, que
son capaces de aproximar el comportamiento de cualquier funcién suave siempre y cuando
se tenga un conjunto de datos que muestre las relaciones entrada-salida de esta funcion y
mientras mayor sea el tamano de este conjunto resulta en una mejor aproximacion.

La estructura minima de una red neuronal de perceptrén multicapa consta de tres
capas, la primera es la capa de entrada y cada nodo representa un clemento del vector
X del conjunto de entrada, después estdn la capa oculta y la capa de salida compuestas
de al menos un perceptrén cada una que representan los nodos de la capa. Si la salida
de los nodos de cada capa son la entrada de cada nodo de la siguiente capa, entonces
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la red tomaria el nombre de red neuronal con conexién hacia adelante de perceptréon
multicapa completamente conectada feedforward fully connected neural network en inglés,
sin embargo, dado que es la configuracion més usada, en el presente trabajo y en la
literatura en general se usa este tipo de arquitectura bajo el nombre de red MLP. En la
figura se observa una representacién grafica de este tipo de red.

Capa oculta
Capa de entrada Capa de salida

| Xo \—/d: ho

\._7 /N .

Ser N A ==
/ ‘-)/ \
s /' / \\\ =
i \". Vi \‘\\ /
[ % [ A he
\ / \
N b

Figura 2.10: Perceptrén multicapa

Entrenamiento de una red MLP. (Retropropagacion)

La aproximacién de funciones haciendo uso de las redes neuronales depende de la
correcta eleccién de los parametros de la red que son los pesos W y los pardmetros de
ajuste b de las funciones de activacion, pero entonces ;Como se selecciona el valor de
estos parametros?, pues bien a este proceso de seleccién se le llama entrenamiento y el
algoritmo de entrenamiento de redes neuronales mds exitoso es el de retropropagacién o
backpropagation en inglés, el cudl utiliza la regla de la cadena para calcular la derivada
de la funcién de costo o pérdida con respecto a cada uno de los pardmetros de la red para
asf poder minimizarla ajustando estos pardmetros.

Para minimizar el error de la red neuronal mostrada en la figura 2.10 usando SGD y
como funcién de activacién de cada neurona la funcién sigmoide, se considera la siguiente

notacion.

xé : Entrada al nodo j de la capa [.

wﬁj : Peso de la capa previa [ — 1 del nodo ¢ a la capa [ nodo j.

1
1—e®*

o(x) : Funcién de activacién sigmoide
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bé- : Sesgo del nodo j de la capa .
O; : Salida del nodo j de la capa I.

y;j : Valor deseado del nodo j capa de salida.

Entonces el error cuadratico medio entre las salidas deseadas y;, v la salidas obtenidas
Oy, de los nodos de la capa de salida K esta dado por £ = % Ziv’“ (O — yx)?, donde N}, es

el nimero de nodos de la capa de salida, se utiliza % por conveniencia en el cdlculo de las
F

T
Owij

embargo, el cédlculo para los nodos de salida y los de capas ocultas son diferentes, asi que

derivadas. Para usar el método del gradiente descendente se necesita calcular , sin

se desarrollan de manera independiente.

Gradiente para un nodo de capa de salida Se tiene que

OE 0 1
> Ok —uyk)* = (O — m)

(‘3wjk N 8wjk 2 1

0

8u’jk

O,

Como se sabe, la salida Oy estda dada por la funcién de activaciéon o(zy), entonces

)
3wjk

= (O — yu) 50 (xr) = (O — yr)o(2x) (1 — o(2p)) 5%

8wjk E)wjk

Se sabe que la entrada x;, estd dada por Ojwj, y que o(xy) = O, asi que

oE
ijk

= (O — yr)Ok(1 — Ox)O;
Con propésitos de simplificar la notacion se hace 0, = (O — yx)Or(1 — O ), entonces

a—E = O](Sk

8wjk

Gradiente para un nodo de capa oculta Se tiene que

Ny,

or 0 1
5 Z(Ok - yk)Q
1

8wij - 8wij 2

Se sabe que w;; estd directamente involucrado en todas las salidas Oy, ya que Oy =

o(zr) = 0(Ojwji) = 0(0(O;w;j)wji), entonces
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Nlc Nk 8 Nk

08 SO0 = 3O )0 () = SOk~ () (1~ o ()

T ij : Wi : Wi

Aplicando la regla de la cadena y sustituyendo Oy = o(xy) y 2 = Ojwjy,

or i(@ )OR(1 — Op) 9 2o f:(o )OR(1 — Op) 20
= kE— Yk )Ur\l — Ug) =T j = k= Ye )Ur\l — U )W —U;
8wij T Oj Wi J 1 / W5 /

Reordenando los términos se tendria

N
OFE 0 ’“
Ow; B w_ijOj - (Or = 1) Or(1 = OpJwji
Como Oj = o(zj)
oF 9 Np,
8wij = OJ(]' - Oj)wijxj ;(Ok - yk)Ok(]- - Ok)w]'k
Como z; = O;w;;
OFE Nk

= 0;(1 = 0;)0: > (Ox — y) O(1 — Op)wjy

8w¢j 1

Sabiendo que ¢y = (O — yx)Ok(1 — Of) y haciendo O;(1 — O;) ZJIV’“ drwjk, entonces
se tendria

oE

8wwij

= 025]

Gradiente para el sesgo de la funcién de activacién Como % = 1 siempre

entonces siguiendo las ecuaciones anteriores se tiene que para cualquier capa [

OE

w0

Algoritmo de retropropagaciéon

1. Obtener la salida de la red con los datos de entrada
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2. Calcular los 6y,
3. Calcular los ¢

4. Actualizar pesos y sesgos con la técnica del gradiente descendiente
Aw = —775101_1
Ab = —776[

5. Entonces:
w=w-+ Aw

b=0b+ Ab

En resumen, después de la propagacion hacia adelante se produce una salida que se
compara con el valor deseado generando un error el cual se propaga de regreso actualizando
los pardametros de la red, si la funcién de activacién es distinta entonces el cédlculo de los
gradientes varia un poco del mostrado anteriormente, pero el algoritmo es exactamente

el mismo.

Gradiente de fuga en las redes MLP

El proceso de entrenamiento siempre es un problema de optimizacién y en este sentido
el gradiente descendente ademds de ser demasiado lento tiene un serio problema conocido
como gradiente de fuga o Vanishing Gradient en inglés que se presenta cuando alguna de
sus derivadas se vuelve cero o resulta en un valor tan pequeno que ya no es computable.
Este problema existe especialmente cuando se tienen valores muy altos a la salida de
la funcién de activacién. Actualmente existen distintas soluciones a este problema, por
ejemplo, usar como funcién de activacién en lugar de una sigmoide que era la mas utilizada,
una funcién ReLU. Sin embargo, si una neurona es pobremente inicializada puede no

activarse jamds es decir que se pueden tener grandes partes de la red con Rel.Us inactivas.

2.3.3. Redes Neuronales Recurrentes

Las redes neuronales recurrentes o RNNs (Recurrent neural networks) por sus siglas
en inglés son modelos de aprendizaje capaces de almacenar informacion selectivamente de
toda una secuencia de pasos, por esta razén en ocasiones se dice que es un modelo con
capacidad de memoria, el cual retiene informacién del proceso completo de aprendizaje.
Las RNNs pueden representar series de tiempo, fragmentos de audio, marcos de video,
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cualquier cosa que se presente por medio de secuencias de datos, entendiendo secuencia
como un conjunto de datos o valores en el que los valores futuros dependen de los valores
previos, por ejemplo, una oracién, una funcién, una onda de sonido, etc. Es decir, aquellas

tareas en donde falla la suposicion de dependencia hecha por las redes MLP.

\2 Yiq Y Yirs Yis
P te te te to
/ (S] e (S]

\\e ht ht-1 > ht —> ht+1 —> ht+1
o
t e, te te te te
X X X X1 Xir2

Figura 2.11: Representacién grafica de una RNN de manera a)Compacta y b)Desplegada
a través del tiempo

Inicialmente se puede visualizar una red neuronal recurrente como una red MLP en la
cual la salida de cada capa retroalimenta nuevamente su entrada. Para facilitar el estudio
de la arquitectura de las RNN se puede pensar en la estructura més simple compuesta
de una capa de entrada x una capa oculta h y una capa de salida y, esta arquitectura
se puede representar graficamente de dos formas de manera compacta y desplegada a
través del tiempo como se muestra en la figura 2.11 donde ambas representaciones son
equivalentes.

Cuando se habla de la arquitectura de la red se hace referencia al nimero de
capas, nodos por capa y conexiones entre ellos, en la arquitetura de la RNN expuesta
anteriormente se puede observar que la salida y; esta influenciada obviamente por h; sin
embargo dado que la entrada de h; es x; v hy_1, entonces se puede decir que x;_; también
influye en la salida y; e incluso a las salidas posteriores. Para realizar el cédlculo de y;

tomando en cuenta el diseno anterior, se deducen las siguientes ecuaciones

ht = ng(ht_l) + WxJ?t
Yt = Wy¢(ht)
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Donde z; es la entrada, y, la salida, W, W,,, W, los pardmetros de ajuste y ¢ representa
una funcién no lineal arbitraria base como una Rel.U, tanh, una sigmoide, etc.

Un aspecto importante de la arquitectura de la red es que la capa oculta h; o el asf
llamado estado de la celda en el argot de las RNN en el tiempo ¢ contiene la informacién
de los estados anteriores lo que resuelve aparentemente el problema de la dependencia a
largo plazo.

Cabe mencionar que W, W,, W, son los mismos a través del tiempo, lo que reduce el
numero de pardmetros necesarios y permite procesar entradas de un tamano temporal

arbitrario.

Retropropagacién a través del tiempo (BPTT)

En las RNN al igual que con las redes MLP el entrenamiento se puede realizar usando
backpropagation, pero dado que este toma en cuenta no solo el estado presente sino también
todos los estados anteriores, entonces el algoritmo es llamado Retropropagacién a través
del tiempo o “Backpropagation Through Time (BPTT)” en inglés, con el BPTT se debe
tomar en cuenta el error o pérdida en cada instante de tiempo y por lo tanto el error o
pérdida total serd igual a la suma de todos lo errores a través del tiempo.

El error total esta dado por la siguiente ecuacién
Error total = J(©) = Z J1(©)
t

Donde © representa los pardmetros del modelo.
Asi como en el algoritmo de retropropagacion, se calcula un gradiente a cada pardmetro
P y el gradiente total es la suma de los gradientes del pardmetro P a través del tiempo.

aJ 0J,
T
Si se calcula el gradiente para los pesos W, entonces se tiene
97 507
ow — oW,
Ahora usando como ejemplo la figura 2.12, al enfocarse en el tiempo ¢t = 2 y usando

la regla de la cadena se tiene que
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8J2 . 8J2 8y2 8]12

W — Qys Ohy OW

Sin embargo, para el término % se debe resaltar que hy = W(hy) + Wz, y dado
que h; también depende de W entonces no se puede tratar a % como una constante

sino que se debe agregar a ese término todos los gradientes relacionados de los estados
anteriores lo que indica que los pesos W contribuyen al error en el tiempo ¢ basados en
como contribuyen en los tiempos anteriores, es decir, se toman en cuenta las contribuciones
al error de W en cada uno de los momentos anteriores.

Ohy | Ohy Oy Ol Dby
ow ~ 0hy OW ~ Oho OW

Entonces generalizando se tiene que

8W N =0 8yt (9hf ahk 8W
y0 y1 y2 y3 y4
O
oh, ah oh, L oh,

1 oh, | Oh, L oh, v L
TN N N/ N N

— h, — h — h, — h — h

\\ 0 ]

Figura 2.12: Retropropagacién del error a través del tiempo

Gradiente de fuga en las RNN

Desafortunadamente cuando se usa BPTT existe exactamente el mismo problema que

en el algoritmo de retropropagacién mencionado anteriormente, el llamado "Vanishing
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Gradient", que viene de la regla de la cadena aplicada en la retropropagacién, y este se
hace mds grave debido a que como la profundidad de las RNN puede ser arbitrariamente
larga, si en algin punto el gradiente es demasiado pequeno entonces lleva a todos los
demds gradientes a cero y se ignora la mayoria de la secuencia.

Se aprecia perfectamente en la ecuacién g—;} , por ejemplo, si se calcula el 1ltimo

instante temporal de una secuencia muy larga entonces se tendria que

Ohn  Ohy Ohu_y  Ohs Ohy Ohy

oh.  Oh,_10h,_5  OhyOhy Oho

Se puede observar que mientras la brecha de tiempo se hace mds grande entonces esta
regla de la cadena serd cada vez més grande, como se sabe cada una de estas derivadas es
la derivada del estado en h en el tiempo n respecto a los estados anteriores y cada uno de
estos estados es calculado por la multiplicacién de las entradas por sus pesos para después
pasar a través de una funcién de activacién, por lo tanto, en este punto se trabaja con
numeros pequenos casi siempre menores a uno, asi que lo que realmente se estd haciendo
al aplicar la regla de la cadena es multiplicar muchos nimeros menores a uno y mientras
mads larga sea la secuencia se estard minimizando cada vez mds esa cantidad. Entonces,
se puede decir que mientras m&s larga sea la secuencia méds pequenos son los gradientes
y dado que se ajustan los pesos de acuerdo con estos gradientes entonces solo se estarfan
tomando en cuenta los ultimos estados y los pardmetros estarian limitados a capturar

uinicamente las dependencias a corto plazo.

Una vez dicho esto se observa que el problema es dificil de resolver tnicamente
escogiendo la funcién de activacién correcta, por tal motivo se desarrollaron las llamadas
celdas de compuerta en donde se sustituyen las neuronas del diseno original por unidades
mas complejas internamente con compuertas que controlan la informacién que pasa a

través de ellas, como por ejemplo las LSTM.

2.3.4. Celda LSTM

Hoy en dia, normalmente cuando se habla de redes neuronales recurrentes se hace
referencia a modelos LSTM (Long short-term memory) por sus siglas en inglés que surgen
principalmente como un método para resolver el problema de Vanishing Gradients, y lo

logra gracias a que se pueden conservar de manera integra las entradas importantes, es
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decir, que la dependencia a través del tiempo se da por medio de la adicién, por lo tanto,

no se crean grandes cadenas de productos como en la regla de la cadena.

Todas las redes neuronales recurrentes en general se componen de ciertos bloques o
mdédulos encadenados en el tiempo como se puede apreciar en la figura 2.11, cabe aclarar
que esta dependencia no necesariamente represente un espacio temporal, en este caso,
dado que el conjunto de sucesos con los que trabajamos es finito o infinito numerable
se puede decir que se trabaja con un espacio discreto donde cada uno de los eventos se
representa por k con keN que es el nimero de elementos del conjunto de entrada.

Una red LSTM es una red neuronal recurrente que usa como neuronas en sus capas
ocultas bloques o celdas especiales mas complejas que un perceptrén, como se puede ver en
la figura 2.13, donde las flechas gruesas representan vectores, las flechas delgadas valores

escalares y las discontinuas los ciclos que hacen de la red una red neuronal recurrente.

Sk—1

Compuerta de olvido E CELDA LSTM
hi—1 M@ 'Z- Jo el ]
X ‘ﬁ'_‘r"m [ M

3| e
Compuerta de entrada |

winpla] Ly

| U

>
>

Nodo de entrada
Vs :_" H’—’ z ._!mnh Sk ¥

Compuerta de salida
[ 0y hk
> 1
Uy -s "] z » g l_[ 7
A : A

Figura 2.13: Representacion gréfica detallada de una celda LSTM

Béasicamente se puede describir el funcionamiento de una celda LSTM mencionando
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sus tres caracteristicas principales. La primera es la capacidad de desechar informacién
irrelevante resultante de la etapa previa, la segunda es el poder actualizar selectivamente
el estado interno de la celda y por ultimo controlar lo que finalmente serd mostrado a la
salida. En resumen, se tiene que con este tipo de celdas la red controla tres cosas, qué
olvidar, qué recordar y qué salida producir, o dicho de otra manera, se puede seleccionar
aquello que la red debe y no debe aprender.

Un concepto importantisimo y diferenciador de las celdas LSTM es el llamado estado
de la celda que se puede ver como un carril que atraviesa la celda desde la entrada si_;
que es el estado anterior hasta convertirse en s, o estado de la celda después de pasar por
algunas modificaciones lineales, estas modificaciones dotan a las LSTM de la habilidad
de escoger qué informacién se debe olvidar y cual se debe recordar, gracias a esto las
celdas LSTM son llamadas en ocasiones celdas de memoria. Estas modificaciones son
reguladas por entidades llamadas compuertas, las LSTM se componen de tres compuertas
que son un enfoque distintivo de las LSTM, las compuertas son bédsicamente neuronas
tradicionales cuyo valor es usado para multiplicar el valor de otro nodo y esto las hace
parecer compuertas ya que si el valor de la compuerta es uno permite el flujo total de la
informacion y si es cero entonces la compuerta se cierra y la informacién no pasa. También
dentro de una celda LSTM se tiene un nodo de entrada y algunas modificaciones lineales
para obtener las salidas, estos elementos mostrados a detalle en la figura 2.13 se analizan

a continuacion.

Compuerta de olvido

La compuerta de olvido es la encargada de decidir qué informacién no forma parte del
estado de la celda y se realiza con una funcién sigmoide que toma en cuenta la salida de
la celda en un paso anterior hy_; y la entrada X multiplicadas por sus respectivos pesos,
y como salida fj se obtiene un mimero entre 0 que representa olvidar completamente la

informacién y 1 que guarda entonces la informacién completa.
fr = O'(Wf - X +vp-hpo + bf)

Compuerta y nodo de entrada

El nodo de entrada es una estructura que funciona en la manera tradicional tomando
la entrada de X y la suma ponderada de este vector pasa por una funcién de activacién

qué aunque en el trabajo original es una funcién sigmoide, tipicamente se usa una funcién
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tanh, la cual genera informacién candidata a ser tomada en cuenta para agregar al estado
de la celda y es regulada por la compuerta de entrada que decide qué informacién se debe
conservar. Esta compuerta es la que decide qué informacién se debe conservar en el estado
de la celda una funcién sigmoide que actualiza la informacién y una funcién tanh que crea
nuevos vectores que podrian ser anadidos al estado, finalmente se combinan las salidas y
este serd el valor que actualice el estado.

I = U(M'Xk+vi'hk_1 +bi)
S, = tanh(W's - Xyt vg - hp_g + bs)

Compuerta de salida

Como se mencioné anteriormente, las celdas LSTM permiten seleccionar qué
informacién se mostrara a la salida, por lo tanto, primero se filtra la informacién que

tiene el estado interno s; con esta compuerta.
0 = O'(Wo s X+ v, hpy + bo)

Salidas

Las celdas LSTM tienen dos salidas el estado s; que permite las relaciones a largo
plazo y la que serd la entrada a la siguiente capa de la red, la salida hy que muestra el
estado s regulado por la compuerta o, normalmente el estado se pasa por una funcién
tanh para que tenga el mismo rango dindmico que una neurona estandar, sin embargo,

en ocasiones se omite ya que asi es mds sencillo entrenar la red..

Sk = S i+ fr sk

hk = ok-tanh(sk)

Representacion compacta de una celda LSTM

Una vez analizados a detalle los conceptos que soportan la estructura de una red LSTM
es posible darse cuenta que la estructura interna de las compuertas y el nodo de entrada
se diferencian tinicamente en la funcién de salida por lo tanto en la figura 2.14 se muestra

una representacién compacta de la celda que ayudard a una mejor visualizacién ademés
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de introducir también el concepto de retraso que es ampliamente usado en el argot del
control automdtico generando asi un mejor entendimiento para el posterior andlisis del

entrenamiento de este tipo de red.

CELDA LSTM

Figura 2.14: Representacion compacta de una celda LSTM

En resumen, el algoritmo de propagacién hacia adelante de una celda LSTM con

compuerta de olvido estd dado por las siguientes ecuaciones.

fir = oWy Xy +vp-hyp_1+0by)
ir = o(Wi- Xp+v;-hpo1+0;)

S = tanh(Wy -« Xy + vs - hg—1 + by)
o = oW, X+ v, hgp_1+b,)

Sk = Sk ikt fr Sk

hi = o - tanh(sy)

Por comodidad se pueden concatenar X;, v hy_; en un mismo vector de entrada como
U, = [ hff 1] y agregar los valores escalares v a los vectores W, teniendo entonces Wr = [
vel, Wi = [W; vi], W = [Ws v,], Wo = [W, v,] y resultando en las siguientes ecuaciones.
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fe = o(Wp- Uk +by)

iy = o(Wr-Ug+b)

5 = tanh(Ws- Uy +b,)
or = o(Wo-U+b,)

Sk = Sk-ik+ fr Sk1

hk = ok-tanh(sk)

BPTT para las LSTM

Como se hizo en la retropropagacion de las MLP, se parte de una funcién de pérdida
en base al error generado por un valor meta y; al que se debe aproximar el resultado lo

m4s cerca posible.

N

E =2 (h— )

k=1
Donde N es el tamafio de la secuencia.
Entonces el objetivo es minimizar este error a cada paso k para lo cual se usa la técnica
del gradiente descendente lo que lleva a calcular el gradiente de E para algin parametro
P.

o
oP
Dado que E solo depende de los valores h;, v de y; entonces se puede usar la regla de

la cadena

N M j
OF _ 5~y OF Ohi
P &=~ o OP

donde hi es la salida de la celda j y M es el nimero de celdas, ahora se sabe que

N

oF 0
= (hk - yk)2

Ohy,  Ohy +—
Dado que la red propaga la informacién hacia adelante en el tiempo, un cambio en

h;, no afecta la perdida anterior al paso k, por lo tanto, se puede reescribir la ecuacién

33



anterior como

N

oF 0
= (hh—wy)* =

ohj,  Ohl =

OE
ohj,

Donde Ej, serd el error acumulado desde k hacia adelante. De esta manera se puede
reescribir la ecuacién del gradiente como

OF _ 5~ D5, 00
oP k=1 j=1 8% oP

Se debe poner especial atencién en FEj que es donde se encuentra la propagacién a

través del tiempo, ya que

aEk aEk 3Ek.+1

ol onl  onl

Entonces para calcular el gradiente de Ej, forzosamente ocupo FEj.; asi que siempre

se debe comenzar calculando Ey y de ahf hacia atréds en el tiempo.

2.3.5. Celda GRU

Desde la creacién de las celdas LSTM y debido a su complejidad han surgido diversas
variantes que tratan de resolver este problema, una de cllas y que ademds serd usada
en el presente trabajo es la celda GRU por sus siglas en ingles de Gated Recurrent Unit,
presentada por primera vez por Cho, et al. [22] cuya representacién se muestra en la figura
2.15.

La celda GRU combina las compuertas de olvido y de entrada en una sola celda de
actualizacién ademds de eliminar el concepto de estado de la celda y combinarlo con
su salida o estado oculto, de esta manera las ecuaciones que caracterizan este tipo de

estructuras estdn dadas por:

2z = oW, [h_1,24])

re = oW, [h_1,24])

he = tanh(W [ry « hy_q, x4))
he = (1—2) % hyy + 2 hy
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. Entrada Actualizacion

Xt

Figura 2.15: Celda GRU

Para esta las redes GRU el entrenamiento es exactamente igual al que se reviso para
las LSTM, es decir que se ocupa BPTT.
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Capitulo 3

Modelado de sistemas dinamicos con
RNN LSTM-GRU y NN profunda

3.1. Red LSTM-NN profunda

Lo primero que se necesita para proponer y entender la nueva arquitectura es definir
la celda recurrente basada en las celdas LSTM o GRU que serd usada en este capitulo.

A continuacién, se definen los dos tipos de celdas que de manera general ofrecen
resultados muy similares, por esta razén se pueden usar indistintamente en cualquiera
de las arquitecturas planteadas en el presente trabajo. La celda GRU serd usada en la
realizacién de los célculos ya que tiene todas las ventajas de la LSTM ademéds de una
arquitectura interna més simple. Las celdas LSTM y GRU se basan en un concepto clave
denominado estado de la celda que se podria entender como un carril que transfiere la
informacién relevante a la secuencia, también se le conoce como la memoria de la celda,
la informacién es agregada o removida de la memoria con las compuertas, esta celda se
compone de tres tipos de compuertas para proteger y controlar el estado de la celda, la
compuerta de olvido, la compuerta de entrada y la compuerta de salida.

1. La compuerta de olvido estd dada por:
F (k) =0 Wr (k) [y (k—1),u(k)]) (3.1)
Donde wu (k) es la entrada, y (k — 1) es la salida, o es una funcién sigmoide, si

la funcién ¢ = 1 representa "guarda esto” y si ¢ = 0 representa “deshazte de

esto”,Wr (k) es el peso de la compuerta.
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2. La compuerta de entrada I (k) la cual decide que cosas agregar al estado de la celda
estd dada por
I(k)=o(W; (k) [y (k—1),u(k)])

T (k) = tanh (Wx (k) [y (k — 1) ,u (k)]) (3.2)

Donde (k) e I (k) son estados internos. o decide que valores actualizar y tanh crea

un vector de nuevos candidatos a agregar al estado.

Para calcular el estado de la celda se agrega la salida de la compuerta de olvido y

la compuerta de entrada

w(k)=Fk)x(k—1)+1(k)T (k) (3.3)

3. La compuerta de salida decide cual serd finalmente la salida de la celda

O (k) = o (Wo(k) ly (k—1),u(k)])

y (k) = O (k) tanh (z (k)) (3.4)

y(k)

Figura 3.1: Estructura recurrente basada en la celda LSTM

El modelo de la celda de la figura 3.1 es bastante complejo, pero existe una variante de

esta celda que consiste en algo llamado conexiones de mirilla o “peephole connections”[11]
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en inglés, que consiste en crear conexiones en la celda LSTM que permiten a las compuertas
depender no solo de su estado previo si no también de su estado actual, de esta forma las
ecuaciones de las compuertas estédn determinadas por

Fk) = oW &)z (k=1),y(k—1),u(k)]) (3.5)
I(k) = oW (k)[z(k—=1),y(k—1),uk)]) (3.6)
Ok) = o(Wo(k)[x(k—1),y(k—1),u(k)]) (3.7)

Z (k) permanece sin ningin cambio, y el estado de la celda se compone de la siguiente

forma

2(k) = F(K)x(k — 1) + (1 — F(k))Z (k) (3.8)

El objetivo de esta arquitectura es modelar un sistema no lineal, esto actualizando
los pesos Wg, Wi, Wx v Wp, tal que la salida de la red converja hacia la salida real del

sistema, esto es

arg min

Wi Wy W W) D) = ()T (3.9)

Pues bien, la arquitectura definida anteriormente puede ser empleada perfectamente
para el modelado de sistemas no lineales, sabiendo que si

Uk)= fly(k—=1),...,y(k —ny),u(k),...,u(k —n,)) (3.10)

entonces se trata de un modelo de prediccion, y si

Uk) = Fu(k),. .. ulk —ny)) (3.11)

entonces, se trata de un modelo de simulacién.

Sin embargo, como de muestra en [12] y [13] los modelos recurrentes normales de LSTM
y GRU no pueden identificar adecuadamente un sistema usando el modelo de simulacién,
ademds de en ocasiones cortar los picos de y como se muestra en la figura 3.2

Para resolver esta situacién, en este capitulo se combina una red LSTM clésica con una
MLP, esta arquitectura a la que se denominard LSTM-NN para el modelado de sistemas
dindmicos se muestra en la figura 3.3, donde se tienen p capas ocultas, y cada una de las
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0.4

0.2

0.04

Figura 3.2: Sistema no lineal modelado con RNN LSTM tradicional

capas tiene ¢ estructuras recurrentes LSTM definidas anteriormente y la tltima capa es
un perceptrén multicapa (MLP).

Se disené una arquitectura bastante genérica que si bien puede tener las capas y
nodos que sean necesarios, en la préactica se demostré que la MLP puede ser sustituida
simplemente por un perceptrén, ademds en el caso del modelo de prediccién un bloque
LSTM es mas que suficiente para obtener un buen resultado y para el caso de simulacién
basta con agregar nodos en esa misma capa por lo tanto una capa oculta fue mas que
suficiente para realizar el modelado de sistemas no lineales con los que se puso a prueba
esta arquitectura lo que resulta muy eficaz debido al tiempo que tarda el entrenamiento

de cual se hablarg en la siguiente seccién.

Planta =@

\ 4

p,1 p,2 ' p.q

Figura 3.3: Arquitectura LSTM-NN para el modelado de sistemas dindmicos
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3.2. Entrenamiento de la red LSTM-NN profunda

Siempre que se habla de redes neuronales se habla de bloques o nodos conectados entre
si a los que se les denomina neurona, la estructura de estas neuronas esta formada por
una sola funcién de activacién, cominmente tanh. Las redes LSTM l6gicamente muestran
esta misma estructura y la arquitectura LSTM-NN no es la excepcién, aunque cada uno
de los bloques es en si algo mas complejo. De tal forma que el entrenamiento de esta red
tambien se realiza usando el concepto de retropropagacion, sin embargo, ya que se toma
en cuenta no solo el estado presente sino los estados previos, entonces el entrenamiento
se usara la retropropagacion a través del tiempo, cominmente conocida como (BPTT).

Se puede analizar primero el caso més sencillo sin pérdida de generalidad, donde k=1
y suponiendo en lugar del bloque LSTM una celda recurrente simple.

2 (k) = o [W (k) (k — 1) (3.12)
Si se toman m pasos a través del tiempo se tiene que
z(k—m)=¢[W(k)x(k—m—1)] (3.13)
Si y (k) es la salida deseada, § (k) = x(k), y el error estard dado por

J(k) =5 19 (k) =y (B)]* = &5 (k) (3.14)

DO =

Usando la técnica del gradiente, se tiene que

aJ (k)
aw (k)

W(k+1)=W (k) —n (3.15)

donde

8J(k) _ 0J(k) deo(k) dy(k) da(k) Op(k)
OW T Oeo(k) Oy(k) Ox(k) Op(k) OW (316)

=e, (k) ¢z (k—1)

Si se estiende este resultado a m pasos

Wik +1) =W (k) —n3Z, e (k) (k—1i)

e; (k) = ey (k)W (k) ¢/ = e, (k) I, [W (k) &] (3.17)

Cabe recordar que se estd usando una neurona recurrente tradicional, asi que se puede
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observar que si |W (k) ¢'|| > 1, el gradiente explota. Si [|[W (k) ¢'|| < 1, el gradiente se
desvanece. Las LSTM evitan estos problemas gracias a sus compuertas, de manera que
solo cuando ||W (k) ¢'|| ~ 1, se activa la celda. Entonces de acuerdo a lo anterior, los

pesos de la celda LSTM se actualizardn bajo las siguientes reglas

Wo (k+1) =Wo (k) —n 32, €O (k) [§ (k—@') u (k=)
WF(]?+1)=WF(I€)_7721 16F k) [ZJ( ( _Z)] (3.18)
Wi (k+1)=Wr (k) —n > er (k) [§ (k- ) (k)]
Wi (k+1)=Wx (k) —n XY ex (k) [§(k — 1), u (k)]

donde
eo (k) = eo—1 (k) Wo (k) ( (),
er (k) =ep_1 (k) Wg (k)o — 1)
er (k) =er- (k)w,(k Vg (k= 1), u (k) (3.19)
(k

)o'e (WX (k

ex (k) = ex—1 (k) Wx (k) ¢'c (Wi (k) [5 (k — 1) ,u (k)])

Esta regla de aprendizaje aplica solo para las celdas LSTM, sin embargo, la arquitectura

aqui propuesta es una arquitectura jerdrquica cuyo objetivo es entrenar los pesos de tal

forma que el error entre la salida del modelo neural y la salida de la planta sea minimizado.
1,

J = 36 €= y—vy (3.20)

Entonces, para la iltima capa que es un perceptréon se tiene la siguiente regla de
aprendizaje.
Wyn (k+1) = Wyn (k) — niiq (k) €0 (k) (3:21)

donde 1 > 0 es la taza de aprendizaje y J; 4, ¢ = 1-- - p, son las salidas de las LSTMs.

—> ‘xn 1| _l’
g m i n j)
E emj/m M en yn _____ —
—> 1
X, _"
X

Figura 3.4: Retropropagacién del error

Los errores son retropropagados del bloque 7 al bloque m como se muestra en la figura
3.4. Si conocemos e, entonces se puede obtener e, del modelo jerdarquico. Para el bloque
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n, se usard la regla de aprendizaje del gradiente descendente
wy, (k+ 1) = w, (k) — nepken (3.22)

Donde z,,, es la entrada al bloque 7, la cual es la salida del bloque m, y,,.

Para el bloque m, se usard la regla de aprendizaje del gradiente descendente
W, (k + 1) = W (k) - nwm,kem (323)

Ahora para transferir e,, del bloque n al error e, del bloque m, se tiene

em = [Woo' + (Wro' + Wx tanh’ +Wro') tanh’] e, (3.24)

Como la estructura interior de cada bloque LSTM es la misma, se puede usar la misma,
técnica para el entrenamiento de cada bloque siempre y cuando se conozca la salida del
error de cada uno de ellos.

Entonces el algoritmo de entrenamiento es el siguiente:

1. Calcular la salida de cada bloque LSTM. Algunas salidas del modelo deberan ser
las entradas del siguiente nivel.

2. Calcular el error de cada bloque comenzando desde el tltimo bloque y después
retropropagando los errores de identificacién

3. Entrenar los pesos de cada bloque independientemente.

3.3. Simulacién y resultados

La arquitectura propuesta LSTM-NN se puso a prueba con tres sistemas no lineales
diferentes tanto el modelo de prediccién como el modelo de simulacién, cabe aclarar que
en esta etapa se pensé importante realizar pruebas exhaustivas de comparacién contra
una red tradicional MLP para saber que aspectos son superiores y en que aspectos se
debe mejorar y de acuerdo con esto desarrollar nuevas arquitecturas capaces de superar
estas limitantes.

Para las pruecbas y resultados se usard el error cuadrédtico medio o MSE por sus
siglas en inglés como punto de comparacién, tanto el error resultante en el conjunto
entrenamiento M SEg, como el error resultante al probar la red con los datos de prueba
MSE,, el cual deberfa ser el més importante.
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Durante las simulaciones las variables que se tienen que ajustar para obtener un buen
resultado son:

1. Las diferentes combinaciones de p € N y ¢ € N que conforman la arquitectura de
N(-), es decir el nimero de capas y nodos que conforman la red neuronal.

2. El tamano de n, € Ny n, € N, en este caso se consideran n, =n, +1=n € N

para reducir el nimero de combinaciones y simplificar las pruebas.

3. La funcién de activaciéon de cada neurona que en teoria, y caracteristicamente en el
aprendizaje profundo, las funciones podrian ser diferentes en cada nodo, pero eso
alargaria mas el periodo de pruebas y se deja para etapas posteriores y ajustes finos
de la red. Por ahora, se considera a f como la no linealidad de cada uno de los nodos

— 1,

de la red y puede ser de tres tipos, simoide o(x) = —=, tanh(x) = WL_QI

T
ReLU(x) = maz(0,x).

4. Existen variaciones del SGD que han demostrado resolver el entrenamiento mucho
més rapido y mejor, en las pruebas se tomardn en cuenta los siguientes algoritmos
de optimizacién: SGD, RMSprop, Adagrad, Adadelta, Adam, Adamax y Nadam.

5. El nimero de épocas o iteraciones sobre los mismos datos, que determina en gran

medida el éxito del entrenamiento.

6. Finalmente aparecen dos variables que se obtienen como resultado de las distintas
combinaciones de las variables anteriores, ng la cantidad de pardmetros ajustables
de la red y el tiempo que toma entrenar la red, llamado T..

Dado que son muchas variables con las cuales jugar para obtener un buen resultado,
la estrategia a seguir serd realizar los cambios por etapas, y seleccionar el mejor resultado
de cada etapa para utilizarlo en la siguiente. Cabe aclarar que en todos los casos se usa

en el algoritmo un batch de 50.

3.3.1. Wiener-Hammerstein

En este ejemplo se usa el conjunto de datos SYSID 2009 Wiener-Hammerstein [14] con
188 000 pares (u(k),y(k)) , que se dividirdn en dos partes, 20 % para entrenamiento y 80 %
para prueba. Algo notable en esta divisién es que solo el 20 % de los datos son suficientes
para obtener buenos resultados, el destinar mds porcentaje de los datos al entrenamiento

aumenta el tiempo de entrenamiento mucho més de lo que reduce el margen de error
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Modelo de prediccién MLP

Lo primero es encontrar el modelo de prediccién, ya que es mds sencillo y ademds sirve

de base para el modelo de simulacién.

Primero habré que seleccionar qué funcién de activacién f usardn las neuronas y que
algoritmo de optimizacién es el mds conveniente, entonces se proponen p = 1, = 1y
n = 1 para estas pruebas.

De los resultados obtenidos en las tablas 3.1,3.2 y 3.3 se puede concluir que el algoritmo
mas ineficiente como era de esperarse es el SGD clésico, esto a pesar que en los tres
casos consiguié de hecho el mejor resultado, pero no fue si no después de muchas épocas,

demasiadas comparado con los demds algoritmos de optimizacion.

Como ejemplo de la ineficiencia del SGD, en la tabla 3.1 se llegé a un error de 4x10~*
después de 500 épocas y tardo mas de 5 minutos a diferencia del RMSprop que alcanzé

el mismo error en tan solo 10 épocas y tardo menos de 7 segundos.

N(¥) n | f | Optimizacion | Epocas | 6 | T, MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (z10—4)
p=1qg=1]|1|c|sgd ) 31330 | 123 123
p=lq=1|1|0|sgd 100 3| 59.40 | 20.15 22.22
p=lq=1|1|0|sgd 500 31314 |4.29 4.61
p=1q=1|1 | o | RMSprop ) 31336 | 15.91 17.56
p=1g=1|1 | o | RMSprop 10 316.39 |4.29 4.60
p=1lq=1|1 | o | Adagrad ) 31336 |79 72
p=1qg=1|1 | o | Adagrad 100 3| 60 11.10 12.23
p=1q=1|1 | o | Adadelta 5 31397 | 68 7
p=1q=1|1 | o | Adadelta 30 3119.03 | 4.25 4.56
p=lq=1|1 |0 | Adam 5 31353 |22 24
p=lq=1|1 |0 | Adam 15 31994 |4.23 4.55
p=1lq=1|1 |0 | Adamax ) 31338 |27 30
p=1q=1|1 | o | Adamax 15 31949 |4.24 4.56
p=1qg=1]|1 | o | Nadam ) 3138 5.91 6.45
p=1qg=1]|1 | ¢ | Nadam 8 3195.73 | 4.25 4.58

Cuadro 3.1: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacién
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N(+) n|f Optimizacion | Epocas | 0 | T, MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (210—4)
p=1qg=1|1 | tanh | sgd 5 31349 |38 42
p=1q=1|1 | tanh | sgd 100 316147 | 7.60 8.16
p=1q=1|1 | tanh | RMSprop 5 31331 |7.74 8.40
p=1qg=1|1 | tanh | RMSprop 10 316.36 | 7.60 8.17
p=1qg=1|1 | tanh | Adagrad 5 31336 |17 18
p=1q=1|1 | tanh | Adadelta ) 31349 |8.32 9.19
p=1q=1 |1 | tanh | Adadelta 10 316.68 | 7.60 8.17
p=1q=1|1 | tanh | Adam 5 313.60 | 7.63 8.25
p=1q=1|1 | tanh | Adam 10 316.53 | 7.60 8.19
p=1qg=1|1 | tanh | Adamax 5 31346 | 7.61 8.22
p=1qg=1|1 | tanh | Adamax 10 316.61 | 17.60 8.19
p=1qg=1|1 | tanh | Nadam ) 313.57 | 7.70 8.35
p=1qg=1|1 | tanh | Nadam 10 31687 |7.62 8.17

Cuadro 3.2: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién tanh y diferentes algoritmos de optimizacién

N() n|f Optimizacion | Epocas | 0 | T, MSEg | MSEp
(s) (z10-1) | (210-%)
p=1qg=1|1 | ReLU | sgd 5 31335 |11 12
p=1qg=1|1 | ReLU | sgd 40 316147 | 3.14 3.38
p=1q=1|1 | ReLU | RMSprop 2 31151 |3.15 3.39
p=1g=1|1 | ReLU | RMSprop 5 31354 |3.36 3.60
p=1qg=1|1 | ReLU | Adagrad 5 31336 | 3.43 3.73
p=1qg=1|1 | ReLU | Adagrad 15 31928 |3.14 3.39
p=1q=1|1 | ReLU | Adadelta 5 31345 |3.18 3.43
p=1q=1|1 | ReLU | Adadelta 10 316.34 |3.15 3.39
p=1q=1|1 | ReLU | Adam 5 31352 |3.18 3.42
p=1q=1|1 | ReLU | Adam 10 316.63 | 3.16 3.41
p=1q=1|1| ReLU | Adamax 5 31346 |3.17 3.42
p=1q=1| I | ReLU | Nadam 2 31166 |3.15 |3.39
p=1qg=1|1 | ReLU | Nadam 5 31363 |3.31 3.55

Cuadro 3.3: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién ReLLU y diferentes algoritmos de optimizacién
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Entre los mejores optimizadores estén el Nadam, RMSprop, Adamax y Adam
ordenados de acuerdo a sus resultados, de esta forma el Nadam, RMSprop se colocan en
este caso casi a la par como los mejores algoritmos de optimizacién ya que para todas las
funciones de activacién llegaron al minimo error siempre en menos épocas que los demas,
sin embargo vale la pena considerar los otros dos algoritmos para afinar el resultado
de N(-), incluso el SGD que siempre obtiene un error menor comparado con los otros
algoritmos.

0.225 4

0.200 1

0.175 1

0.150 1

0.1254

0.100 -

0.075 4

0.050

Figura 3.5: Mejor resultado del entrenamiento para MLP con 1 sola neurona usando Re LU
como funcién de activacién

Respecto a las funciones de activacién, se aprecia claramente que la funcién sigmoide
llega a un buen resultado con un error aproximado de 4x10~% pero se requieren més
épocas que en los otros dos casos como con tanh que resulté ser la menos adecuada
ya que aunque acelera el proceso de entrenamiento también llega a un resultado menos
6ptimo a diferencia de la funcién Re LU que como se esperaba dada su naturaleza agiliza el
proceso de entrenamiento drasticamente, y ademds demostré conseguir muy rdpidamente
el mejor resultado con un error de 3210~* para, todos los algoritmos de optimizacién. Esto
da una idea clara de en qué casos o hacia donde se debe enfocar el uso de las distintas

funciones de activacién.

En la figura 3.5 se muestra el resultado con el conjunto de prueba para N(-) con
1 sola neurona usando ReLU como funcién de activacién y Nadam como optimizacién,
después de tan solo dos épocas con un error de 3,392x107%. Aunque el resultado es ya
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N(v) n|f Optimizacién | Epocas | 0 T, MSEr | MSEp
(s) (x10-4) | (x10—%)
p=1 q=2 1| ReLU | Nadam ) 5 6.91 | 3.28 3.52
p=1q=3 1| ReLU | Nadam 5 7 4.2 00 00
p=2 q=2 1| ReLU | Nadam 2 3 3.98 |3.23 3.48
p=2q=3 1| ReLU | Nadam ) 15 4.36 | o0 00
p=>5 q=2 1 | ReLU | Nadam 10 21 14.5 | 3.14 3.39
p=50q=2 |1 | ReLU | Nadam 10 201 14.45 | 3.18 3.42
p=50 q=50 | 1 | ReLU | Nadam 10 79311 | 34.86 | 24 25
p=1 q=1 2 | ReLU | Nadam 10 ) 6.5 2.76 2.97
p=1 g=1 2 | ReLU | Nadam 30 5 18.44 | 0.185 0.201
p=1q=1 2 | ReLU | Nadam 100 5 61.71 | 0.088 | 0.098
p=1 q=1 3 | ReLU | Nadam 10 7 6.51 | 1.28 1.39
p=1q=1 3 | ReLU | Nadam 30 7 18.70 | 0.387 | 0.412
p=1q=1 5 | ReLU | Nadam 10 11 6.34 | 0.432 0.476
p=1q=1 5 | ReLU | Nadam 30 11 18.69 | 0.318 | 0.350

Cuadro 3.4: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con diferentes
arquitecturas

0.225 A

0.200 -

0.175 A

0.150 A

0.125 A

0.100 A

0.075 A

0.050 A

Figura 3.6: Prediccién de N(-) para el conjunto de prueba (linea punteada) contra el
resultado esperado usando una sola neurona con ReLLU algoritmo Nadam de optimizacion,
n =2y 100 épocas
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bastante bueno ahora es momento de trabajar con la estructura de la red para mejorar
el resultado. Cabe aclarar que en cada caso N(-) cuenta con ¢ capas y p nodos por capa
excepto la capa de salida, cuyo ntimero de nodos esta determinado por la naturaleza del
problema.

Los resultados obtenidos en la tabla 3.4 en los que se combinan diferentes valores de
P, q v n, es decir se experimenta con la estructura de N(-) son en verdad interesantes ya
que el mejor resultado obtenido en las pruebas es con una sola neurona y con n = 2, asi
se mejora muchisimo el error que baja de 4210™* a 921075, también se puede observar lo
sensible que es el modelo a variaciones en la estructura de la red ya que si se cambia n de
1 a 3, el error cambia en el orden de 100, ademds el agregar capas y nodos de mas a la
estructura puede llevar a un error muy grande representado como co.

Modelo de prediccién LSTM-NN

Si bien las redes neuronales MLLP muestran muy buenos resultados para el modelado
de sistemas no lineales aun tienen problemas que deben ser resueltos, el méds conocido
es el llamado "wvanishing gradients"para el cual se han desarrollado ya muiltiples técnicas
para superarlo, pero existen otros como el sobre entrenamiento, la correcta definicién de
sus hiper pardmetros como son el nimero de capas ocultas, los nodos por capa, el tipo de
conexién entre capas etc. El crecimiento de las redes neuronales ya sea en el nimero de
capas o nodos por capa hace dificil la exploracién de diversas arquitecturas y pardmetros
para la obtencién de un mejor resultado, esto debido al tiempo que toma el entrenamiento
y més aiin cuando se usan modelos de redes neuronales profundas las cuales por lo general
consiguen mejores resultados, sin embargo, son més lentas y dificiles de interpretar, sin
mencionar la naturaleza estdtica de las relaciones representadas por las redes neuronales.

Para el modelado con LSTM se usard el mismo esquema de capas ¢ y nodos por capa
p usado anteriormente con la MLP con la diferencia que cuando se hable de cualquiera de
los nodos de la red, este hard referencia a una celda LSTM, es decir, que se estard usando
una red neuronal recurrente LSTM.

Con esta arquitectura se espera un mejor resultado que con las MLP ya que a diferencia
de estas, las arquitecturas recurrentes han demostrado gran eficiencia para representar
relaciones dindmicas asf como dependencias a largo plazo. Ya que la construccion de las
celdas LSTM es diferente que la de un perceptrén se van a realizar nuevamente las pruebas
de funcién de activacién y algoritmos de optimizacion para saber cudles son los mejores
para este tipo de arquitecturas.

Como se observa en la tabla 3.5, la funcién ReLU parece no funcionar para este
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tipo de arquitecturas a diferencia de la funcién sigmoide que en todos los casos arrojé
resultados factibles y como era de esperarse los algoritmos RMSprop,Nadam,Adamax y
Adam probaron ser los mejores en ese mismo orden de aparicién, aunque a diferencia de
lo sucedido con las MLP el RMSprop es ligeramente superior. Lo siguiente serd probar
con la funcién tanh la cual se esperara mejore los resultados anteriores.

N(-) n|f Optimizacion | Epocas | 0 | T, MSEg | MSEp
(s) (210-4) | (210-%)
p=1q=1|1 | ReLU | sgd 5 16 | oo 00 00
p=1q=1]|2 | ReLU | sgd ) 24 | o0 00 o0
p=lg=1|1|o sgd 5 16 | 10.36 | 179 193
p=1qg=1|1|¢o RMSprop 5 16 | 9.79 | 40.99 45.02
p=lg=1|1 |0 Adagrad 5 16 | 10.03 | 134 146
p=lg=1|1]o Adadelta 5 16 | 10.13 | 904 98.7
p=lg=1|11|¢c Adam 5 16 | 10.05 | 88 96
p=lg=1|1 |0 Adamax 5 16 | 10.14 | 52 57
p=lqg=1|1]o0o Nadam 5 16 | 10.06 | 55 60

Cuadro 3.5: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacién

N(+) n|f Optimizacion | Epocas | 0 | T, MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (z10—%)
p=1qg=1|1 | tanh | sgd 5 16 | 9.80 | 112 122
p=1q=1|1 | tanh | RMSprop 5 16 | 10.04 | 16.68 18.71
p=1q=1|1 | tanh | Adagrad 5 16 | 9.87 | 308 319
p=1q=1|1 | tanh | Adadelta 5 16 | 10.06 | 39.86 44.13
p=1q=1|1 | tanh | Adam 5 16 | 10.06 | 68.09 74.40
p=1q=1|1 | tanh | Adamax 5 16 |1 10.13 | 28.84 | 32.04
p=1q=1|1 | tanh | Nadam 5 16 | 10.08 | 40.76 44.95

Cuadro 3.6: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacién

Como se esperaba la funcién tanh mejora los resultados obtenidos, sin embargo, los
algoritmos de optimizaciéon cambiaron ya que ahora el RMSprop, Adamax, Adadelta
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N(") n|f Optimizacion | Epocas | 0 | T, MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (z10—4)
p=1q=1|1 | tanh | RMSprop 10 16 | 18.78 | 11.23 12.52
p=1qg=1| 2 | tanh | RMSprop 10 24 | 18.63 | 12.78 14.12
p=1q=2|1 | tanh | RMSprop 10 28 | 30.28 | 9.68 10.77
p=1q=3 |1 | tanh | RMSprop 10 40 | 41.26 | 9.88 10.97
p=2q=3| 1 | tanh | RMSprop 10 96 | 41.95 | 9.58 10.66

Cuadro 3.7: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacién

y Nadam resultaron ser los mejores en ese orden de aparicién, y el RMSprop sigue
ligeramente superior.

Una vez analizadas las funciones no lineales y los algoritmos de optimizacién para una
arquitectura de un solo nodo, es turno de mejorar los resultados cambiando la arquitectura
de la red para obtener el modelo de prediccién. La arquitectura de la red es uno de los
aspectos que se buscan mejorar ya que la seleccién de los muchos pardmetros existentes en
las MLP complica el tiempo de disefio y segin el tamano de la red el tiempo de ejecucién

e incluso la implementacién.

0.5

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1

0.0 1

Figura 3.7: LSTM-NN modelo de prediccién, sin ajustar

De acuerdo a las pruebas mostradas en la tabla 3.7 se podria concluir que bajo esas

condiciones solo se podra alcanzar un error de 10210~% minimo y si se analiza la gréfica,
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se observa que esta muestra claramente lo que estd sucediendo.

En la Figura 3.7 se observa que el modelado en general es bastante bueno, sin embargo,
por alguna razén los picos superiores de la funcién se cortan, es decir que la funcién Y
estd limitada por un méaximo por la funcién de activacién de salida y como se puede ver
en la figura 3.8 con un vistazo mas amplio de los datos de prueba contra la prediccién del
modelo, esto sucede para todo k.

0.4

0.2

0.04

Figura 3.8: LSTM-NN modeclo de prediccién, sin ajustar, vision amplia

Por lo tanto se tratard, ahora con nuevas configuraciones cambiando unicamente la
funcién de salida, entonces f serd la funcién de activacion para todos los nodos o celdas
de la red excepto para la celda de salida que tendrd como funcién de activacion fy.

Una vez encontrada la estructura 6ptima que como se muestra en la tabla 3.8, se
observa que basta con dos celdas LSTM, una en cada capa, la primera con funcién de
activacién tanh y la segunda con funcién ReLU y con n = 4, cabe recordar que para el
modelo de prediccién y(k) = f(y(k—1),...,y(k—ny),u(k), ..., u(k—ny)), ny = nu+1=
n € N, ademds se usa RMSprop que demuestra ser muy eficiente para esta estructura de
N(-) encontrada.

Algo que sobresale inmediatamente es que el error alcanzado es de 4,52107% un
resultado mucho mejor que el de la MLP aunque muchisimo mds tardado en el
entrenamiento, ya que tomé casi media hora a diferencia de los 60 segundos de la MLP.
Mas adelante se hard un comparativo y se discutirdn més a fondo estos resultados, y se
verd porque es mejor la arquitectura con LSTM si es que aiin no queda claro. En la figura
3.9 se puede ver el resultado de mejor la prediccién contra los datos de prueba.

La estructura encontrada para el modelo con la arquitectura, LSTM-NN serd recurrente
de aquf en adelante, asi que se puede definir como estructura base N(-)*.
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N(-) n|f fsal Optimizacion | Epocas | § | T, MSEg | MSEp
(s) (z10—4) (z10—4)
p=1q=2 |1 | tanh | ReLU | RMSprop 10 28 | 29.91 | 3.23 3.47
p=1q=2|1|tanh | o RMSprop 10 28 | 30.31 | 154 17.3
p=1q=2| 2 | tanh | ReLU | RMSprop 10 36 | 29.70 | 2.89 3.08
p=1q=2| 3 | tanh | ReLU | RMSprop 10 44 1 30.55 | 1.45 1.55
p=1q=2 | 4 | tanh | ReLU | RMSprop 10 52 129.94 | 0.643 | 0.703
p=1q=2 |5 | tanh | ReLU | RMSprop 10 60 | 30.11 | 0.822 0.905
p=1q=2 |4 | tanh | ReLU | RMSprop 50 52| 137 | 0.388 0.427
p=1q=2 |4 | tanh | ReLU | RMSprop 100 52 | 271 0.315 0.347
p=1q=2 |4 | tanh | ReLU | RMSprop 200 52 | 543 0.272 0.294
p=1q=2 |4 | tanh | ReLU | RMSprop 800 52 | 2167 | 0.043 0.045

Cuadro 3.8: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacién
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Figura 3.9: Mejor prediccién contra los datos de prueba para la LSTM-NN
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Modelo de simulacién MLP

Una vez obtenido con éxito el modelo de prediccién entonces es momento de intentar
obtener un modelo simulacién que como ya se sabe, serd mds dificil de entrenar, sin
embargo, ya existe un punto de partida con los resultados anteriores, por lo tanto,
se empezard probando la estructura que obtuvo el mejor resultado anteriormente y
cambiando inicamente los valores de n. Se debe recordar en este apartado que el modelo
de simulacién es de la forma g(k) = N(u(k),...,u(k —n)).

N(+) n | f Optimizacion | Epocas | 6 | T. MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (210—%)
p=1qg=1|1 | ReLU | Nadam 10 2 | oo 171 187
p=1g=1|2 | ReLU | Nadam 10 3 | 171 187
p=1qg=1|5 | ReLU | Nadam 10 6 | o 171 187
p=1q=1| 30 | ReLU | Nadam 10 3116.55 | 7.72 8.09
p=1q=1| 35 | ReLU | Nadam 10 36 | 6.59 | 6.87 7.24
p=1qg=1| 39| ReLU | Nadam 10 401 6.56 | oo o0
p=1qg=1| 35| tanh | Nadam 15 36 | 10.21 | 5.23 5.98

Cuadro 3.9: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con diferentes
arquitecturas

En la tabla 3.9 se observa que para valores pequenos de 0, es decir, cuando se utilizan
muy pocos valores de la entrada le es imposible a la red realizar un entrenamiento correcto

asi que se necesitan tomar en cuenta mas valores previos de la entrada.

Si bien se podria establecer un modelo de simulacién con un solo perceptrén, a
diferencia del modelo de prediccién este no es lo suficientemente bueno ya que el error es
de alrededor de 62107, Por este motivo, ahora toca variar el nimero de capas y nodos
a ver si existe una mejora. En la tabla 3.10, se observa que el mejor resultado se obtuvo
con 6 capas de 25 nodos cada uno mas la capa de salida con un nodo y n = 35, con un
error de 6,3521075 que ya es confiable para usar como modelo de simulacién. También se
puede notar que la eficiencia del algoritmo Nadam es impresionante ya que en tan solo
30 epocas logra un resultado similar el logrado con RMSprop después de 1000 épocas. La

figura 3.10 muestra el resultado
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N(+) n |f Optimizacion | Epocas | # T. MSEg | MSEp
(s) (z10-%) | (2104
p=2q=6 | 35| tanh | Nadam 30 105 | 29.53 | 4.28 4.64
p=2q=10 | 35 | tanh | Nadam 30 135 | 29.53 | 4.89 5.32
p=2 q=30 | 35 | tanh | Nadam 30 255 | 70.07 | 5.27 5.91
p=5q=6 | 35| tanh | Nadam 30 336 | 70.07 | 1.56 1.72
p=5 q=20 | 35 | tanh | Nadam 30 786 | 54.06 | 1.33 1.51
p=10 q=6 | 35 | tanh | Nadam 30 921 | 29.42 | 0.978 1.086
p=20 q=6 | 35 | tanh | Nadam 30 2841 | 30.60 | 0.786 | 0.898
p=20 q=6 | 35 | tanh | Nadam 100 2841 | 106.97 | 0.628 0.711
p=25 q=6 | 35 | tanh | Nadam 100 4176 | 102.41 | 0.537 | 0.635
p=30 q=6 | 35 | tanh | Nadam 30 5761 | 31.89 | 1.2 1.3
p=20 q=6 | 35 | tanh | RSMprop 1000 28411 952.3 | 0.534 | 0.700

Cuadro 3.10: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con diferentes
arquitecturas
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Figura 3.10: Resultado para los datos de prueba del modelo de simulacién obtenido con
p=25,q=6,n =35, tanh y Nadam, con un error de 6,35210°
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Modelo de simulacién LSTM-NN

Ahora usando la estructura de la figura N(-)*, se encontrara el modelo de simulacién

*

y(k) = N(u(k),...,u(k — n)) para este sistema. Aqui cuando se usa N(-)*, se hace
referencia al nimero de celdas LSTM en la primera capa, como se muestra en la tabla

3.11.

N()* | n | Optimizacion | Epocas | 0 T. MSEg | MSEp
(s) (210—4) (210—%)

1 5 | RMSprop 10 40 | 30.61 | 170 186

1 10 | RMSprop 10 60 | 31.13 | 147 161

1 20 | RMSprop 10 100 | 30.65 | 14.2 15.86

1 30 | RMSprop 10 140 | 30.48 | 4.70 5.12

1 35 | RMSprop 10 160 | 30.30 | 6.15 6.21

1 35 | RMSprop 50 160 | 150 | 223 | 2.44

1 35 | RMSprop 500 160 | 1471 | 1.74 1.96

2 35 | RMSprop 50 320 | 155 1,78 1.90

3 35 | RMSprop | 50 88 [ 150 | L,74 | 1.82

4 35 | RMSprop 50 664 | 152 1,99 2.10

3 35 | RMSprop 100 488 | 299 1,53 1.62

3 35 | RMSprop 1000 488 | 2814 | 0,691 0.761

3 35 | RMSprop 2000 488 | 1468 | 0,852 0.922

3 35 | RMSprop 5000 488 | 13251 | 0,685 0.755

Cuadro 3.11: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacion

Después de una serie de pruebas mostradas en la tabla 3.11 se puede concluir que
el error minimo de 7x10-5 aunque se podria tomar de manera general como un buen
resultado, representa un error mayor comparado con el obtenido anteriormente con la
MLP para el modelo de simulacién de 6x10-5, sin embargo, para obtener con la LSTM
un resultado que pueda ser comparado con la MLP se realizé un entrenamiento de 5000
épocas, el cual tuvo una duracién de casi cuatro horas, un tiempo enorme si es que se
compara con el par de minutos que tardo la MLP en alcanzarlo, ademés si se observa la
tendencia de crecimiento del tiempo conforme se aumentan las épocas es probable que si
se entrena, durante 10,000 épocas podria tardar 10 horas o méds como se muestra en la
figura 3.11 y esto no garantiza obtener un error competitivo ya que si se analiza la figura
3.12, tal parece que el error llegé ya a un margen de oscilacién.
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En este punto se podria pensar que a diferencia de los nodos de la MLP, el aumentar
una celda LSTM més al modelo incrementara drédsticamente el tiempo de entrenamiento
dada su complejidad por lo tanto la cantidad de celdas deberd mantenerse al minimo; sin
embargo, del andlisis de la tabla se puede concluir que esto no es asf, pues agregar algunas
celdas en la misma capa es irrelevante en cuanto al tiempo de entrenamiento, aunque si

genera un gran efecto en el resultado y en el nimero de pardmetros.

Tiempo de entrenamiento(hrs)
o)

2+ 4

1+ 4

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Epocas

Figura 3.11: Epocas vs tiempo

200 T T T T T T T
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160 [ J

140 1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Tiempo de entrenamiento(hrs)

Figura 3.12: MSE vs tiempo

Asi que para mejorar este tiempo de entrenamiento se cambia la capa de salida por
un perceptrén con funcién de activacién RelLU.
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N(-) | n | Optimizacion | Epocas | 0 T. | MSEgp | MSEp
(s) (z10—4) (210—%)

1 35 | Nadam 10 150 | 19 | 4.84 5.28

2 35 | Nadam 10 307 |19 | 2.02 2.24

3 35 | Nadam 10 472120 |1.90 2.05

4 35 | Nadam 10 645 | 20 | 2.18 2.37

3 35 | Nadam 50 472 1 109 | 1.68 1.78

3 35 | Nadam 100 472 | 221 | 0.627 0.699

Cuadro 3.12: Resultados de entrenamiento para el modelo de prediccién con 1 capa de 1
neurona con la funcién sigmoide y diferentes algoritmos de optimizacién

Figura 3.13: Mejor resultado para simulacién con la arquitectura LSTM-NN
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3.3.2. Horno de gas

El conjunto de datos del horno de gas de Box, Jenkins, y Reinsel, 1994 [15], se usa a
menudo para el andlisis de series de tiempo. El horno es alimentado con gas metano el
cual representa las entradas u(k), y una vez adentro se combina con el aire para formar
una mezcla de gases con diéxido de carbono CO2 cuya concentracién es la salida y(k).

En este conjunto de datos se tienen 296 observaciones (z(k), y(k)) que fueron tomadas
con intervalos regulares de 9 segundos.

Modelo de prediccién MLP

Tomando como base el conocimiento adquirido anteriormente con las funciones no
lineales usadas en los nodos de la red y probados los algoritmos de optimizacién, podemos
partir de ciertas bases para disenar el modelo de prediccién. Dado que son muy pocos los
datos que se tienen se ocupardn un 60 % para el subconjunto de entrenamiento y un 40 %
de los pares para el subconjunto de prueba.

N(-) ni|f Optimizacion | Epocas | 0 T, MSEg | MSEp
(s) (z10-4) | (x10-%)
p=1q=1 |1 | ReLU | Nadam 10 3 0.40 | 301 341
p=1q=1 |1 | ReLU | Nadam 100 3 0.98 | 35.69 | 39.42
p=1q=1 |1 | ReLU | Nadam 200 3 1.63 | 17.48 26.59
p=1q=1 |2 | ReLU | Nadam 100 5 0.98 | 23.37 | 44.28
p=1qg=1 | 3 | ReLU | Nadam 100 7 0.99 | 80 121
p=2q=2 |2 | tanh | Nadam 1000 19 |0.98 | 6.84 24.5
p=2q=6 |2 |tanh | Nadam 1000 43 | 8.24 | 6.01 16.9
p=2q=10 | 2 | tanh | Nadam 1000 73 19.92]10.1 23.4
p=5q=2 |2 |tanh | Nadam 1000 61 | 7.07 | 3.45 14.08
p=5q=6 |2 |tanh | Nadam 1000 181 | 8.34 | 2.97 8.97

Cuadro 3.13: Resultados de entrenameinto para el modelo de prediccién con diferentes
arquitecturas

Se observa que a diferencia del modelo de Wiener-Hammerstein, el modelo del horno
de gas no es posible obtenerlo usando un solo perceptrén, y después de probar varias
configuraciones se obtiene el modelo con el minimo error que es la tltima fila de la tabla
3.13 y la grafica 3.14 muestra su resultado.
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Figura 3.14: Resultado del modelo de prediccién N(-) para el conjunto de prueba (linea
punteada) contra el resultado esperado, usando 6 capas de 5 neuronas, el algoritmo Nadam
de optimizacién, n = 2 y 1000 épocas

Modelo de prediccién LSTM-NN

Es momento de probar N(-)* con el ejemplo del horno de gas, dada la simplicidad de
la arquitectura de la red solo habrd que ocuparse de seleccionar acertadamente n ya sea
para el modelo de prediccién o el de simulacién, ademds del nimero &k de celdas LSTM
en la primera capa oculta. También se podrfa jugar con el algoritmo de optimizacién,
pero de aqui en adelante se usara RMSprop cuando £ = 1 y Nadam cuando k > 1,
aunque en teorfa se podrifan usar indistintamente, en los ejemplos anteriores se comprobd

experimentalmente que funcionan mejor de esta forma.

Primero es turno del modelo de prediccién.Se puede ver en la tabla 3.14 que con N(-)*
se logro un error de 7210~* que es mejor que el encontrado con la MLP, la figura 3.15
muestra el resultado.
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k | n | Optimizacion | Epocas | 0 | T, MSEg | MSEp
(s) (210—%) (10—4)

1|1 | RMSprop 50 18 2.5 |[390 510
112 | RMSprop 50 26 | 2.5 | 88 153

1| 3 | RMSprop 50 34|25 | 138 229

2 | 2 | Nadam 50 59| 2.5 | 309 470
1|2 | RMSprop 100 26 | 3 26,44 49,84
1|2 | RMSprop 500 26 | 7 6,6 18,16
1|2 | RMSprop 1000 26 | 12.5 | 2,3 8,0
1|2 | RMSprop 1500 26 | 17 1,8 7.7

Cuadro 3.14: Resultados de entrenamiento para el horno de gas, modelo de prediccién con
diferentes algoritmos de optimizacion
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Figura 3.15: Mejor resultado obtenido del modelo de prediccién de la LSTM-NN para el
horno de gas.
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Modelo de simulacién MLP

Para el modelo de simulacién se tomard en cuenta la estructura ya encontrada para
el modelo de prediccién y se probard primero para diferentes valores de n, para después
ajustar si es necesario la estructura de la red.

N(¥) n | f Optimizacion | Epocas | T. MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (z10—4)
p=5q=6 | 3 | tanh | Nadam 1000 176 | 9.37 | 116 218
p=5q=6 |5 | tanh | Nadam 1000 186 | 9.74 | 27.21 72.71
p=5q=6| 7 | tanh | Nadam 1000 196 | 9.31 | 9.44 51.90
p=5q=6| 7 | tanh | Nadam 2000 196 | 17.9 | 8.04 39.78
p=5 q=6 | 10 | tanh | Nadam 1000 211 | 9.31 | 8.87 41.94
p=5 q=6 | 15 | tanh | Nadam 1000 236 | 9.04 | 5.07 50.63

Cuadro 3.15: Resultados de entrenameinto para el modelo de simulacién con diferentes
arquitecturas

Se observa en la tabla 3.15 que el mejor resultado es el obtenido con n = 7 y despues
de 2 mil épocas. El resultado se muestra en la figura 3.16.
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Figura 3.16: Resultado del modelo de simulacién para el conjunto de prueba (linea
punteada) contra el resultado esperado, usando 6 capas de 5 neuronas, el algoritmo Nadam
de optimizacién, n = 2 y 2000 épocas
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Modelo de simulacién LSTM-NN

Ahora se diseflard el modelo de simulacién dnicamente variando n para N(-)*

encontrado anteriormente.

k| n | Optimizacion | Epocas | 8 | T, | MSEg | MSEp
(s) | (z10—%) (z10—4)

1{2 | RMSprop 500 1818 | 299 377

115 | RMSprop 500 30 | 8 | 57,34 123

1|7 | RMSprop 500 388 |10,98 44 87

119 | RMSprop 500 46 | 8 | 7,62 41,74

1 {10 | RMSprop 500 50| 8 | 7,49 43,93

Cuadro 3.16: Resultados de entrenamiento para el horno de gas, modelo de simulacién
con diferentes algoritmos de optimizacién

En la tabla 3.16 se observa que con realmente muy poco esfuerzo y usando N(-)* se
logra un resultado muy similar al de la red MLP con un error de 4x10-3, la grafica se
muestra en la figura 3.17.
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Figura 3.17: Mejor resultado obtenido del modelo de simulacién de N(-)* para el horno
de gas.
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3.3.3. Sistema no lineal

Fl sistema a modelar en este ejemplo es el siguiente

y(k)

S R0

+ud(k)
con

7wk

u(k) = Asin(g—lg) + Bsin(z—o)

Para modelar el sistema se generé un conjunto de datos de prueba de 80,000 ejemplos
donde A = B =1y para probar el modelo se usé un conjunto de datos con entrada u(k)
donde A=09y B=1,1.

Modelo de prediccién MLP

En las pruebas se usa nuevamente el proceso propuesto anteriormente donde se toma
como base el algoritmo de optimizaciéon Nadam y se usa de la funciéon Re LU, para después
cambiar a la funcién tanh.

N(+) n|f Optimizacion | Epocas | ¢ T. MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (z10—%)
p=1qg=1 |1 | ReLU | Nadam 10 3 14.09 | 5.02 5.43
p=1qg=1 |2 | ReLU | Nadam 10 5 14.15 | 0.28 0.34
p=1q=1 |3 | ReLU | Nadam 10 7 14.22 | 0.59 0.72
p=2q=2 |2 | tanh | Nadam 10 19 | 16.70 | 1.64 1.73
p=2q=10 | 2 | tanh | Nadam 10 73 | 27.71 | 1.86 1.94
p=5q9q=2 | 2 | tanh | Nadam 20 61 | 33.13]0.186 0.225
p=5q=10 | 2 | tanh | Nadam 30 331 | 81.25 | 0.074 | 0.090
p=5q=10| 2 | tanh | Nadam 50 331 | 150 | 0.068 0.076

Cuadro 3.17: Resultados de entrenamiento para el modelo de simulacién con diferentes
arquitecturas

Se encontré al final un modelo muy bueno con un error de tan solo 3,52107¢ con solo

50 épocas, posiblemente exista una estructura mejor, pero esta es lo suficientemente buena
para detener la bisqueda.
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Figura 3.18: Mejor resultado para el modelo de prediccién usando MLP

Modelo de prediccién LSTM-NN

Usaremos N (-)* para encontrar el modelo de prediccion.

k | n | Optimizacion | Epocas | ¢ T, MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (210—%)

1 (1| RMSprop 10 18 | 39 5,47 5,89
1|2 | RMSprop 10 26 | 40 0,673 0,748
113 | RMSprop 10 34 |40 1,08 1,28

2 | 2 | RMSprop 10 59 |41 0,471 0,524

2 | 2 | Nadam 10 59 | 42 0,290 0,351
312 | Nadam 50 100 | 204 | 0,100 0,114
312 | Nadam 300 100 | 1155 | 0,079 0,093
312 | Nadam 500 100 | 1991 | 0,059 0,073

Cuadro 3.18: Resultados de entrenamiento para el SNL, modelo de predicciéon con
diferentes algoritmos de optimizacién

Después de 500 épocas se logré un error de 721076 al igual que con la MLP, el resultado
se muestra en la figura 3.18
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Figura 3.19: Mejor resultado obtenido del modelo de prediccién N(-)* para el SNL

Modelo de simulacién MLP

A continuacién se encontrard un modelo de simulacién adecuado, Siguiendo la misma
metodologia se sabe que se obtiene un buen resultado haciendo de n un valor grande y
tomando como base el modelo de prediccion.

N(+) n | f Optimizacion | Epocas | 0 T. MSEg | MSEp
(s) (z10—4) (z10—4)
p=5q=10 | 1 | tanh | Nadam 10 316 | 26.94 | 9.43 10.46
p=5q=10 | 3 | tanh | Nadam 10 326 | 26.75 | 0.809 0.925
p=5q=10 | 5 | tanh | Nadam 10 336 | 26.95 | 0.701 0.820
p=5q=10 | 7 | tanh | Nadam 10 346 | 25.80 | 0.500 0.660
p=5 q=10 | 10 | tanh | Nadam 10 361 | 26.22 | 0.448 0.659
p=5 q=10 | 15 | tanh | Nadam 10 386 | 26.86 | 0.313 0.436
p=5 q=10 | 20 | tanh | Nadam 10 411 | 25.94 | 0.548 0.780
p=5q=10 | 15 | tanh | Nadam 20 386 | 59.61 | 0.089 0.195

Cuadro 3.19: Resultados de entrenameinto para el modelo de simulacién con diferentes
arquitecturas
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Figura 3.20: Mejor resultado del modelo de simulacién para el sistema no lineal usando
MLP

Modelo de simulaciéon LSTM-NN

Se seguira con el mismo procedimiento que fue usado anteriormente para encontrar el

modelo de simulacion.

k | n | Optimizacion | Epocas | 0 T, MSFEg | MSEp
(s) (z10—4) (z10—4)
3|5 | Nadam 50 112 | 196 0,405 | 0,551
3 | 10 | Nadam 50 232 | 172 0,458 | 0,598
319 | Nadam 200 160 | 990 0,286 | 0,413
319 | Nadam 500 160 | 2574 | 0,244 | 0,387
319 | Nadam 10000 | 160 | 40004 | 0,091 0,217
319 | Nadam 20000 | 160 | 40004 | 0,091 0,217
69 | Nadam 50 391 | 200 0,143 | 0,286
6|9 | Nadam 400 391 | 1663 | 0,081 0,202
69 | Nadam 600 391 | 2436 | 0,067 | 0,198

Cuadro 3.20: Resultados de entrenameinto para el SNL, modelo de simulacién LSTM-NN
con diferentes algoritmos de optimizacién

Como se puede observar en la tabla 3.20 con k = 6 y n = 9 después de 600 épocas se
obtiene un error de 12107° al igual que con la MLP y el resultado se muestra en la figura

3.21
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Figura 3.21: Mejor resultado obtenido del modelo de simulacién de la MBS-LSTM para
el snl

3.3.4. MLP frente a LSTM-NN

A continuacién, se muestran tablas comparativas donde se podran observar claramente
los resultados de cada uno de los ejemplos ya sea para el modelo de predicciéon o de
simulacién usando el enfoque conocido de MLPs contra la LSTM-NN.

De estas tablas se tienen los siguientes aspectos:

1. Las dos arquitecturas llegan a un resultado muy similar, incluso en términos

précticos se podria decir que es el mismo resultado.
2. El tiempo de entrenamiento en general es mayor para la LSTM-NN.

3. A diferencia de lo que se podria pensar dada la complejidad de las celdas LSTM,
el nimero de pardametros de la MLLP crece mucho mas junto con la complejidad del
problema que en el caso de la LSTM-NN.

4. La arquitectura de la LSTM-NN siempre se mantiene simple y fécil de encontrar.

Por lo tanto, es facil observar que la LSTM-NN es muy superior que la MLP ya
que resuelve el problema de " Vanishing Gradient", ¢l nimero de pardmetros necesarios
de manera general es menor, encontrar una configuraciéon que resuelva el problema es
sumamente sencillo y se obtienen los mejores resultados. El inico inconveniente que tiene

es el tiempo ya que tarda mds en entrenarse que las MLP.
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Arquitectura | parametros | p | q | n | épocas | 1. | MSEg | MSEp

(s(; (10—4) (210—%)
MLP 5 1 100 62 | 0.088 0.098
LSTM-NN 52 1(1(4]100 70 | 0.043 0.045

[\

Cuadro 3.21: Resultados MLP contraLSTM-NN para Wiener-Hammerstein, modelo de
prediccién

Arquitectura | parametros | p [ q | n | épocas | T, | MSEg | MSEp
(s) (210—4) (210—4)

MLP 4176 256 |35 100 102 | 0.537 | 0.635

LSTM-NN 472 3 [1]35]100 221 | 0.627 | 0.699

Cuadro 3.22: Resultados MLP contraLSTM-NN para Wiener-Hammerstein, modelo de
simulacién

Arquitectura | parametros | p | q | n | épocas | T, MSFEg | MSEp

(s? (z10—14) (z10—4)
MLP 181 56| 2] 1000 8.34 | 2.97 8.97
LSTM-NN 26 111121500 17 1.8 7.7

Cuadro 3.23: Resultados MLP contraLSTM-NN para el horno de gas, modelo de prediccién

Arquitectura | parametros | p | q | n | épocas | T, MSEg | MSEp
(s) (z10—%) (z10—%)

MLP 196 5167 |2000 9.31 | 8.04 39.78

LSTM-NN 50 11110500 8 7,49 43,93

Cuadro 3.24: Resultados MLP contraLSTM-NN para el horno de gas, modelo de
simulacion
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Arquitectura | parametros | p | q | n | épocas | T, MSEg | MSEp
(s) (x10~4) | (2104)

MLP 331 5110|2 |50 150 [ 0.078 | 0.076

LSTM-NN 100 311 |2][500 1991 [ 0.059 | 0.073

Cuadro 3.25: Resultados MLP contraLSTM-NN para el snl, modelo de prediccién

Arquitectura | parametros | p| q | n | épocas | T, MSEg | MSEp
(s) (z10-4) | (2104

MLP 386 5110|1520 59.61 | 0.089 | 0.195

LSTM-NN 391 611 |9 |600 2436 | 0.067 | 0.198

Cuadro 3.26: Resultados MLP contraLSTM-NN para el snl, modelo de simulacién
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Capitulo 4

Entrenamiento estable para la RNN
LSTM-NN profunda

Si bien en el capitulo anterior la red LSTM-NN demostré tener miltiples ventajas
frente a las redes neuronales tradicionales, una desventaja presente en todo momento
fue la complejidad del entrenamiento, pues la retropropagacion a través del tiempo es
realmente lenta, ademds de que el resultado podria llegar a ser incierto, nada garantiza

que bajo la seleccién de pardmetros seleccionados el error converge.

Por estas razones, este capitulo se dedica a la obtencién de un entrenamiento estable
para las redes LSTM y en especial para la arquitectura LSTM-NN antes descrita.

4.1. Celda GRU como estrcutura FNN-RNN

Para simplificar las ecuaciones sin perder generalidad y por su especial similitud como

se menciond anteriormente, se usard como bloque una estructura basada en la celda GRU.
Se compone de dos compuertas tinicamente que son

1) Compuerta de olvido:
F (k) =0 Wp k) ly(k—1),u(k)]) (4.1)
2) Compuerta de entrada:

L(k) = o (Wi (k)[y(k=1),u(k)])

7 (k) = tanh (Wx (k) [ (k)y (k —1)]) (4.2)
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Figura 4.1: La celda GRU

El estado de la celda y el estado oculto se mezclan como
gy(k) =gk =1+ F(k)[gk) -9k —1)] (4.3)

Para cada bloque se utiliza 2 (k) como el estado interno, la salida de este bloque es
y (k) =z (k+1), la entrada es u (k) . De tal forma que la dindmica de la GRU (4.3) es

Tpy1 = 2 — 0 Wiy + Wyue) 2 + 0 Wiy + Woug) ¢ (Wa [0 (Waay) )

La celda GRU (4.3), mostrada en la figura 4.1 es entonces una simplificaciéon de la
celda LSTM.

El bloque GRU en la figura 4.1 se puede transformar en la figura 4.2. De tal forma
que la GRU sea una Red Neuronal Recurrente (RNN) con una red Feedforward (FNN)

RNN: z(k+1) = Az (k) — o Wiz (k) + Wyu (k)] @ (k)

1
FNN: (k) = 6 (Wao [Waz (k)] 2 (k) + 2 (F) (14)

=g}

donde A = I, @, es la entrada virtual de FNN a RNN.

Para entrenar la FNN y la RNN en la figura 4.2, el error de entrenamiento tiene que
ser retropropagado del bloque RNN a el bloque FNN. El error de entrenamiento a la salida
del RNN esta definido como eg, entonces el error en la salida del bloque FNN se define

como ep, entonces

0
e = a—jeR (45)

donde o es la funcién de activacién de la GRU.

71



RNN

ulk) i
P> I

) 1)

Figura 4.2: Celda GRU como estrcutura FNN-RNN

4.2. Estabilidad para FNN

Primero se disefia un método de entrenamiento estable para la red feedforward (FNN).
La entrada de la FNN en (4.4) es x (k) ,la salida es @ (k) , el error de entrenamiento es ep
definido en (4.5). Este error de identificacion puede ser representado como

er (k) = ¢ Wapa (k) o Wy (F)]) — ¢ (Woa (k) o Wy (R)]) + o (k) (4.6)

donde W5 y Wy son un conjunto de pesos desconocidos, los cuales pueden minimizar el
error de modelado y, (k).

Usando series de Tylor alrededor del punto W3 x (k) y Way, el error de identificacién
puede ser representado como

(WQ,k — WQ*) o+ ¢/01W27kl‘2 (k) (W/737k — W3*) + 1251 (k‘) +é1 (k) (47)

er (k) = ¢ (Wapr (k) o Wiz (K)]) — ¢ (Waz (k) o [Wiz (k)]) + 1y (k)
)
) V~V27k0 + QZSIO-/WQ’]CQIQ (k‘) ng + 01 (k?)

@'y o’ son las derivadas de la funcién de activacién no lineal ¢ () y o (+) en los puntos
Worx (k) y Waga (k). Wop = Way, — W5, Wy = Way — Wy,

01 (k) = g (k) + &1 (k) (4.8)
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aqui €1 (k) es el error de aproximacion de segundo orden de las series de Taylor.

En el presente trabajo se presenta la identificaciéon a lazo abierto, se asume que la
planta es BIBO estable, i.e., y(k) y u(k) estan acotadas. Por la cota de la funcién sigmoide
¢ se puede asumir que 7 (k) in (4.8) esta acotada. Entonces el siguiente teorema ofrece

un algoritmo de retropropagacién estable para FNN en la figura 4.2.
Teorema 1

Para la parte feedforward de la LSTM, FNN, el siguiente algoritmo de
retropropagacién puede hacer al error de identificacién ey (k) acotado

Wa 1 = Woy, — mper (k) ¢’z (k) o

(4.9)
Wi i1 = Wi — nper (k) ¢'o’'Wa a2 (k)

Ui

1+ ||¢'a2 (k) o||* + | /o’ Wasa? (k)|
identificacion satisface

donde 7, = 0 < n < 1. El promedio del error de

29

T
. L 2 N+
J = lim sup T kEZI en (k) < ;(51 (4.10)

T—o0

K ) , -
donde 7 = . —Z - [1 ~ 1T J > 0, & = mix (||<;5/:l;2 (k) ol + ||¢/ o' W pz? (k’)||2> , 01 =
mise [5} (1)

Prueba
Se selecciona una matriz definida positiva L; como
-2
’W&’“H (4.11)

- 2
Ly = ‘ Wzka +

Despues de la regla de ajuste (4.9), se tiene
WQ,k+1 = Wz,k — Nker (k) ¢/f172 (k) g, Wa,k+1 = W3,k — Nier (k) ¢/0'W2,k«%’2 (k’)
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Como ¢’ es una matriz diagonal, y usando (4.7) se tiene que

ALy = uwz,k — nier (k) ¢'2? (k) UH2 + HWM —myer (k) ¢ o'W a® (k)H2

[

= riter (k) (162 (k) o]* + /0" Wana® (k)

_277k ler (k) 2 (k) oWay, + ¢'o' W pa? (k) Ws’kH (4.12)
— iized (k) (1622 (1) o> + 16/ o' Waa® (B)]*) = 2 lex (k) ler (k) — 81 (K]

s—nkew) (1= (922 (k) ol + 1o Wag? () |1P) ]+ (k)
< —me. (k) + 07 (k)

donde 7 esta definida en (4.10). Porque

n [mm( ) + min (w3z)] <Lp,<n [max( ) + méx (wgz)]

donde n [min (LD%Z) + min (LD%Z) y n [méx (sz) + méx (w%z)} son funciones K, y

meZ (k) es una funcién Ko, 763 (k) es una funcién K.

Se conoce Ly que es la funcién de ep (k) y 01 (k), entonces L; admite una funcién
suave ISS-Lyapunov, la dindmica de identificacién del error es entrada-estado estable .
porque la entrada ¢; (k) esta acotada y la dindmica es ISS, el estado e (k) es acotado.

Prueba

(4.12) puede ser reescrita como
ALy, < —me3 (k) +16% (k) < we% (k) + 16y (4.13)
Sumando (4.13) de 1 a T, y usando Ly > 0 y L, una constante, se tiene

LT—L1< WZK 1€F(IC)+T’I751
FZK 1€F(k)<L1 LT+T7]51§L1+T7]61

(4.10) esta establecida.

Debido a que hay una retroalimentaciéon externa entre las entradas y salidas, los
gradientes de los errores en la RNN dependen de sus valores previos. Por lo tanto, el
método de entrenamiento para la FNN no puede ser aplicado a la RNN.
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4.3. Estabilidad para RNN

La RNN en (4.4) puede ser reescrita como
x(k+1)=Ax (k) — o [Wix (k) + W,u (k)] a (k) (4.14)

donde A = %I , a es una constante positiva a > 1 la cual es un pardametro de diseno,
entonces A es estable.

De manera similar con (4.6), el error de identificacién eg (k) puede ser representado

COmo

er (k+1) = Aeg (k) + o Wiz (k) + Wyu (k)] @ (k) — o Wiz (k) + Wyu (k)] @ (k) + p ()
(4.15)
donde W; y W son pesos constantes que pueden minimizar el error de modelado i (k).

Usando series de Tylor al rededor de los puntos Wy (k) z (k) y Wyu (k)

o Wiz (k) + Wou (k)] @ (k)—0 Wiz (k) + Wi (k)] @ (k) = o'W (k)+0' W, ku (k)+e2 ()
(4.16)

donde W]_’k = Wi, — W7, Wu,k = Waur—W., g2 (k) es el error de aproximacién de segundo

orden. ¢’ es la derivada de la funcién de activacién o (-) en el punto Wiz (k) + W,u (k)

Entonces
er(k+1) = Aeg (k) + oWy (k) + o' Wy pu (k) 4 65 (k) (4.17)

donde 95 (k) = py (k) 4+ €2 (k).

FEl siguiente teorema ofrece un algoritmo de aprendizaje estable de la parte RINN.

Teorema 2

Para la parte recurrente de la LSTM, RNN, la siguiente ley de actualizacién de

gradiente puede hacer al error de identificacién e (k) acotado

Wiks1 = Wi — o’z (k) a(k)e
W1 = W —mpo’u (k) @ (k) e

()

®) (4.18)

=N oS
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donde 7 (k) satisface

77 ifaller(k+1 er(k
mf{ T e @il + ru@agp Ul e O]
0 £ aen (5-+ 1) < llea (9]

0<n<1,ael eigenvalor de A

Prueba

Se selecciona la funcién de Lyapunov como

~ 2 2
V= ]+ [

‘Wu,k

-2 o
donde HWlkH =YL W =tr {WlTkVV]k} . De la ley de actualizacion (4.18)
Wi k1 = Wiy — nyo’e (k) @ (k) e ()
Entonces
AVp = Vi1 = Vi
. 2 . 2
- HWM — o'z (k)@ (k) b (k:)H . ‘WMH
. 2
W = moru iy @y e )| -

=1 e (0 llo" (k) @ (k) | = 2n,
i llew (R 1o (k) @ (k)| = 205 o7 (k) & (k) Wy (8)]

Existe una constante a > 1, tal que

Prueba

1)Sialleg (k+1)|| > |ler (k)||, usando (4.17) y n, > 0,

2|0 Waw (k) @ (k) e ()| = 20 (k) o7 (k) @ (k) Wy (8)|

< =20y ||k, (k)| llaer (k +1) — Aeg (k) — 02 (k)|

= —2n, Heﬂ (k) ae (k +1) — ek (k) Aeg (k) — €k (k) 62 (k‘)H

< —2n [jeh (k) ac (k + V)| + 20k (k) Aew (k) + 20 (k) || (k) 6 (6)]
< —2n; len (B) > + 20w (A) llen (DI + ¢ e (&) + 1 (k) 162 (R
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como0<n<1,,

AVi < len (0)IP o7 (k) @ (R)” + o llew (0 o' () (1)
i le (DI + 20 () A (4) lem (&) + 1 102 ()
= [ o (1)) -y AT RGP £ o ()5 )

d 2 (k 05 (k
T+ o' (8) @ (P + o (B a (| 7 )+ % ()
< —mey (k) +nds (k)

(4.19)
o =méx ([lo'z (k) @ (K)|* + lo"u (k) @ (k)]%).

donde 7 = i

1 — 2 max (A) —
+ K (4) 14+ &

como —1 <A (A) <0, 7>0

nmin (@) < Vi < nmix (@7)

donde n x min (@?) y n x max (w?

7

) son funciones Ko, y me% (k) es una funcién K,
163 (k) es una funcién K, entonces Vj, admite la funcién suave ISS-Lyapunov, la dindmica
del error de identificacién entrada-salida estable. La ”entrada” corresponde al segundo
término de la dltima linea en (4.19), i.e., €l error de moedelado 65 (k) = py (k) + €2 (k) ,
el "estado” corresponde al primer término de la tltima linea en (4.19), i.e., el error de
identificacién eg (k) . Como la "entrada” ¢ (k) es acotada y la dindmica es ISS, el ”estado”
e (k) es acotado.

2) Sialle(k+1)| < |le(k)||, AVi = 0. Vi es constante, Wy y Wy son constantes.
Entonces |leg (k+ 1) < 2 |ler ()|, 2 < 1, eg (k) es acotada.

Nota

La condicién a|e(k+1)|| > |le(k)|| es la zona muerta. Si a se selecciona lo
suficientemente grande, la zona muerta se vuelve pequena. Donde ¢ = 1, es una LSTM
estandar. Los algoritmos estables (4.9) y (4.18) son mucho mas simples que el de
retropropagacion a través del tiempo (BPTT), el cual es usado en la mayoria de las
redes LSTM. Otra ventaja importante de este algoritmo es que puede ser aplicado para
modelado en linea, mientras que BPTT es un proceso por lotes, la identificaciin en linea
con BPTT es demasiado lenta.

Tgual que antes se sabe que el nuevo modelo propuesto LSTM-NN es una estructura

jerdrquica, cuyo objetivo es entrenar los pesos de tal forma que el error entre la salida del
modelo, y la salida de la planta sea minimizado. El rendimiento se define como



El ultimo bloque, el bloque NN, es una MLP clésica, cuyo entrenamiento es el gradiente

descendente
Wi (k + 1) = Wy (k) = ngig (K) e, (K) (4.20)

donde 1 > 0 es la taza de aprendizaje y §;4, ¢ = 1---p, son las salidas de la tltima capa
de LSTMs. El error es retropropagado a las celdas LSTM como e,, = e,¢' Wy

xn 1
—>
—> X 1
> m 5 i n 9
i X J}
i k
; e, n ¢ no -
n
¥ i
mo !
X

Figura 4.3: Error de retropropagacién

Las estructuras interiores de cada LSTM o GRU son las mismas, se puede usar la
misma regla de aprendizaje para cada celda RNN. Los errores son retropropagados desde
el bloque n hacia el bloque m si se conoce e,, entonces e, se puede obtener del modelo
jerdrquico. Para el bloque n, usamos la regla del gradiente descendente

Wy, (k + 1) = Wy, (k) — N kCn

donde z,, . es la salida del bloque n, la cual es la salida del bloque m, y,,.

0
€m = 8_(Zwuen (421)

Como el interior de las estructuras LSTM son las mismas, se puede usar la misma
técnica para entrenar cada bloque si se conoce el error de cada bloque, entonces se puede

entrenar. El proceso de entrenamiento es el siguiente.

1. Calcular la salida de cada LSTM. Algunas salidas del modelo serédn las entradas del

siguiente nivel.

2. Calcular el error de cada bloque, empezando por el tltimo bloque. Entonces
retropropagar los errores de identificacién

3. Entrenar los pesos para cada bloque independientemente.
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4.4. Simulaciéon de un sistema aerodinamico

Para probar este entrenamiento se utilizo el sistema aerodindmico mostrado en la
figura 4.4

Center of gravity
of the airfoil

Figura 4.4: Sistema aerodindmico

Este sistema es un modelo de cuatro entradas y dos salidas que pueden ser

{ Ci(2) }:{ fi(lMe, g, by o, t) } (4.22)
Con(t) fo Moo, g, b, at, 1) '

donde C; y C,, son el coeficiente de elevacién y el coeficiente del momento

representadas como

respectivamente, M., y ag son el nimero de encuentro de flujo libre y el dngulo de
ataque medio, respectivamente. h y « son el desplazamiento de hundimiento y cabeceo,
respectivamente.

Distintas técnicas pueden ser usadas para reducir el orden del modelo y ponerlo de la

Ci(t) B ]El(h,a, t)
{ Cim(?) }_ { Fa(h, o t) } (4.23)

El problema es que el modelo acrodindmico de orden reducido es vélido alrededor del

siguiente forma

entorno de la condicién de vuelo donde se generan los datos de entrenamiento, y es casi
imposible construir un modelo aerodindmico de orden reducido vdlido para un rango de

condiciones de vuelo utilizando los modelos simplificados.
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Entonces el reto es entrenar el modelo LSTM-NN para que sea vélido sobre el rango
de pardmetros de vuelo de interés (Meomm < Moo < Moo max,@0mi < 00 < Qpmax) qUE €N

este caso serd el que se muestra en la figura 4.5

17 //%
S 5l @////7 ////%
o %/////////z

-1
0.74 0.76 0.78 0.80 0.82 0.84 0.86
M

a

Figura 4.5: Rango de pardmetros de interés

Los pardmetros seleccionados conforman la matriz X

My  aoa

M «
x=| T T (4.24)

A/Ioo,M Qo M

Entonces para cada condicién en X se realiza una simulacién para obtener las

correspondientes salidas del sistema que se pueden escribir como

Yl Y21 0 Yml
Y2 Y22 " Ym2

y=|"" "7 (4.25)
Y1.N Y2N - YMN

Entonces se entrenard la red LSTM-NN para tratar de aproximar la relacién entre las
condiciones, usando 8 distintas condiciones para el entrenamiento, es decir, M = 8, para
una entrada U conocida, y la salida Y obtenida a través de una simulacién con ayuda de

algin método de reduccién vélido solo alrededor de ese par de condiciones de X.
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Posteriormente se hard la prueba de prediccién con 3 condiciones distintas en X y por
supuesto usando la misma U . Los resultados se muestran en la figura 4.6.

[ "

— prediction
0.0 :
10 25ﬂ SDD ?50 lDDﬂ 1250 1500 1?50 2000
0.5 A/ﬁ:
—— prediction
0.0 - .
IDD EDG BDG 500
1.0 A
0.5 - " ﬂ Mn
—— prediction
0.0 1

T T T T T T T T
250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

O - .=

Figura 4.6: Prediccién para el sistema aerodindmico con 3 condiciones distintas en X

Ademis de esto, se quizo realizar una comparacién contra una MLP usando este mismo
problema pero con uno de los casos mas complejos en el modelado de sistemas dindmicos,

que corresponde a

gk) = f(g(k = 1), ..., g(k — ny), u(k))

es decir, cuando no existe una retroalimentacién real y inicamente se pueden usar las

entradas y la prediccién anterior.

Los resultados de la prediccién con la prediccién anterior y la entrada de la forma
y(k) = f(y(k —1),...,9(k — ny),u(k)), se realizarén tomando en cuenta las mismas 3
condiciones de prueba de la simulacion anterior, los resultados se muestran en las figuras
4.7,4.8 y 4.9 con lineas punteadas.
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Figura 4.7: Prediccién con linea punteada, LSTM-NN (Izquierda), MLP (derecha),
condicién 1

Figura 4.8: Prediccién con linea punteada, LSTM-NN (Izquierda), MLP (derecha),
condicién 2

Figura 4.9: Prediccién con linea punteada, LSTM-NN (Izquierda), MLP (derecha),
condicién 3
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Los resultados obtenidos para la MLP distan mucho de ser favorables, incluso para
la primera condicién se pierde totalmente el resultado, a diferencia de lo obtenido con la
LSTM-NN qué si bien debe ser mejorado para ser usado en condiciones reales, muestra
un resultado favorable.
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Capitulo 5

Nuevas RNN LSTM-GRU profundas
para el modelado de sistemas

dinamicos.

La arquitectura que ha sido usada hasta ahora mostrada en la figura 3.3, demostré
varias ventajas en el marco actual para superar algunos de los retos que existen en
modelado de sistemas dindmicos, sin embargo, esta arquitectura esta lejos de aprovechar
el verdadero poder de las redes neuronales recurrentes y en especial de las LSTM-GRU las
cuales cumplen su objetivo cuando se usan de manera recurrente en el tiempo, pero para
lograr esto se necesita un cambio de paradigma y pensar en el conjunto de datos como
una entidad que varia en el tiempo conforme pasa a traves de la red, es decir que cada
pasada hacia adelante serd un paso en el tiempo que produce una salida que corresponde
a ese momento en el tiempo, este periodo puede representar un dia, un mes, un segundo,
un fotograma etc., Simplemente una relacién secuencial de los datos que se representa
de manera conjunta con el modelo. Usando este paradigma como marco de referencia se
pueden disenar distintos modelos capaces de aprovechar las bondades de las redes LSTM

- GRU, tales modelos se presentan a continuacion.

5.1. Estructura GRU profunda

Las redes neuronales recurrentes son estructuras con las cuales se pueden modelar
sistemas dindmicos complejos en especial cuando su comportamiento esta intrinsecamente

ligado a su evolucién en el tiempo, y esto se logra retroalimentando la salida de la red en
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el tiempo t a la entrada del mismo elemento de esa capa en el tiempo ¢ + 1. Se tiene que
el modelo de prediccién simple usado en el presente trabajo esta dado por

g(k) = fly(k =1),...,y(k —n))

Si se despliega la red neuronal recurrente a lo largo del tiempo y a cada paso se
proporciona una nueva entrada de la secuencia ademas de la salida previa h, donde
la profundidad de la red estara dada por n, es decir el tamano de la secuencia de
retroalimentacion que se usard para realizar la prediccién g(k), con la cual se hard la
retropropagacién del error, esta red tiene como diagrama la Figura 5.1 que se muestra a

continuacion.
yo)
h(k)
GRU, ——--- GRU, GRU,
h(k —n + 1) h(k—1)
y(k—n) y(k —2) yk—-1)

Figura 5.1: Estructura GRU profunda simple

5.1.1. Entrenamiento y generalizaion.

Partiendo del modelo mostrado en la figura 5.1 se puede observar que este se compone
de una unica celda recurrente, en este caso se analizard el caso de una celda GRU la cual

como se sabe, se compone con las siguientes ecuaciones:
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= o(Wr(B)[g(k — 1), z(k)]) (5.1)
= o(Wi(B)[g(k — 1), z(k)])
= o (Wx (K)[L (k) xg(k—1),2(k)])

= k=D +FFE) «[gk) —gk—1)]

Donde o = sigmoide, ¢ = tanh, y * es un producto de Hadamard.

Para entrenar la celda se usaréd BPTT considerando el error como

e(k) =g (k) —y (k) (5.2)

y la funcién de coste como

J(k) = =e (5.3)

El objetivo entonces es encontrar

arg min

L, J(k) donde P = (Wi, Wy, W] (5.4)

Para esto se usa entonces la técnica del gradiente descendente que plantea que

a.J(k)

P(k+1)=P(k)—ﬁa—P

(5.5)

Dado que en esta estructura la actualizacién de los pesos se realiza cuando se genera
el error, es decir, al finar de la secuencia, entonces solo se considera para la actualizacién
cuando k = s con s igual al tamano de la secuencia. Entonces tomando como base las

ecuaciones generales de una RNN se tiene que

0J(s)  0J(s) Oe(s
aP  Oe(s) g}s Z(

- 2y(i) dy(i
H ay(i—1 ) g](:’) (56)

i=j+1

Con motivo de realizar las derivadas parciales se separan los pesos en las ecuaciones
de la GRU como se muestra a continuacién
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F(k) = o(Wpy(k)g(k —1)+ Wexa(k)) (5.7)
I(k) = oWy (k)j(k — 1) + Wixa(k))

g(k) = ¢ Wxy (k) (I (k)*9(k— 1))+ Wxxa(k))

gk) = gk —1)+F(k)=[g(k) —g(k—1)]

Para entender que succede con las derivadas parciales se trabajard con un ejemplo,

cuando s = 2, entonces se tiene que:

0J(2) _ 9J(2) 0c(2) [05(2) | 95(2)95(1) | 05(2) 05(1) 05(0) (5.8)
opP de(2) 0y(2) | OP dy(1) OP dy(1) 0y(0) OP ’
Se sabe que:
aJ(2) 0e(2) _1 (5.9)

ae2) ~ PV Fi)

Recordando que d(uv) = udv 4 vdu, entonces si u = F(k), vy = g (k) y vo = g(k — 1),

entonces:
oyGi) ) 07(i) OF (i) oy coe OF(7)
T -1) 1+ F(i) *783](7?— 0 7(i) *7&&(7:_ 0 F(i)+y(i—1) *782](71— 0 (5.10)
Evaluando la expresion anterior por partes se tiene que
oF(i)
Ahora suponiendo u = I(k) y v = g(k — 1)
Ty = ¢ W i) | 16)+ 300~ 1) # 5oy (5.12)
Se obtiene
ol(i '
W(—)l) = O'I(Z)W[y (513)

Entonces se tiene que
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o5
99(i — 1) = ¢ (1) Wxy (i) [I(Z) +g(i—1) % UI(Z)WIY] (5.14)

Sustituyendo en la expresion original se tiene que

9y(1)

BG-T = 14 F(i) % & () Wy (§) {I(i)+g(i—1)*a;(i)my} (5.15)

+3j(i) % o () Wy — F(i) + (i — 1) % 00 (i) Wey

Se hace JIF = UIF(i)Wpy, qu' = ¢,(i)ny(i) y 0} = U}(i)le se tiene que

9y(i) . S Trrn .
Gi-1n - i {¢ [I(l) +9(i — 1) * O-I(Z)WIY} - 1} (5.16)
+[H(E) + 96— 1)) x 0
= 4(i)

Ahora falta obtener las derivadas con respecto a los parametros a actualizar, es decir,

— - F(i) * (§0) — (i — 1)) (5.17)

Donde P = [Wgy, Wex, Wiy, Wix, Wxy, Wxx]
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Entonces se obtienen las derivadas con respecto a cada uno de ellos

% = ()3l — 1) * [§0) — 50 — 1) (5.18)
G@V%g{ = op()a(i) * [§) = §(i — 1)]
= PWSOWr ()91 =i~ 1)
- = F({)qbia}(f)@(f - 1? g —1)
e = F(i)¢ o;(i)x(i) «g(i — 1)
o (UUILURT IR
D~ F@ e

Dados estos gradientes entonces las reglas de actualizacién de pesos son

Wey(s+1) = Wey(s)—n
Wrx(s+1) = Wpx(s)—n
Wi(s+1) = Wi(s)—n
Wix(s+1) = Wix(s)—n
Wxy(s+1) = Wxy(s)—n
Wxx(s+1) = Wxx(s)—n

<o <H5<>) (i) ) [56) — 906 - 1)1]
<o (Ham) F ()40 — 1) (i - 1)]
o(s) Z (H 5(@)) F ()6 ) 0)2) * (i — 1)]
o(s) <H 5@)) F )6 (0)[16) = (i — 1)1]
<o (H 6@) F(z')qs’(z)x(z)]

Esta arquitectura de una sola celda es 1til y en teoria es suficiente para resolver

cualquier tipo de problema, sin

embargo, como se ve en las redes multicapa aunque en
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teoria es posible resolver cualquier tipo de problema con una sola capa de ¢ neuronas en
la practica resulta mucho mas conveniente poner a las redes MLP p capas con muiltiples
neuronas cada una de ellas. Pues bien, siguiendo este razonamiento con motivo de crear
mejores resultados como se comprueba més adelante en las simulaciones, se propone un

modelo generalizado que se muestra en la figura 5.2.

hy 1 ()

[hpa(k—n+1)] [hp,1 (ke —1)]

W —— == —— GRU,, GRU,,
I | | 1 1
] L 1 5 1
i GRUpq, | . I GRU,,  b--f-—u
1 1 1

S [hp,rfp”f -n+1)] - (g, k= D)= ==
1 | 1

L) 1 1]

1 1 I

[y (k — 1+ 1)] : : L -
thza(k —n+1)] | [hy1 (k — 1))
I |
GRU»y _ =] GRUzy _ _ fed GRUz; _ _ |_ = = J[hzg, (0]
1 1 1
1 1 I
1 GRU, 0, | . ! GRU, - -1 ——» GRU q,

S (haq,(k =n + 1)) s [ha.q, (k= 1)) - - -

i | i

[hy(k—n+1)] ' I i

[hys(k—n+1)] | [hy 1 (k = 1)]
GBI e GRUy; el WEENE [__ Jimyq, 001
1 1 1
1 1 1
i GRU,,, | _____. I 7 AT S B GRU,

1 1 1
' I N TR — I 1

fisism (g, —n + 1] _— [y (6 = DF = = -

y(k —n) y(k —2) yk—1)

Figura 5.2: Estructura GRU profundo generalizado

Para el entrenamiento de este modelo habra que hacer algunas modificaciones a las
reglas de entrenamiento anteriores. Primero se renombran las variables de entrada y salida

de cada celda GRU y se agrega el indice de capa.
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k)

(k) = o(Wiy(k)a! (k — 1) + Wrxa' (k) (5.20)
(k) = oW (k)2 (k —1) + Wixa'(k))

(k) = ¢ Wiy (k) (I (k) x 27 (k — 1)) + W xa' (k)

(k) = o (k—1)+ F (k) = [ (k) — 2’ (k — 1)]

<

<.

X

Donde j es el indice de la capa actual, e ¢ representa el indice de la capa anterior.

El objetivo general de la red se mantiene de tal forma que se actualizen los pesos tal
que el error entre la salida del modelo y la salida de la planta se minimize, para esto se

usa la misma funcién de costo dada por

J = %ez (5.21)

donde e(k) = g (k) — y (k)
Aqui también se usa la técnica del gradiente descendente que estard dada por
aJ(s
. (s)
oP

Para la salida de la 1ltima capa se tiene un perceptrén cldsico cuya ecuacién de salida

Wi(s+1)=W(s)— (5.22)

esta dada por

j(s) = o(w(s)z’ (s)) (5.23)

entonces sus pesos se actualizan de acuerdo a la regla anteriormente descrita donde
0J(s) 0J(s) de(s) 0y(s)

dw  Oe(s) 04(s) ow (5:24)

Ahora se necesita generalizar la regla de actualizacion de las celdas GRU para las
capas intermedias de la red, y para visualizar mejor la propagacién del error hacia atrés
se analizan el caso de la capa j y de la capa ¢ para posteriormente establecer las reglas de
actualizacién de pesos de las GRU.

Suponiendo s = 2 y con respecto a la capa j se tiene.
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aJ(2) dJ(2) 86( ) 99(2) [8.937( ) 077(2)0x7(1)  9x7(2) 927 (1 ) (0)% %)
OPi de(2) 8$J( Y| OPi " 9xi(1) E)PJ D3 (1) dxi(0) OPI ]
— () {81:] 890] ) 029 (1) 929(2) 927 (1) O ( O)]
opPi 0xI(1) OPI 027 (1) Oxd ( O opi
(s ){ ! 2 0z7(2) 027 (1) 0x?(2 )8333( ) 027 (0 ]
P 0zi(1) oPi  0xi(1)dzi(0) OPI

Donde ey(s) = e(s)o'w

Suponiendo s = 2 y con respecto a la capa j se tiene.

0J(2) _ 0J(2) de(2) 9§(2) 9a7(2) | 9'(2) N oz’ (2) 0x' (1) N oz’ (2) 0x' (1) 9z (0)
P! de(2) 09(2) 0xi(2) dz*(2) | IP? ori(l) opP oz’ (1) 9z*(0) 9P
(5.26)
Se tiene que
Zﬁég _ &E?(k) (F9 (k) + [ (k) — 7 (k — 1))} (5.27)
oxl(k) ; oy’ (k) ; ; OF7 (k)
oxi(k) F7 (k) » or' (k) + [y (k) =27 (k = 1)} ozt (k)
Se obtiene
gf((:)) = ¢ Wiy ()] gf((:)) wad (k— 1)+ Wi (5.28)
= ¢ [Wiy(B)] o Wiy a? (k—1) + Wiy
Entonces se tiene que
?92]’2:)) = FI (k) [<p' [Wf(y(k)} o W Jexal (k—1)+ Wﬁ;x} (5.29)

+ [ (k) =27 (k= 1)] x 0 Wiy
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Por lo tanto se tiene que

0J(2) ) or'(2) 9z’ (2)9x'(1)  9z'(2)dx'(1) 9z’ (0)

apr —  CBowni | et aE o T o ano) o | O30
B 0r'(2)  9xz'(2) 0z (1)  9z'(2) dx' (1) Hz'(0)
= )% e F g o T 9w (1) 95(0) 0P

0xi(2)  0r'(2) 02’ (1) O'(
oP ani(l) 0P T or (1)

ei(s)

Asi de manera general para una capa L oculta cualquiera y tomando en cuenta la
contribucion del error de todos los nodos de la capa posterior se tiene que:

W) 3 ek(s) ( afLZ (j)n) 8513(;) (5:31)
j=0

Donde ef(s) = er™(s)xj;, e t!(s) es el error que se retropropaga de la capa L + 1

del nodo h de esa capa y nL + 1 representa el numero de nodos en la capa L + 1.

Asi, las reglas de actualizacion de pesos para cada nodo quedan descritas de la siguiente

manera

Wk (s+1) = Wko(s)—n Z er (s) : (H 5L(i)> or(i)j(i — 1) (5.32)

Wix(s+1) = Wix(s)—n | > exls) 4 (H 5L(i)> o p(i)a(i) * [§(i) — §(i — 1)]



mL+1 s s
Whis+1) = Whis)—n |3 ek(s) ( 5L<z’>) F(i)asa](i)g(i—l)*@(i—l)]
j=0 \i=

nL+1 s s
Wity = Wit | 3w 3 ( 11 s

Wiy(s+1) = Wiy(s)=n | Y eils) ' ( 68 (i) | F(i)¢ (i) [1(i) * (i — 1)]]

Wh(s+1) = W) =n| Y ch(s)] ( 5%‘)) F<i>¢’<z‘>x<z‘>]

5.2. Estructura GRU profunda con reforzamiento

En este caso se propone una mejora en la estructura del modelo respecto al anterior
y aunque es un modelo que produce muiltiples salidas, en realidad estas salidas forman
parte del proceso de aprendizaje ya que cada una de las salidas es en realidad el valor
de la entrada al siguiente paso en el tiempo de la red, es decir, que la tinica salida que
se predice en realidad es la iltima en el tiempo, esto ayuda a mejorar los resultados y

permite manipulaciones interesantes.

Plk—n+1) Jlk—1) y(k)
h(k)
GRU; |p—--=--- —  GRU, GRU,
h(k —n+1) h(k —1)
y(k —mn) y(k—2) y(k=1)

Figura 5.3: Estructura GRU profunda simple con refuerzo
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5.2.1. Entrenamiento y generalizaién.

En el caso de esta estructura se puede observar un comportamiento muy similar al
caso anterior con la diferencia que en este modelo se da una retroalimentacion con el
valor de error en cada paso de tiempo k, es decir, que no solo la actualizacién de pesos
se realiza en cada paso sino que tambien, se toman encuenta los pasos anteriores a cada
actualizacion, de esta manera se tiene que el gradiente de la funcién de costo con respecto

a los pardmetros estard dado por.

Q

aI(k) J(1) de(l) -
oP _Z de(l) BQ(Z)Z

k
=0

o) ) 99)
<i:H oii—1) ) opP (5:33)

Wy (k+1) = Wiy(k)—n |3 emZ(H 6<z'>> a;my@—1)*[@@')—@@—1)]]

k I
Wex(k+1) = Wex(k)—n Z e(l)A (H (1)

k l l
Wiy(k+1) = Wiy(k) =1 [Z e(l) (H 5@) F(z‘)eb’a}(z')@(z‘—1)*@@‘—1)]

Wix(k+1) = Wix(k)—n [Z e()> (H 5(@)) F(i)¢ oy (i)a(i) (i — 1()%.34)

k ! !
Wyy(k+1) = Wxy(k) —n |y e(l) ( 5(@')) F(i)¢ (i
j=0 \i=j+1

Wxx(k+1) = Wxx(k)—n e(l) ( 5(i)> F(i)cb,(i)x(i)]

Al igual que en caso de la estructura GRU profunda con reforzamiento es conveniente
generalizar la arquitectura de este modelo y asi poder obtener mejores resultados, la

siguiente figura muestra un diagrama que ayuda a visualizar esta configuracién.
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Jk—n+1) yk—=1) k)

[Apa(k —n+1)] (R (k —17] [y (K]

lhpq,(k=n+1)] [hp,q, (k = 1)]

[y, (K]

GRU -——- GRU GRU
Pre b ol atk—n+ 1)) Prealbac i, (-1 P b
1 1 1
1 1 1
! GRU,, | _____. ! GRU,,, p==}== ,al GRU,, o,
-—- [y g, (k= +1)] -—- (hpq, (k= 1)) = - -
] I I
) L] ]
| 1 I
1 1 1
[y (k—n+ 1)] | ; i : i 3
- | (ho (K —n+1)] (hay (k= 1)]
& - — = £
GRU | o= GRUZ_:___!___H rRUZ-:___I____[[ﬁg,q,(k)]
| | 1
1 1 ]
1 GRUyo, | _____._ | GRU, ,, e e GRU, ,,
= (g, (k —n + 1)) - [y g, (k= 1)) = = -
i i i
[hy1(k —n+1)] [ 1 1
[hya(k —n+1)] [hy 1 (k= DI[
GRU].'I_ !__1_‘_ R GRUI.'I___!____‘ 1,1 LK QRUL:___ — _ {1y g, )
1 1 1
) GRU, ' ! =
: L : GRU, 4, baak o .ll GRUy 4,
1 e s LT 1
b [hyq, (k —n + 1)) = LTRSS
y(k —n) yik —2) y(k—1)

Figura 5.4: Estructura GRU profunda general con refuerzo
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En el caso de este modelo la actualizacion de los pesos estara dada por

[ nL+l k ! I

Whe(k+1) = Whk)—n| & ; eﬁ(l); 1211115 (z)) QUIC N I
I «[9() —9(1 = 1)]
[ nL+1 & 1 1 ,

Whe(k+1) = Whe(h) —n | 2 2 FO2 <H5 <Z>) Fli)a(i)
i *[§(0) = g(i = 1))

nl+1 k 5 l 1 . | , A

Wh(k+1) = Wh(k)—n 2 ; ey, (1) j; (Zzl;lrlé (Z)) F(i)¢ o;(i)y(i — 1)
| xg(i— 1)
[ nL+1 k l 1

Wh(k+1) = WE(E)—n e ; ey (1) jgo (izlj_{l(s (U) F(i)p o,(i)x(i)
I (i —1)
[nL+1 k I i

Wiy(k+1) = Wiy(k)—n S ey ( 11 5L(i)> F(i)¢ (i) [1(3) * (i — 1)]]
L h=0 [=0 j=0 \i=j+1
[nL+1 1 1

Wix(k+1) = Wiy (k) —n e (1) ( 5L(z')> F(z)gﬁl(i)x(z)]
[ h=0 =0 =0 \i=j+1

5.3. Estructura secuencia a secuencia profunda

Esta estructura resulta de la fusién de las dos estructuras anteriores aprovechando sus
ventajas, consta de un bloque sin reforzamiento como bloque receptor o bloque de entrada
y un bloque de salida con reforzamiento, en este modelo dependiendo de cémo se den las
entradas y salidas puede tener miltiples propdsitos siempre sacando el méximo provecho

de las recurrencias.
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GRUD, [——=---- —— GRUD, [ GRUD,
hy(k 4+ m) hy(k+ 1)
hy(k)
GRUG;, |——---=- — GRUC, GRUC,
h(k—-n+1) hy(k—-1)
y(k—n) y(k —2) y(k—=1)

Figura 5.5: Estructura secuencia a secuencia profunda simple

5.3.1. Entrenamiento y generalizaion.

Para el entrenamiento de este modelo se retisan las ecuaciones de las estructuras
anteriores, cada una de ellas en los bloques correspondientes y en los tiempos s y k
respectivamente, de esta forma aunque el modelo generalizado resulta algo complejo, una

visualizacion de este se muestra en la siguiente figura.
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Figura 5.6: Estructura secuencia a secuencia profunda generalizada
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5.4. Simulaciéon para un horno de gas

5.4.1. Estructura GRU profunda

Tomando el conjunto de datos del horno de gas de Box, Jenkins, y Reinsel, 1994 [15],
usado a menudo para el andlisis de series de tiempo y en el capitulo 3 para demostrar
la mejora de las redes neuronales con el uso de las celdas LSTM frente a las redes MLP,
ahora se usard para comparar el modelo propuesto en los capitulos anteriores al que se
denominé LSTM-NN.

A continuacion se muestra el mejor resultado obtenido con 150 epocas y una sola celda
LSTM para ambas arquitecturas, usando el 30 % de los datos para el entrenamiento y con
un modelo §(k) = f(y(k —1),...,y(k — 3), es decir, que la red tendra una profundidad
de 3.

LSTM-NN GRU profunda
% "x;";“ _ f AV
s{ _ . / \ | / 551 _ ,ff \“\\ |
50 | \K, / Iﬁ‘., ;“\j‘ o 50 | /N fv:.-r R
45 45
0 20 40 60 BO o 20 40 60 BO
60 f ':'I o 4 1 ﬂll E'i Pl i
¢ ! A " A
55| | !f \ LT Jr \:rm»‘f 3 Eid 55 fﬁ\ A : 5l._fﬁ“"".f "\ n
lup.l 11 JII ]l'.' \f i*;ij Y, ! ;\\JF]L,\! J \!\j \/
50{ ¥ n:{*- . L 50 - 'iUJ J v
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
MSE de entrenamiento:0.001 MSE de entrenamiento:0.009
MSE de prueba:0.002 MSE de prueba:0.009

Se puede observar en la comparativa anterior que aunque el error promedio de la GRU
profunda es un poco mayor que el error de la otra arquitectura, el modelo representa

mucho mejor el comportamiento del sistema.

5.4.2. Estructura GRU profunda con reforzamiento

Continuando con los resultados usando los datos del horno de gas, como se menciono
anteriormente la estructura GRU profunda ya es en si superior al modelo LSTM-NN
para representar el comportamiento del sistema, sin embargo, el problema con las redes

neuronales tradicionales, basadas en el perceptrén multicapa es que cuando la dependencia
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entre los datos de la secuencia esta separada por un nimero significativo de pasos entonces
se experimenta el problema del gradiente del cual se hablo anteriormente, que ocurre
cuando valores muy pequenos del gradiente se multiplican muchas veces a través de
miltiples pasos en el tiempo y hace que tienda asintéticamente a cero, lo que implica
que los pesos de esas capas no cambien es decir, que la red deja de aprender, el modelo
LSTM-NN consigue mejores resultados en este sentido.

Sin embargo, atin as{ presenta limitantes por ejemplo, en este ejemplo del horno
de gas, cuando se quieren mejorar los resultados y se trabaja con los modelos g(k) =
flylk—=1),....y(k—=7)y y(k) = f(y(k —1),...,y(k — 15), en primer lugar se tiene que
crecer mucho el tamano de la red de una sola celda a dos capas de 200 y los resultados
del MSE mejoran de 0.0027 a 0.0021 por lo tanto la mejora es casi inexistente. Pues
bien esta arquitectura recurrente propuesta resuelve este problema permitiendo crecer
indefinidamente la profundidad de la red.

LSTM-NN GRU profunda con reforzamiento
o . i
w4 / s 5| ‘\\.
50 ;,.-’_‘ y il 50 - = \, f‘. “"x.l "
L j_z Ny i .I"-‘ ;f. R
0 10 20 30 40 50 © 1o 20 30 -w 50
60 ) 60|
55 1 '{‘I' 1'.: “’ i 55 | \ V) [
.“.m \w W JW b |
50 - u' 50
0 "Ed - 100 '1'5n - 50 100 150
Modelo: 2 capas de 200 celdas Modelo: 10 celdas
Numero de pardmetros:505801 Nimero de pardmetros:491
Tiempo de entrenamiento:16s Tiempo de entrenamiento:35s
MSE de entrenamiento:0.0005 MSE de entrenamiento:0.0004
MSE de prueba:0.0136 MSE de prueba:0.0007

En la comparativa anterior se muestra una comparaciéon entre el modelo LSTM-NN
contra la estructura GRU profunda con reforzamiento para g(k) = f(y(k —1),...,y(k —
30), en la figura se muestra claramente que el modelo LSTM-NN tiene problemas para
ese tamano de secuencia y el aprendizaje se ve afectado mientras que la estructura GRU
profunda con reforzamiento no solo soporta este tamano de secuencia sino que ademés
muestra un error significativamente menor incluso frente a la estructura GRU profunda
sin reforzamiento. En realidad en las pruebas la profundidad puede crecer no solo a
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30 sino indefinidamente, sin embargo, esto no siempre representa de mejor manera el
comportamiento del sistema por lo que sigue siendo un pardmetro que debe ser ajustado
de acuerdo al problema a resolver.

Ademsds de resolver el problema de secuencias muy largas, tambien sobresale el hecho
de que en lugar de utilizar 400 celdas como en el caso de la LSTM-NN este usa solo 10,
reduciendo notablemente la cantidad de pardmetros que deben ser ajustados y sacando el

maximo provecho de la recurrencia.

5.4.3. Estructura secuencia a secuencia profunda

Tomando el conjunto de datos del horno de gas de Box, Jenkins, y Reinsel, 1994 [15],

a continuacién se muestra el mejor resultado obtenido con un modelo §(k) = f(y(k —

1),...,y(k —15), es decir, que la red tendra una profundidad de 15 y se compara contra
la estructura GRU profunda con reforzamiento que es el que mejores resultados habia
obtenido.
GRU profunda con reforzamiento secuencia a secuencia profunda
i ™\ _ A VA
T ﬂ-..,j \ ~ 2 i = 1‘--_/ 'II" l/
. L g \ F -\.. A . ". .'- % A ¥,
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1 F‘ f\ fa o0 | F*'|| f\ A
\ | AN N s )
55 'H“rl\l"""* Vg 55 | L ERA ol
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50 U-"‘-' ".! 50 Jr ~uI| L'
— = el - e
Modelo: 10 celdas Modelo: 10 y 10
Nimero de pardmetros: 491 Nimero de pardmetros:1331
Tiempo de entrenamiento:25s Tiempo de entrenamiento:24s
MSE de entrenamiento:0.0005 MSE de entrenamiento:0.00041
MSE de prueba:0.0008 MSE de prueba:0.00041

En la comparativa anterior se puede observar que si bien la estructura secuencia
a secuencia ocupa légicamente mas pardametros que la estructura GRU profunda con
reforzamiento, el tiempo de entrenamiento es similar y ademds de obtener un error mas
pequeno se observa que el resultado del error de entrenamiento y de prueba son en extremo
similares lo que indica que el comportamiento del sistema fue mejor aprendido.
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Prediccion de s pasos adelante

Se ha demostrado la superioridad de este modelo frente a las demds propuestas cuando
se trata de predecir g(k) = f(y(k —1),...,y(k —n), sin embargo, uno de los problemas
que suponen una dificultad superior y que, sin embargo, son de extrema utilidad en
aplicaciones reales es cuando se trata de predecir §(k + s) = f(y(k —1),...,y(k —n), lo
cual con las arquitecturas anteriores tiene un error bastante grande cuando s = 3 como

se muestra en la siguiente figura.

ey
A [
s5{ A\
L A . it +
oo N N
45 L=
0 20 40 60
60 |'15'{ |"‘.|
% ¥ |4 | \fll ."' s 2
# R
50 ] "J ! W i '
o 50 100 150

Figura 5.7: Modelo LSTM-NN, s=3, MSE=0.08

Sin embargo, con la estructura secuencia a secuencia propuesta se resuelve este
problema para valores grandes de s, como se muestra en la siguientes figura.
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Prediccién de miiltiples pasos

Aqui es donde se demustra el potencial superior de esta arquitectura secuencia a

secuencia, y esque otro de los problemas en extremo complejos es tratar de predecir los

s pasos siguientes con los n pasos anteriores, es decir, §(k +1),...,5(k + 1) = f(y(k —
1),...,y(k —n), el resultado se muestra a continuacién.
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Prediccion 1 paso Prediccion muiltiples pasos

En la grafica anterior se observa el resultado de una predicciéon multiple con n = 15y
s = 15, a la izquerda se tiene el resultado continuo de los datos de entrenamiento (arriba
izquierda) y prueba(abajo izquierda), con un error de entrenamiento de 0.0013 y de prueba
de 0.005. En la imagen de la derecha se muestra un ejemplo con puntos azules los datos
reales y con color rojo los datos predichos.
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Capitulo 6

Prediccion de sismos con RNN

profundas

Hace mucho tiempo que los cientificos han trabajado profundamente la cuestién del
pronéstico de terremotos. Algunos esquemas de prediccién se basaron en el andlisis de
anomalfas geofisicas que se encontraron relacionadas con terremotos inminentes, como el
cambio del nivel del agua en los pozos[44][45], anomalias electromagnéticas [46], anomalias
térmicas [47], anomalias de radén, anomalias hidrolégicas [48], etc. Se encontraron también
otros signos precursores de los terremotos al analizar sus propiedades estadisticas y
dindmicas mediante el uso de varios enfoques metodoldgicos como fractales [49], patrones
de informdtica [50], [51], estadisticas no extensivas [52], graficos de visibilidad [53], etc.
La gran variedad de enfoques utilizados para tratar la prediccién del terremoto es, per se,

una indicacién de cudn complejo es el problema.

Muchos sistemas complejos han encontrado en las redes neuronales artificiales (ANN)
una forma de ser modelados eficientemente. Las redes neuronales se utilizaron con éxito
para resolver problemas complejos de reconocimiento y clasificaciéon de patrones en
diferentes campos como el reconocimiento de imdgenes y objetos, reconocimiento de voz,

robética y visién por computadora, procesamiento de senales, ingenierfa biomédica, etc.

En el contexto de la predicciéon de terremotos, las redes neuronales mostraron ser
una herramienta eficiente de predicciéon para predecir terremotos de laboratorio [54].
HojjatAdeli y AshifPanakkat [55] utilizan una red neuronal probabilistica para predecir la
magnitud del mayor terremoto en un perfodo de tiempo futuro predefinido en una regién
sismica. K. M. Asim [56] aplicé cuatro enfoques de redes neuronales, incluida la red

neuronal de reconocimiento de patrones, la red neuronal recurrente, el bosque aleatorio y
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el clasificador de conjunto de impulso de programacion lineal, por separado para modelar
las relaciones entre los pardmetros sismicos calculados y los sucesos futuros de terremotos.
Varios otros trabajos trataron la prediccién de varios pardmetros de terremotos mediante
el uso de redes neuronales artificiales [57][58][59][60]. También se han dedicado algunos
esfuerzos, especialmente durante la tltima década, al uso de redes neuronales profundas
para la prediccién de terremotos [61][62][63][64][65][66].

Una clase de redes neuronales estd representada por las Redes Neuronales Recurrentes
(RNN), que son una herramienta muy importante en la predicciéon de problemas,
porque estdn especialmente disefiadas para manejar tareas que usan informacion
"dindmicamente"; mientras que las redes neuronales tradicionales, también conocidas
como redes neuronales de retroalimentacién", se caracterizan por entradas y salidas
independientes entre si, lo que permite, por lo tanto, solo el modelado de relaciones
estdticas. Como herramienta de prondstico, se utilizaron RNN en diferentes campos de
investigacion, como determinar el precio de la energia eléctrica [67], o modelar dindmicas
no lineales extremadamente complejas en varios fenémenos geofisicos para predecir, por
ejemplo, trayectorias de huracanes [68], velocidad del viento [69], intensidad de ciclén
tropical [70] e incluso irradiancia solar [71].

Para muchas series de tiempo, los valores de datos actuales dependen de sus datos
pasados, como oraciones y ondas de sonido. Las redes neuronales recurrentes (RNN)
tienen propiedades similares. La propagacion hacia atrds a través del tiempo (BPTT)
es un método de entrenamiento efectivo para RNN. Sin embargo, el entrenamiento BPTT
tiene muchos problemas, como la pérdida de gradiente y la convergencia lenta. La red de
memoria a largo plazo (LSTM) en Hochreiter [29][72] es RNN muy popular en los tltimos

anos.

La primera parte de este capitulo explora la posibilidad de usar la LSTM-NN, para
predecir la magnitud méxima de los terremotos en el corto plazo de un dia. Précticamente
responderd a la pregunta "; Cudl serd la magnitud méxima de los terremotos que ocurrirdn
manana?", para posteriormente usar la estructura secuencia a secuencia profunda para
predecir la magnitud del préximo evento, asi como obtener una aproximacién de donde

sucederd y cuél serd su profundidad.

Para explorar tal posibilidad, se utiliza el catdlogo sismico de Italia desde 1995 hasta
2018. La magnitud minima es 1.5, que representa la magnitud de completitud del catdlogo,
y la profundidad méxima de todos los eventos es 60 km, lo que limita el andlisis a la
sismicidad de la corteza, el catalogo incluye también latitud y longitud de cada evento.
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6.1. RNN LSTM-NN profunda para predecir la

magnitud maxima diaria de terremotos

Para cada observacién o evento sismico, se guardan variables como ubicacién
geografica, latitud y longitud, fecha y hora, magnitud y profundidad del evento. Se
propone entonces tratar cada una de las observaciones o eventos sismicos como una funcién
E(P(k)) que representa un conjunto de muestras a lo largo del tiempo donde k£ =1, ..., N
donde N es el nimero total de muestras tomadas en ese periodo de tiempo, y P(k) es un
vector de pardmetros derivados de esas mediciones.

El objetivo es encontrar relaciones existentes entre eventos pasados y futuros con
el fin de predecir la magnitud de los préximos eventos con un margen de error
aceptable utilizando la informacién actual. Dada la naturaleza aparentemente aleatoria
del problema, es dificil conocer las relaciones entre las diferentes variables y sus derivados
y en qué medida influyen en la magnitud de un evento futuro, por lo tanto, el siguiente
modelo bédsico de comportamiento se debe aprender en el modelo neuronal propuesto.

y(k) = N(y(k = 1),...,y(k —ny))

Donde y(k) representa la magnitud de un evento en el tiempo k. En la Figura 6.1
se muestra una representacién grafica del modelo para el entrenamiento y la prediccién
usando la estructura LSTM-NN.

Time ser!ies : : y(k)
=B e(l) J) W
, i
y(k-1) y(k-1))
5 k-2 .
D siiiiadel (k) YEDL LstM Model . 5K
y(k-n) y(k-n)]

Figura 6.1: Representacién grafica del modelo para el entrenamiento (izquierda) y la
prediccién (derecha)
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La distancia temporal que separa los eventos sismicos observados, conocida como la
distancia entre eventos es variable, lo que significa que algunos eventos podrian estar
separados por minutos, mientras que otros estdn separados por horas o incluso dias, aqui
se considera una serie de tiempo que va desde el primer evento registrado hasta el ltimo
en intervalos de una hora y cuyo valor es la magnitud del evento en ese momento &, en caso
de tener més de un evento registrado en la misma hora, el que tenga la mayor magnitud
se toma, como magnitud representativa

En la Figura 6.2 se observa que algunos eventos tienen una magnitud 0, lo que indica,
por ejemplo, que no hubo terremotos o que el equipo estaba apagado por alguna razén, por
lo que estos valores no son parte del comportamiento del sistema y realmente dificultan
la capacitacién de la red, por lo que como la mayoria de los valores estan entre 2 y 6, los

que estan fuera de este rango pueden verse como capas externas y no se aprenderdn.

o M |
= |

Figura 6.2: Entrenamiento de la serie temporal de magnitud del terremoto por hora

Como es posible ver en el ejemplo, la serie temporal de magnitud no solo parece
comportarse de manera muy aleatoria, sino que también parece ser muy intermitente, y
esto hace que la prediccion sea extremadamente complicada. En nuestro estudio, el 70 %
de los datos se utilizaron para el entrenamiento modelo y el 30 % restante se utilizé para

evaluar la prediccion.

6.1.1. Meétodo de retencién de orden cero

Por lo tanto, es posible tomar el modelo de retencién de orden cero de la serie temporal
generando una nueva funcién que, sin embargo, respeta el comportamiento original y
mantiene los picos iguales, es decir, la prediccién serd vdlida como se muestra en la figura
6.3.
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LIS

Figura 6.3: Serie temporal de magnitud del terremoto por hora sin ceros

Con estos cambios y utilizando la arquitectura propuesta anteriormente con n = 5, que
fue el retraso minimo para obtener un buen resultado, con el 10 % de los datos utilizados
para el entrenamiento y 2 épocas, obtenemos un error de entrenamiento de 0.002 y un
error de prediccién de 0.003 que ya es un buen resultado, cuyos gréficos se muestran en
la figura 6.4.
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Figura 6.4: Prediccién de la serie temporal de magnitud del terremoto sin ceros (izquierda)
Entrenamiento (derecha) Prediccion

La precisién de esta prediccion depende de la ausencia de eventos contiguos en la serie
de tiempo original con la misma magnitud. Al analizar los més de doscientos mil eventos
durante los dltimos 20 anos en la peninsula italiana, no se encontraron eventos contiguos
en periodos de una hora con la misma magnitud. y de acuerdo con la desigualdad de
Hoeffding (1963) [21] que se muestra a continuacién, donde v representa la probabilidad
de magnitudes repetidas en el conjunto de datos, i representa la probabilidad real de
magnitudes repetidas y N el tamano de la muestra, tenemos la probabilidad de que en
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los préximos 20 afios haya alguna magnitud repetida es aproximadamente 1075, eso es

practicamente nulo.

Pllo—p| > e] < 2e*°N (6.1)

Luego, una vez que tenemos el modelo entrenado, podemos aplicar un filtro simple a
la prediccién que devuelve los valores repetidos a cero, obteniendo asi el modelo original
como se muestra en la figura 6

a5

40

Figura 6.5: Sin prediccién de ceros (Izuierda) Sin prediccién de ceros sobre la serie de
tiempo original por hora (Derecha)

Con este método puede predecir con un error minimo la magnitud del evento que
ocurrird en la préxima hora, sin embargo, si asf se desea, se podrfa predecir la magnitud
en las préximas 3 horas utilizando como entrada y(k — 3),...,y(k — 8), sin embargo el
resultado no es tan favorable y el error crece rdpidamente.

En este trabajo se usa un tiempo entre eventos de una hora, con el cual se puede
predecir la magnitud del evento de la siguiente hora, si cambiamos el intervalo k& de una
hora a un dia, entonces el patrén de ceros que se muestra en la Figura 6.2 cambia, a
medida que los ceros se vuelven més escasos y la prediccién se vuelve més compleja. Sin
embargo, al elevar el umbral actual de 2, el patrén se vuelve similar y se puede aplicar el
mismo modelo analizado previamente. Si se quisiera predecir la magnitud méaxima de los
eventos del préximo mes, entonces el umbral deberia subir atin méds para ajustarse a un
patrén similar, pero los datos no serian suficientes para tener una prediccién confiable.

Por otro lado, en el presente modelo hay dos complicaciones importantes, la primera
es que debido al cambio de valor de los ceros al entrenar el modelo si la magnitud de
los eventos anteriores no se controla desde una magnitud distinta de cero, entonces este
modelo es incapaz de hacer una prediccién. El segundo problema estd relacionado con el
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filtro final de la prediccién dado que eliminamos las magnitudes repetidas si ocurre un
evento de la misma magnitud, no una sino varias horas después, entonces el modelo no

podré predecir este segundo evento.

6.1.2. Meétodo de repeticién

Como se discutié en la seccién previa serie temporal que representa la magnitud
de los eventos sismicos no solo parece comportarse de manera muy aleatoria, sino que
también parece ser muy intermitente, y esto hace que la prediccién sea extremadamente
complicada. Y con el método de retencién de orden cero, parecen existir algunas
complicaciones. Por lo tanto, dado el modelo de aprendizaje expresado como

m(k) = Ny [m(k —1),...,m(k —n)]

Donde m(k) representa la magnitud maxima de los eventos que ocurren durante el
periodo k, que en este estudio es de 1 dia y N, representa ¢l médulo de red ncuronal
recurrente LSTM-NN.

Se propone entonces aplicar una transformacién T a los datos antes de realizar el
modelado RNN de los datos. La transformacion T es la siguiente:

T(z) = {x(k)|x(k) = [z(k)on] ¥V x(k) en 2} donde NIZT

La transformacién T replica los eventos N veces; aunque esta transformacion
corresponde a generar eventos artificialmente con igual magnitud, por otro lado, hace que
las series temporales sean menos intermitentes y, por lo tanto, mas féciles de investigar
utilizando el RNN. Un ejemplo de esta transformacién se muestra en la figura.

Esta transformacion es fdcilmente reversible ya que el mimero de repeticiones de cada
evento es un entero conocido; por lo tanto, es suficiente eliminar las N repeticiones y se
obtendr4 la serie original.

Al aplicar la transformacién T, el entrenamiento y la predicciéon se modifican como se
muestra en la figura 6.7.

Para elegir correctamente el valor de N, se compara la distribucién de errores con

varios valores de N y se evalua el rendimiento del entrenamiento. El cuadro siguiente
muestra varios casos de N = 3, 6,12, 30, 60, 120, 200, 500.
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Figura 6.6: Conjunto de datos original, primeros 10 dias (a) y su transformacién 7'(z) con
N =3 (b)
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Figura 6.7: modelo LSTM-NN para entrenamiento (a) y prediccion (b) usando la
transformacién propuesta
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Se puede ver que el valor del error disminuye con el aumento de N. Dicha disminucién
del error con N, como es bien sabido en el campo del aprendizaje automdtico, no seria
necesariamente una buena caracteristica, porque cuanto més la red es entrenada, lo més
probable es que se pueda sobre entrenar y no representar el comportamiento real del
sistema. Sin embargo, es imposible obtener un valor de error éptimo y evitar incurrir en
sobreajuste6.8. En el caso del presente estudio, para N mayor que 30 la variacién del error
es del orden de 107°, y esto ya indica un sobreajuste.

0.02
0.01
0.01
73]
= 0.01
0.00

0.00 .

0.00 R o

0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.8: MSE para el entrenamiento de red con diferentes valores de N de 1 a 120

Por lo tanto, se considera el valor 6ptimo de N como 30, siendo estos los resultados
de la prediccién de magnitud para la sismicidad italiana utilizando el modelo con la
transformacion T'(z).

Con el modelo propuesto, demostramos que es posible predecir la magnitud méxima de
los eventos que ocurrirdn al dfa siguiente, considerando los datos de los 30 dfas anteriores.
Sin embargo, dado que el estudio considera todo el territorio italiano, el esquema RNN
propuesto no puede usarse para situaciones précticas de emergencia, donde se debe dar
una alarma con la mejor informacién espacial precisa posible. Aunque se planea en el
futuro explorar mejor la posibilidad de pronosticar la magnitud méxima de un terremoto
en dreas pequenas, este método de prondstico sugiere una nueva forma de pronosticar

series temporales muy intermitentes como secuencias de magnitud de terremotos.
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6.2. Estructura secuencia a secuencia profunda para

la prediccion de sismos

Se sabe qué serie temporal que representa la magnitud de los eventos sismicos no
solo parece comportarse de manera muy aleatoria, sino que también parece ser muy
intermitente, y esto hace que la prediccién sea extremadamente complicada. Sin embargo,
con los métodos planteados anteriormente se comienza a dar una solucién para realizar
una prediccién de la méxima magnitud de un evento diario en toda Italia. Aunque si bien
se logran buenos resultados esto no se podria aplicar en una situacién real, por tal motivo
en esta seccion se pretende predecir no solo la magnitud del préximo evento si no también
su profundidad y mejor atin su latitud y longitud, lo que dirfa una aproximacién de donde
va a ocurrir el préximo evento. Esto con el uso de la estructura secuencia a secuencia
profunda utilizando celdas GRUs. Por lo tanto, dado el modelo de aprendizaje quedard

expresado como

m(k—1),...,m(k—n),

B plk—1),....,p(k —n),

m(k). plk), lalk) lo@) = Now | ) ) Jak—n).
lo(k—1),...,lo(k —n)

Donde m(k) representa la magnitud del siguiente evento en el tiempo k, el cual
representa el tiempo inter evento y puede ser variable, p(k) representa la profundidad
del siguiente evento en el tiempo k, la(k) representa la latitud del siguiente evento en el
tiempo k, lo(k) representa la longitud del siguiente evento en el tiempo k, y N, es el
modelo neuronal recurrente profundo secuencia a secuencia planteado en el capitulo 5.

De esta forma se puede observar que se logré un resultado imposible con cualquiera
de las otras arquitecturas probadas en el presente trabajo, ya que ahora no solo se puede
predecir la maxima magnitud de un evento por dfa, sino que se puede predecir la magnitud
del siguiente evento junto con su profundidad y una aproximacién de la ubicacién lo que
ya propone una solucién viable a ser usada en un futuro para alertar de posibles eventos
sismicos. Esto se logré con una estructura de inicamente 100 celdas en la entrada y 100
celdas en la salida.

Suena légico que el siguiente paso sea probar las predicciones en tiempo real, ademas
de tratar de predecir no solo el siguiente, sino que ademads los siguientes 10 eventos y
calcular el margen de error esto en un futuro cercano, més adelante se podrfa incluir mas

informacién relacionada que ayude a mejorar la prediccién para una implementacién real.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo a futuro

Durante la presente tesis se usaron las redes neuronales recurrentes profundas con
estructuras LSTM y GRU para el modelado de sistemas dindmicos, demostrando su
capacidad de aprender el comportamiento de dichos sistemas. Se abordaron ademds
con éxito problemas complejos en el modelado de sistemas que se probaron no solo
tedricamente sino con una aplicacién tan importante como es la prediccién de sismos.

Las cuatro arquitecturas propuestas demostraron solucionar los distintos problemas
propuestos que se querfan solucionar, como son el modelado de un sistema en un entorno
de simulacién, la prediccién del siguiente paso k usando solo las predicciones anteriores,
la prediccién de un tiempo k + n, la prediccién de miiltiples pasos adelante y se demostrd
en las simulaciones lo que propone la teorfa respecto a el desvanecimiento o fuga del
gradiente, superando este problema al tener la secuencia de entrada tan larga como sea
necesaria.

La aportacion de un entrenamiento estable demostré su eficiencia con la simulacién de
un sistema acrodindmico y el correcto entrenamiento y aprendizaje de su comportamiento
pese a la problemdética planteada.

Este trabajo incursiona apenas con las arquitecturas LSTM y GRU y su uso en el
modelado de sistemas dindmicos, sin embargo, se obtuvieron muy buenos resultados y
deja mucho camino que recorrer ain, como es probar con la arquitectura secuencia a
secuencia, la prediccién del siguiente paso usando las predicciones anteriores y el problema

de modelado en un entorno de simulacién.
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