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Prefacio

El céalculo infinitesimal de varias variables reales es un tema de particular relevancia en
las dreas de ingenieria y de ciencias fisico-matematicas.

El presente volumen trata sobre el calculo integral de varias variables reales. Hay
muchas formas de presentar el material aqui tratado. Nosotros elegimos un punto de
vista tedrico, aunque sin descuidar ejemplos que ilustren nuestros resultados. Debido a
lo anterior, la aproximacion al calculo integral aqui presentada hace adecuado este texto
para los estudiantes del segundo 6 tercer ano de licenciatura en las carreras de fisica y/6
matematicas.

En el Capitulo 1 primero introducimos el concepto de Integral de Riemann en el espacio
R™ y a continuacién damos una interpretacion geométrica de ella. Finalizamos dando los
conceptos fundmentales sobre numerabilidad.

El Capitulo 2 damos los conceptos de medida 0 y de contenido 0.

El Capitulo 3 trata fundamentalmente sobre el Teorema de Lebesgue, el cual nos
caracteriza la integrabilidad de una funcién por medio de su conjunto de discontinuidades.
Posteriormente introducimos el concepto de conjuntos Jordan—-medibles, los cuales seran
los conjuntos sobre los cuales tenemos el concepto de volumen y sobre los cuales podemos
definir la Integral de Riemann de R".

El Capitulo 4 es sobre el Teorema de Fubini, el cual nos da la relacién fundamental
entre el concepto de integral de Riemann y el concepto de integral iterada. El Teorema
de Fubini es el que nos permite, de alguna manera, simplificar la integral n—dimensional a
la integral de una variable real. Finalizamos el capitulo dando una secciéon sobre integral
impropia tratada de una manera practica, en contraste con los conceptos tratados en el
siguiente capitulo.

En el Capitulo 5 tratamos sobre el cambio de variable en el caso n-dimensional, el cual
es, en contraste con el caso de una variable real, un tema bastante complejo. Introducimos
el concepto de Particiéon de Unidad el cual nos permite dar el concepto més general de
Integral de Riemann en R™. Finalizamos el capitulo aplicando los resultados generales a
tres casos particulares: coordenadas polares, esféricas y cilindricas.

El dltimo capitulo es sobre integrales de linea y de superficie. Estudiamos las relaciones
existentes entre estas integrales por medio de los Teoremas de Green, Stokes y Gauss.

Finalizamos con un apéndice en el cual se presenta la demostracion del Teorema de
Cantor—Bernstein, el cual nos dice que si el conjunto A es mas “chico” que B y que
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si B es mas “chico” que A, entonces los dos conjuntos son “iguales”. FEl Teorema de
Cantor—Bernstein lo utilizamos en el primer capitulo.

Al final de cada capitulo proponemos una lista de ejercicios, 139 en total, los cuales
complementan y aclaran lo tratado en el texto. Se debe intentar resolver todos ellos.

Mucho de lo aqui tratado esta basado en los libros mencionados en la bibliografia,
principalmente en los libros de Apostol [1], Mardsen [7], Spivak [9] y Williamson, Crowell
y Trotter [10].

Para los Capitulos 1 y 2 recomendamos los libros de Mardsen y Spivak. Para los
Capitulos 3, 4 y 5, recomendamos principalmente los libros de Mardsen, Spivak y el de
Williamson, Crowell y Trotter.

El capitulo 6 se basa esencialmente en [1], aunque también es recomendable [10]. El
apéndice se basa en [5].

En el Capitulo 6, decidimos dar algunos conceptos y resultados basados en la intuicién
geométrica en lugar de desarrollar toda la herramienta necesaria para poder presentar los
resultados de una manera absolutamente formal. Sin embargo si el lector estd interesado
en una mayor formalidad, le recomendamos los libros de Cartan [3] y de Spivak.

Los requisitos que se necesitan para este libro son principalmente un conocimiento
general de cédlculo diferencial e integral de una variable real, asi como calculo diferencial
de varias variables, incluyendo algo de topologia de R™.

Gabriel Villa Salvador.
México, D.F.
Mayo de 2003.



Capitulo 1

Integrales en R".

1.1 Generalidades

En esta primera parte se dan las definiciones basicas, asi como los primeros resultados
que se nos presentan en la construccién de la integral en R™.

Definicién 1.1.1 Un rectangulo cerrado en R™ es un conjunto de la forma

[al,bl] X [ag,bg] X ... X [Cln,bn]

con a;,b; e R,1 <i<n.
Se define el volumen del recténgulo S = [a1,b1] X [ag, bs] X ... X [ay, b, por:

n

vol (S) = v(S) = (by — a1)(by — az) -+~ (by — an) = [ [ (b — a:)
i=1
sia; <b;V1<i<nyvol(S)=0si5=0.
Definicién 1.1.2 Una particién del rectangulo

S = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]

es una coleccién
P:(Plap27"'7pn):P1XPQX...XPn

donde P;,1 < j <, es una particién del intervalo [a;, b;].

Definimos las particiones canénicas (6 la sucesién de particiones candnicas) de S, por
la sucesion {P,,}°°_,, donde

Pp=(P" Py, ... ,P™), meN

n



{ij}?s:h 1 S j S n,

es la sucesion de particiones candnicas de [a;, b;], es decir

Plo=Aa; =10t ... t0, =b;}

Jmo g,mo 7 T)m

k
k
th:CLj—i‘E(bj—aj), 1 S ]{ZSTI’L

0 1 2 3 k k+1 m—2 m—1 m
tim tim tim Tim 0 Um Gm 0 tm tm tm
| 1 | |

s e e B B

a; b

1
k+1
i — Um = E(bj — a;)

Las particiones candnicas de [a;, b;] son las que dividen al intervalo [a;, b;] en m partes
iguales.

Y
y
t%zbg——
2
20—
1
tQ__
tg:ag——
11— v

t0=ay t} t§ t t1="0b
Representacién geométrica de una particién del rectangulo [aq, by] X [ag, ba] en R2.

Dado un rectdngulo S = [ay,b1] X - -+ X [an, b,] y una particiéon P = (P, Py, -+ , P,)
de S con:
P={t)<t;<t;<..<t;’}, j=12...n,

es decir, P; divide al intervalo [a;,b;] en m; subintervalos, entonces tendremos que P

divide al rectangulo S en los my -mo - ... -m, = H = m; subrectangulos:

=1

[ ] < [ ] < - x [t ] 1 <y <my, 1< j <.
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Definicién 1.1.3 Sea S un rectdangulo de R" y sea f : S — R una funcién acotada. Si
P es una particién de S que determina a Sy, .5, . .., .5, como los subrectangulos de esta
particion, entonces se definen los niimeros:

—inf{f ()| 7€ S

M; = sup {f (7) | ¥ € Si}

i=1,2,...,m.

Por ultimo se define:

Suma inferior de f para P = I(f, P) E:mz vol (

Suma superior de f para P = S(f, P) ZM vol (

Hay varios resultados sobre sumas superiores e inferiores que nos conducen a la
definicion de integral.

Proposicién 1.1.4 Sean S un rectangulo cerrado de R™, f : S — R una funcion acotada
y P una particion cualquiera de S. Entonces se tiene: I(f, P) < S(f,P).

Demostracion. Sean Sy, ...,k los subrectangulos de S definidos por P. Se tiene
que vol (S;) > 0,1 < i < kyquem; < M;,;1 < i < k, de donde obtenemos que
m; vol (S;) < M; vol (S;),1 <i <k y por lo tanto

k k
:Zmi vol ( SZ ; vol ( S(f, P). O
i=1 i=1

Proposicién 1.1.5 Sea S un rectdngulo cerrado de R" y sea P una particion de S que
da origen a los subrectdngulos Sy, S, ..., de S. Entonces se tiene:

vol (S) = ivol (S

Demostracion. Se hard por induccién en k.

Si k=1, se tiene que S; = S y por lo tanto vol (S) = vol (57).

Hagéamoslo en el caso particular de k£ = 2.

Sik=2y S =a,b] x ... X [an,b,] entonces la particion P = (Py,..., P;,...,P,)
necesariamente satisface que, para i # j, P; es la particién trivial de [a;, b;] v P] consta
de 3 puntos, es decir, se tiene:

Py ={ai,bi},i #jy Py ={aj,c,bj},a; <c<b.



Entonces:
vol (Sl> + vol (SQ) = (b] — Cll) ce (b —j -1 aj_l)(c — (Zj)(bj+1 — aj+1) ce (bn — (ln)—l—

+(by —a1) ... (bjm1 — aj-1)(bj — ) (bjs1 — aju1) - (bn — an) =
= (bl — al) . (bj—l — aj_1>(bj+1 — aj+1) e (bn - CLn)(C — Gy + bj - C) =
= (bl — al) Ce (bj—l - aj_l)(bj+1 - aj+1) N (bn - an) = vol (S)

Por tultimo sea k > 1 y supongamos el resultados valido para todo niimero natural
menor que k.

Podemos suponer k > 2y podemos tomar a; < ¢ < bj con ¢ € P; paraalginl < j <n,
P=(P,P,...,P;...,P,). Entonces S se divide en los 2 siguientes subrectdngulos:

Ty =[a1,b1] X ... X [aj,¢] X ... X [an, by] vy To = [a1,b1] X ... X [e,b;] X ... X [an, by).

Reenumerando los subrectangulos S, S5, . . . Sk, podemos suponer que T} esta dividido
en los subrectangulos S7,.95,... 5, y Ty en los subrectangulos S,.1,...S,. Por hipdtesis
de inducciéon y por el caso k = 2, tendremos que

vol (S) = vol (T1) + vol (T3) = XT:VOI (Si) + Z vol (S;) = Zvol (S;). O
i=1 i=r+1 i=1

Proposicion 1.1.6 Sea S un rectdngulo cerrado de R™ y sea f : S — R una funcion
acotada. Sean Q) y P dos particiones de S tales que P C @Q, es decir () es mds fina que
P. Entonces se tiene:

I(f,Q) = I(f, P) y S(f,Q) < 5(f, P).

Demostracion. Sean Si, S, ...S, los subrectangulos de S determinados por P y sean
Ty,T5, ... T, los subrectangulos de S determinados por Q).

Se tiene que cada T; estd contenido en algin S; y ademas cada S; es la unién de
algunos T}, digamos que:

i
S; = sz‘+1 U Tji+2 u...u Tji+7“i = U T'H-Si‘

Si=

Se tendra que

=1 \s;=1
Pongamos:
m; =inf{f(Z) | 7€ S;}, M=sup{f(@)|2eS}, 1<i<k,
m) =inf {f(Z) | T € T}}, M;=sup{f(?)|Te€T;}, 1< m.
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Se tiene que m; < mj .y M; > M}, conl <i < kyl<s < Porla
proposicién anterior se tiene:

vol ( Zvol Tvs,), 1 <i<k.
s;=1
Por lo tanto
m; vol ( Z m; vol (Tj,1s,) < Z mj ., vol (T}, is,)
s;i=1 s;=1
y
M; vol ( ZM vol (T},+s,) > Z s Vol (Tjiqs,)-
s;i=1 s;i=1
Por tanto se tiene que
k k r; m
= Zmz vol (Sl> S Z (Z m;'i—&-si vol (7—.‘]1"?51)) = Zm; VOI( ) (f Q)
i=1 i=1 \s;=1 j=1
y

B

k m
= ZMZ VOl > Z (Z Jitsi VOl J1+51)> - ZMJI VOI(T]) = S<f7 Q)

i=1 j=1

Asi, obtenemos:
I(f,P) < I(f.Q) y S(f,P) = S(f,Q). O
Juntando las proposiciones anteriores, obtenemos un resultado importante para el
concepto de integral.

Teorema 1.1.7 Sea S un rectangulo de R™ y sea f : S — R una funcion acotada. Sean
P, y Py dos particiones de S cualesquiera. Entonces

I(f,P) < S(f, Py).

Demostracién. Si P, = (P!, PE,...,P") y P, = (P}, P,..., P}) consideremos la par-
ticién

Q=P UP,:=(PlUP,PPUP;, ... .PlUP})
llamada la particién unién de P; y P, (notemos que no es la unién de conjuntos, sino
solamente una notacién). Entonces () es més fina que P y que Py, es decir, Q 2 Py y
@ O P,. Aplicando dos veces la proposicion anterior obtenemos que

Con estos resultados podemos ahora dar la definicién de integral.



Definicién 1.1.8 Sean S un rectangulo cerrado de R™, f : S — R una funcién acotada.
Definimos:

Integral inferior de f en S = / f=supl(f,P)
Js

pPeP

Integral superior de f en S = / f=inf S(f, P)
s Pep

donde P = {P | P es una particién de S}.

Observacion 1.1.9 Puesto que para cualesquiera particiones P;, P, de S se tiene que
I(f, P1) < S(f, P,), entonces

PeP

de donde se sigue que

AfnymeyéfSZf.

Definicién 1.1.10 Si/ f> / foloqueeslo mismo/ f= / f, entonces f se llama
s S s s

Riemann-integrable (o ‘simplemente integrable) en S y se define la integral de f sobre S

por: -
Afzéfzéf

Notacién 1.1.11 Cuando f es integrable en S, algunas veces la integral se denota por:

/ f:/ f(x1, 29, ..., 2,) deides . .. dx,.
s S
Ejemplos 1.1.12
1).- Sean S = [a1,b1] X ... X [an,b,] ¥ f: S — R dada por f(¥) =

c
constante V 7 € S. Entonces V P € P se tiene que I(f,P) = S(f,P) =
c vol (S) por lo que f es integrable y

/S F=cvol (8) = e(by — ay)(bs — as) -+~ (bn — ay).
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2).- Sea S C R™ un rectangulo cerrado y sea f: S — R dada por:
1 si 27eQ"=0Qx...xQ
si Q"

Para toda particion P de S se tiene que m; = 0 y M; = 1. Por tanto

i=1

f(@) =

Z M; - vol ( Z vol (S;) = vol (S).

éf:OSZf:vol(S)

es decir f no es integrable en S, salvo en el caso trivial de que vol (S) = 0.

Por tanto se tiene que

Un criterio importante de integrabilidad nos la da el siguiente resultado.

Teorema 1.1.13 Sea S un rectangulo cerrado en R™ y sea f: S — R una funcion aco-
tada. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1).- f es integrable sobre S.
(2).- V € >0, existe una particion P de S tal que 0 < S(f,P) —I(f,P) <e¢
(3).- Eziste una sucesion de particiones {P,}5°, de S tales que

T [S(f. ) — I(£. P.)] = 0.

En este iltimo caso se tiene que

/ f=lim S(f, P,) = ILm I(f, P,).

n—oo
Demostracion.

(1) = (2). Sea € > 0. Existen particiones P, y P> de S tales que: S(f, Pl)—/ f<e/2
- S

y / f—1I1(f,Py) < ¢/2. Entonces si P = P, U P, es la particién unién (en el sentido

S
definido anteriormente), se tendra que:

OSS(f,P)—/S fSS(f,Pl)—/S f<e



y
o< [ s-14P< [ Fo1R) <2
s S
por lo que
0§S(f,P)—](f,P):S(f,P)—/ f+/ f=1(f,P) <e/2+€¢/2 =€
s S
(2) = (3). Elijjamos para n € N, ¢, = 1/n. Existe una particién P, de S tal que
O§S<f’Pn)_](f7Pn)<€n:1/n
por tanto

n— o0 n—oo N,

0< lim [S(f,P,) — I(f,P,)] < lim 1 0.
De aqui se sigue que
Tim [S(. ) ~ I(F. )] = 0.
(3) = (1). Sea € > 0. Existe n € N tal que
S(f,P,) —I(f,P,) <e

y se tiene que:

S(f.P) > inf (1, P) =

o

/
VneN

I(f, P,) <sup I(f, P) =

PeP

S

o

por lo que

OSZf—éfSS(f,Pn)—f(f,Pn)<€-

Por tanto tenemos que / f= / f, esto es, f es integrable.
s Js

Por 1ltimo si tenemos que

n—oo

entonces o
0< S(f.P) - / f=S(f.P) - /5 <SP —I(f,Fy).

Por el teorema del “sandwich” para sucesiones se tiene que

tim [S(7,7,) - Z 7| =0
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y ademaés te tiene que {I(f, P,)}>2, converge y

lim S(f,P,) = lim I(f, P,).

n—oo

Por lo tanto tenemos que

lim S(f, P,) /f /f /f—hmIfP> 0

En seguida demostraremos una proposicion que es en extremo técnica pero que sin
embargo nos demuestra la equivalencia entre la definicién de integral por medio de parti-
ciones arbitrarias (como se trata aqui) y la definicién de integral por medio de particiones
cuyo didmetro tiende a 0.

Es interesante resaltar el hecho de que la literatura trata indiscriminadamente que las
2 definiciones de integral son equivalentes y sin embargo no me fue posible encontrar la
demostracion de este hecho.

Proposicion 1.1.14 Sea S un rectdngulo cerrado de R™ y sea f: S — R una funcion
acotada. Sea {P,,}°_, una sucesion de partz’ciones cuyo “didmetro tiende a 07, es decir, st
P, determina los subrectdngulos ST, 53", ..., S, estos son tales que dado € > 0, existe
mo € N tal que YV m > myg, cada lado de Sm 1 < 7 < Jm, es de longitud menor a €.
Entonces se tiene:

- lim S(f,Pm):/Sf.

m—00

m—00

i)~ Tim I(f, ) = /S f

Demostracion.
i) Hagdmoslo por reduccién al absurdo suponiendo que

hnclx)SfP #/f

Entonces existe ¢y > 0 tal que existe una subsucesién {P,,, }7°, tal que

S(f,Pmk)—/ f>2¢q, VkeN.
S

En adelante sélo trabajaremos con la subsucesion {F,,, }?2; por lo que sin pérdida de
generalidad podemos suponer que

{Pmk}zozl = {Pm fnoﬂ
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Por definicion de / f, existe una particién P de S tal que 0 < S(f, P) — / f < eo.
S s

Se tiene que

S(f,Pm)—S(f,P)>2eo+/5f—/sf—60—60,

es decir,
S(f,Pn) —S(f,P) >¢e VmeN.

La contradiccién consiste en hallar un m € N tal que

S(f7Pm)_S(f7P> < €p-

Sea P = (P, P,,...,P,) con P; = {t?,t;,...,t?} yit) <t;<..< tij. Elijjamos ¢
sujeto a:
0<d<min{th—t/"[1<i<(,j=12,...n}
y si

|f<f)| <MV£€SYS: [al,bl] X ... X [an,bn]

elegimos k > max {b; — a; | 1 <i < n} y le pedimos a S que cumpla que
M- k"0 — 1) (20, — 1) -+ (20, — 1)6 < €

(la razén de pedir estas condiciones se aclara mas adelante).
Elegimos my € N tal que para toda m > my cada lado de S} sea de longitud menor

ad, 1 <i< 7, Seam uno de estos indices.
Sea Q = (Q1,Q2, . ..,Q,) particién de S tal que:

_ 0 1 257'72 2@7'71
Qj—{uj,uj,...,uj U ,

donde uz € P, 1<i <2, P,=(P",P",...,P") con

2k—1 k 2k 0 0

J

271 =gy T <50 =1,2,.., 0 — 1.

u J
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Geométricamente las condiciones anteriores significan que tomamos puntos de las par-
ticiones P, = P/" x --- x P de tal suerte que en cada componente los uz rodean a t; y
que si u?k_l y ujzk rodean a té? entonces la distancia entre estos u;’s es menor a 9.

Se tiene que Q C P, por lo que S(f, Q) > S(f, Pn) v @ nos determina (2¢; — 1)(205 —
1)---(2¢, — 1) subrectangulos de S.

Sean Sk, .. .k, = [u’fl_l,ulfl] X ... X [uﬁ”‘l,uﬁ”}, donde 1 < k; <2(;, —1,1<j <n,
los subrectangulos determinados por @ y sean Sy, = [t’frl, t’fl] X .oox [the=1 thn] Jos
subrectangulos determinados por P (1 <k; </¢;,1<j <n).

Sean My, ., = sup{f(Z) | Z € Sty.pn} v M}, 4. =sup{f(Z) | T €S}, .}

Se tiene que
]Cj +1

2k;+1

2k;
J u; <t

k;
— t] ,
por lo cual se tiene que
!/
ki+1,.. kn+1 > 52k1+1,...,2kn+1-

En particular, tenemos

vol (Sk, 1. ps1) = Vol (Sapy i1, 2k41)

/
Moky 1, 2k 11 < My 41 gt

De la siguiente suma separaremos los sumandos en que todos los subindices son impares
y por otro lado los sumandos en que al menos un subindice es par (a estos tltimos los
denotamos por I), es decir:

201—1205—1 20,—1

S(f7 Q) = Z Z Z Mk1,...,kn vol (Skh...,kn)

k1=1 ko=1 kn=1

l1—1 l5—1 ln—1

= Z Z Z Moy, 41, 26,41 VO (Soky41,.. 2k, 41) + ZMa vol () <

k1=1 ko=1 kn=1 acl

l1—1 L3—1 ln—1

< Z Z o Z Ml/~cl+1,...7kn+1 vol (Sl{q—i-l,...,kn—&—l) + ZMa vol (S,) =

k1=1ko=1 kn=1 ael

= S(f,.P)+ Y _ M, vol (S,).
aecl
Por ultimo notemos que V « € I, |M,| < M, que I tiene menos de (2¢; — 1) - (205 —
1)...(2¢, — 1) elementos y que para cada o € I, « tiene un subindice par, por lo que S,
tiene un lado de longitud u?"C - u?k_l < 0 y los restantes (n — 1) lados de longitud menor
a k, por lo que

vol (S,) < k" 16.
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Por lo tanto

> My vol (Sa) S M- (20 —1)- (26— 1)... (26, — 1) - k"1 -6 < €.

Se sigue que

S(£,Q) < S(f,P)+>_ Mg vol (Sa) < S(f.P) + €o.

acl

Es decir, tenemos:

€0<S<f,Pm)—S<f,P>SS(f,Q)—S(f,P)<EO

con lo se llega al absurdo ¢; < €.
Por lo tanto se tiene

lim S(f, Pn) / f
ii) Es andlogo al inciso i) y se deja como ejercicio. O

Como consecuencia del resultado anterior, podemos caracterizar la integrabilidad de
una funcién por medio de particiones cuyo didmetro tiende a 0.

Teorema 1.1.15 Sea S C R™ un rectangulo cerrado y sea f — R una funcion acotada.
Sea { Py}, una sucesion de particiones de S, tales que dado € > 0, existe mg € N tal
que ¥ m > my, los subrectdngulos determinados por P, tienen lados de longitud menor
que €. Entonces se tiene que f es integrable en S <= n}l_rgo [S(f, Pm) — I(f, Pn)] =0.

En este caso se tiene que

| = Jim S(f, Pn) = lim I(f, ).

m—00

Demostracion.
=) Puesto que f es integrable se tiene que

szZfzéf

por lo que debido a la proposicion anterior tenemos:

s 1= [ -
Jim [S(/, ) = 1(f. Po)] = / = [ i-o

<) Esta parte ya fue demostrada anteriormente. [

= lim I(f, Pn)

m—00

|\

y en particular
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Corolario 1.1.16 Sean S, f y {Pn}>X_, como en el teorema. Si f es integrable en S,
entonces

li g T 1 (S") =
Jm 327G vol (579 |

donde By, determina a los subrectdngulos ST*,S3",..., 5" de S y elegimos yi* € S
arbitrario
Demostracion.  Sean m = inf{f(Z) | ¥ € S}, Mi(m) =sup{f(%) | ¥ € S"},1<i<

Jm- Entonces se tiene

Zm vol(S") < f (") vol(S") ZM vol(S™) = S(f, P,,)

=1

Por el teorema del “sandwich” para sucesiones se sigue el resultado. D

Corolario 1.1.17 Sea S un rectingulo cerrado de R" y sea f: S — R acotada. Sea
{Pn}2_, la sucesion de particiones candnicas de S. Entonces

[ es integrable <= lim [S(f, P,) — I(f, Pn)] =

En este caso:

/ f=lim S(f, P,) = lim I(f, Pn).

m—00 m—0o0
Demostracion. Inmediata del teorema anterior. O

Ejemplo 1.1.18 Sea S = [0,1] x [0,1] CR? y sea f: S — R dada por f(x,y) = xy. Se
quiere calcular [ f
Sea P, = (P/", Py") particiéon de S con m € Ny P" = P" = {tg =0 < t; <ty <

k
<ty <t =1}, tp=—, 0<k <m.
m
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Y
(1,1)
1
tm—l
tm—Z

t3

12

131

. T
0 ty to t3 -+ tpea tpor 1
kt—1 k ko —1 k
Sean S}, = [ ! ,—1] X { 2 ,—2}7 1< ki, ky < m.
’ m 'm m m
Entonces se tiene:
(m) (m) ki ko kyko
M), = sup{f(e.) | (@.9) € S} = b 2 = 22
' ( )( )
(m) __ . (m) _kl_l kQ—l_kl—l k2—1
mkl,kg - 1nf{f(l',y) | (x7 y) € Skl’kQ} - m : m — m2 s
(m) 1 1
vol <Sk1’k2) =

Entonces

k1=1ko=1
S T " A 1 m(m + 1)
S (M) e e X -y D
ki1=1ko=1 k1=1
1 | L (m+1) I [m(m—=1) m(m+1)
ST SRR o _
m 2 2
ki=1 ki=1
1 2m 1
= — - = 0
m 2 m m—oo

Por lo tanto f es integrable en S.

Ahora
/ f:/ vy dedy = lim S(f, P,) =
S [0,1]x[0,1] m—00
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gy ML mmt1) i (1 S|
11m : = lm ————— = lim - — = _
m—oo 2m?3 2 m—oo  4m2 m—oo 4 m 4

1
/ f= / xy dedy = —
s [0,1]%[0,1] 4

1.2 Interpretacion Geométrica de la Integral

Por lo tanto

Sea S = [a,b] x [c,d] C R? y sea f: S — R una funcién acotada e integrable.
A

L
/6;57
=

(=]
\J
~

Sea P, = (P, P§") con PI* = {tg,t1,....tn} v P5* = {t§,1,....5,} con t; =
+i(b—a),t12~:c+i(d—c),Ogjgmysean
m m

512?232 = [tllﬂfl’tllﬁ} X [ti2*17tigi| ) 1 S klakZ S m,

m\", = inf{f(z,y) | (z,y) € ST}, M") = sup{f(z.y) | (x,y) € S ).
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Z
N ij
/
m ™|
ij
2 t?
' J] J! i >
.
t! 5
-~ e
// pd

Se tiene que I(f, P,,) es la suma de los volimenes de los prismas de base S,(g% y altura

mgﬂ , los cuales se hallan por abajo de la grafica I'y de f y que S(f, P,,) es la suma de

(m )

los voliimenes de los prismas de base S , v altura M , ¥ que se hallan por arriba de

la grafica de f.
Puesto que f es integrable en S, se tiene que lim S(f, P,,) = hm I(f, Py) / f,

m—00

es decir:

/ f = volumen de la figura geométrica en R? acotada por S x {0},
S

[y = grifica de f = {(v,y, f(v,y)) € R® | (z,y) € S}
y los planos x = a, z =b, y = ¢, y = d.

1.3 Numerabilidad

La nocién de numerabilidad y de cardinalidad nos seran de vital importancia en varios
temas subsiguientes de este trabajo, como por ejemplo, en medida 0, cubiertas, uniones
numerables de compactos, particiones de unidad, etc.

Aqui sélo se exponen los resultados indispensables en este tratado.

Proposicién 1.3.1 Sean A, B dos conjuntos no vacios. FEntonces existe f: A — B
suprayectiva < existe g: B — A inyectiva.

Demostracion.

=) Sea f: A — B suprayectiva. Dada b € B, existe a, € A tal que f(ay) = b.
Definimos g: B — A dada por g(b) = ay (el a electo, lo cual es posible gracias al axioma de
eleccion). Ahora, puesto que f es funcion, si by, by € B, by # by, f(ap,) = b1 # by = f(ap,),
por lo que g(by) = ap, # ap, = g(by), es decir g es inyectiva.
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<) Sea g: B — A inyectiva. Entonces g(B) C A. Sea by € B fijo (existe puesto
que B # (). Sea f: A — B dada por

b si a€g(B),a=g(b)
fla) =
bo si a¢g(B)

Claramente f es una funcién suprayectiva. (]

Definicién 1.3.2 Un conjunto A se llama numerable o contable si existe f: N — A
biyectiva.

Ejemplos 1.3.3

(1).- En forma obvia N es numerable.

(2).- Sea kg € Ny sea Ay, = {kp n | n € N}. Sea f: N — A dada por
f(n) = ko n. Entonces f es biyectiva y por lo tanto Ay, es numerable. En
particular con kg = 2, Ay = {2n | n € N} = {m € N | m es par} es numerable.

(3).- Sea A =7. Sea f: N — Z dada por:
kE—1 si n=2kkeN

f(n) = -
—k si n=2k—1,keN

Entonces f es biyectiva y por lo tanto Z es numerable.

Teorema 1.3.4 (Cantor—Bernstein) Sean A, B dos conjuntos tales que existen fun-
ciones f: A— B yg: B— A inyectivas. Entonces existe h: A — B biyectiva.

Demostracion. Se dara en el apéndice. l

Observacién 1.3.5 El Teorema de Cantor-Bernstein se puede enunciar con f y g su-
prayectivas y se tiene la misma conclusion. Esto se sigue inmediatamente de la primera
proposiciéon para numerabilidad.

Con este teorema podemos deducir resultados muy interesantes.

Proposicién 1.3.6 Sea A un conjunto infinito. Entonces A contiene un subconjunto
numerable.
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Demostracidn.  Sean x; € A. Entonces A\ {z1} # 0.
Elegimos x5 € A\ {x1}, entonces A\ {z1, 3} # 0y x1 # .

Supongamos que se han seleccionado zy,z3,...,2, € A con z; # z;, 1 < 1,5 < n,
i # j. Entonces A\ {x1,x2,...,2,} # () (pues A es infinito).
Sea xp41 € A\{z1,22,...,2,}. Entonces x,11 # z;, 1 <i <ny por lo tanto x; # zy,

1<j,k<n+1,j#k.

Se ha construido inductivamente el conjunto C' = {z,, | n € N} con x,, # z,,, n # m,
n,m € N.

Sea ¢: N — C dada por ¢(n) = x,. Entonces ¢ es claramente biyectiva, por lo que
C' es numerable y C' es un subconjunto de A. [

Definicién 1.3.7 Si A es finito 6 numerable, A se dice a lo mas numerable.

Corolario 1.3.8 Si existe p: N — A suprayectiva, entonces A es a lo mds numerable.

Demostracion. Si A es finito se sigue el resultado. Si A es infinito, por la proposicion
anterior A contiene un conjunto numerable por lo que existe una funciéon inyectiva h: N —
A. Se sigue de la hipdtesis que existe una funcion g: A — N inyectiva y por el Teorema de

Cantor—Bernstein se sigue que existe f: N — A biyectiva. Por lo tanto A es numerable.
O

Ejemplo 1.3.9 Sea {7,}>2, C R™ una sucesién. Sea ¢: N — {Z,}°°, dada por ¢(n) =
T, entonces ¢ es sobre, por lo tanto {Z,}>2; es a lo mas numerable.

Un resultado interesante es:
Proposicién 1.3.10 El campo de los niumeros racionales Q es numerable.

Demostracion. Sea ¢: N — Q dada por ¢(n) = n. Entonces ¢ es inyectiva.
Si x € R, definimos el signo de x por:

1 si >0
sgnr=4¢ —1 si <0
0 si =0

Sea 1: Q — N dada por 1 (x) = 2Pl . 3lal . 51758 = donde 2 = g y (p,q) = 1.

b
() = 2P . 3l 5losen @ — glal . 3Bl plosen y — g (y),

. a
slng,y:—,x,ye@, (p,g) =1=(a,b)y

entonces, por el Teorema Fundamental de la Aritmética, se tiene que |p|

lal, lql = [0],
p a
q

a . p
= ’E‘ y sgn xr = sgn y. Ses1gueque5

1—sgn x = 1—sgn y. Por lo tanto —r=y=-

=)

es decir, 1) es inyectiva.
Se sigue del Teorema de Cantor—Bernstein que @Q es numerable. 0
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Proposicién 1.3.11 Sea A un conjunto a lo mds numerable y sea B C A. Entonces B
es a lo mds numerable.

Demostracion.  Ejercicio. 0
Hasta ahora s6lo hemos visto conjuntos numerables. El siguiente resultado nos da
ejemplos de conjuntos no numerables.

Proposicién 1.3.12 Sean a,b € R con a < b. Entonces [a,b] no es un conjunto numer-

able.

Demostracion.  Se probard que [0, 1] no es numerable y puesto que f: [0, 1] — [a, b] dada
por f(t) = a+ (b — a)t es biyectiva, se seguird que [a, b] no puede ser numerable.

> I

0

Supongamos que [0, 1] es numerable. Entonces podemos escribir [0, 1] = {z,}°,. Sea
x, dado por

an

n_mn n k

xn—O.aIQQ...an...—g 1o
k=1

con cada
ap €40,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n € N.

Se construird = € [0, 1] \ {z, }22;.

= b
Sea © = 0.biby...by... = > —= b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y tal que by # 0,9,
<~ 10
bk 7é aﬁ, k € N.
Supongamos que existe n € N tal que x = x,,, es decir
T—T :0:§:bk_az =0=z,—x

Sea ky € N el primer natural tal que by, # aj, , el cual existe puesto que se tiene
bn # a,. Digamos que by, > aj . Por lo tanto

bko — CLZO > bk — ag
10k0 + Z 10k =0

T — T, =
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por lo que
1 b, — ay, = a} — by =9 9 — 1
10ko = 10%0 - Z 10k < Z 10% - 10ko+1 Z 10% -
k=ko+1 k=ko+1 k=1
9 9 10 1
I B T I T

10
lo cual es posible gracias a que tenemos aj — b, <9V k € N. Por lo tanto tenemos que

1 bko — CLZO ad CLZ — bk 1
ST TR Dl T S T
k=ko+1

es decir se deben tener igualdades y por ende
ap —bp =9V k>ky+1,

lo cual sélo es posible si
ap =9y b, =0VEk>k +1.

Esto contradice la eleccion de by puesto que se tiene by, # 0V k € N.

Si se hubiese tenido b, < ay , lo que se hubiese concluido que necesariamente b, =
9V k > kg + 1, lo cual también contradice la eleccién de by.

En cualquier caso se tiene que = # z, V n € N.

Finalmente,
by 9 9 1
0<z= — < —_— = = 1.
SE=2 950 = 2 10 = 10 I
n=1 n=1 1 [
10
Por lo tanto = € [0, 1] \ {z,,}°,, lo cual contradice que [0,1] = {z,}>2,. Asi, [0,1] no
es numerable. 0

Corolario 1.3.13 Para todo n € N, R" no es numerable.

Demostracion.  Se tiene que [0,1] € R C R™. Si R™ fuese numerable se seguirfa que [0, 1]
seria numerable, lo cual contradice el resultado anterior. 0

Teorema 1.3.14 Si A y B son dos conjuntos numerable, entonces A X B es numerable.

Demostracion. Sea C' = {2"-3™ | n,m € N}. Puesto que C' C N y C es infinito, se
sigue que C' es numerable.
Sea h: N — A, g: N — B funciones biyectivas. Definimos f: C' — A x B dada por:

f(2"-3") = (h(n), g(m)).

Claramente f es biyectiva por lo que A x B es numerable. O
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Corolario 1.3.15 Sean Ay, As, ..., A,, conjuntos numerables. Entonces A1 x Ay X... A,
es un conjunto numerable.

Demostracion.  Ejercicio. tl

Teorema 1.3.16 La union numerable de conjuntos numerables es numerable, es decir, si
{A,}5°, es una familia de conjuntos tal que A, es numerable ¥V n € N entonces A = U A,

n=1
es un conjunto numerable.

Demostracion. Puesto que A1 C A y A; es infinito, se sigue que A es infinito. Por el
teorema anterior se tiene que Nx N es un conjunto numerable. Para cada n € N pongamos

A, = A{zpm},o_,. Entonces
A= LJ<An3: LJ LJ Tpm-
1 m=1

n= n=1

Sea ¢: N x N — A dada por: ¢((n,m)) = x,,. Entonces ¢ es suprayectiva y por lo
tanto A es numerable. O

Observacién 1.3.17 Los dos tltimos teoremas, asi como el corolario son validos si sus-
tituimos “numerable” por “a lo mas numerable”.

1.4 Ejercicios

1) Demostrar que la interseccién de dos recténgulos cerrados en R", es un rec-
tangulo cerrado en R".

2) Sean A, B C R". Demostrar que d (AU B) =0 (A)U0 (B)yqued (AN B) C
Jd (A)Na (B).

3) Sea f:[0,1] — R dada por:

Probar que f es integrable y que

/01 f(x) dz = 0.
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4) Sea f:[0,2] — R dada por
0 si 0<x<1

1 si 1<a<?2

2
Calcular / f(z) dx usando la definicién.
0

5) Sea S C R™ un rectangulo cerrado. Sea f: S — R tal que f(¥) >0V 7 € S.
Sea Ty € S tal que f(Zy) > 0y f es continua en #,. Probar que si f es

integrable, entonces f>0.
S

6) Sea S C R" un rectdngulo cerrado y sea f: S — R continua. Probar que f es

integrable.

7) Sea S C R"™ un rectangulo cerrado y sea f: S — R acotada. Probar que f
es integrable <= existe un nimero ¢ € R tal que para cada € > 0, existe
una particion P que determina los subrectangulos Sy, Ss, S, . .

para cualquier eleccién ' € S, ..., %, € Sk se tiene

k

> F (@) vol (8) —¢

P
c:/s 2

< €.

En este caso se tiene que

., Sk de S'y que

8) Sea S C R™ un rectangulo cerrado y sea f: S — R una funcién integrable.
Sea g: S — R tal que g = f salvo en un conjunto finito de puntos. Probar

que g es integrable y que
o=
s S
9) Sea f:[0,1] x [0,1] — R dada por:
0 si 0<z<1/2

f(z) =
1 si 1/2<zx<1

Probar que f es integrable y que / f=1/2.
[0,1]x[0,1]
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

Sean S C R” un rectangulo cerrado, f,g: S — R funciones integrables y
c € R. Probar que f + g y ¢ f son funciones integrables y que

Jra=[ s+ [ o [er=c] s

Sea f: A — R y sea P una particién del rectangulo cerrado A C R"™. Probar

que f es integrable <= para cada subrectangulo determinado por P, f ‘s es

integrable y en este caso
=3/ 1

Sean f,g: S CR" — R, donde S es un rectangulo cerrado y f, g son funciones
integrables. Probar que:

i).- Si f(¥) >0V & € S, entonces / f=0.
s

ii).- Si f(Z) <g(@)VZes, entonces/ f< / g.
S S

Sea f: S CR"™ — R una funcién integrable, S un rectangulo cerrado. Probar

que | f] es integrable y que
[ = [
s s

Sea A un conjunto a lo mas numerable y sea B C A. Probar que B es a lo
mas numerable.

Sean A, As, ..., A,, conjuntos numerables. Probar que A; x Ay x --- x A,,
es numerable.

Probar que todo conjunto abierto A C R™ es union a lo més numerable de
bolas abiertas (y también de rectdngulos abiertos).

Sea A C R" y sea O una cubierta abierta de A. Probar que A tiene una
subcubierta a lo mas numerable.

Probar que el conjunto de todas las sucesiones que constan de 0 y 1 no es
numerable.

23
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Capitulo 2

Medida y Contenido 0

2.1 Conjuntos de Medida 0 y de Contenido 0

Los conceptos de medida y contenido 0 son de vital importancia para todo el desarrollo
de la integral de Riemann. Cabe hacer mencién que la nocién de medida es la que se
aplica a la llamada integral de Lebesgue, la cual es una generalizacion de la integral de
Riemann.

Definicién 2.1.1 Un conjunto A C R” se dice que tiene medida 0 si dado € > 0, existe
un recubrimiento a lo mas numerable {U,} 2, de A por rectdngulos cerrados, es decir

AC U U,, U, rectangulo cerrado de R", tal que
n=1

Z vol(U;) < e.
i=1

Ejemplos 2.1.2

(1).- Si A = 0, elegimos U; = 0 ¥V i € N,vol(U;) = 0 y por lo tanto A tiene
medida 0.

(2).- Sea A = {Z,}-_, € R" cualquier conjunto a lo mas numerable. Dado
cada Z,,, sea U,, un rectangulo cerrado de R™ tal que Z,, € U,, y vol(U,,) <

€
—. Entonces
2m

AC [OJ Un v ivol(Um)<i2im—e,
m=1 m=1

m=1

es decir A tiene medida 0.
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(3).- Sea A=R“="R x {0} CR? Sea ¢ > 0. Se definen

€ €

U,=A{n—1,n]U[-n,—n+1]} x [_W’ iis

},nEN.

Se tiene que U, no es un rectangulo pero es la unién de dos rectangulos cerrados
1 2 ¢
V., y V7. Ademas
€ €

y {V.IUV?2}>7, es una cubierta numerable de A por medio de rectdngulos
cerrados y

io:lvol(‘/nl) + ivol(Vf) = 2§: 27;2 _ % <€,

por lo que A =R tiene medida 0 (en R? !).
Un resultado que nos serd de suma utilidad es:

Teorema 2.1.3 Sea {A;};°, una familia de subconjuntos de R™ con cada A;, i € N, de

medida 0. Entonces A = U A; es un conjunto de medida 0.
i=1

Demostracion. Sea ¢ > 0. Para cada i € N sea {Uij };il una cubierta numerable de A;
por rectangulos cerrados tal que

Z VOl(Uij) < ;
j=1

Se tiene:

- Oae0(0n)
=1 1

i=1 \j=
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por lo tanto {Uij}fj.zl es una cubierta A por rectangulos cerrados.
oo
Pongamos {V;},2, = {Uij}f’;.zl y Zvol(l/;) converge si y solo si es absolutamente

i=1
convergente (por ser vol(V;) > 0). Por lo tanto podemos sumar en cualquier orden y se

tiene que
oo o o0 €
D_vol(Uy) =3 D vol(Usy) < 3 o = e
=1 =1 j=1 =1
y puesto que A C U V;, V; rectangulo cerrado de R™ para toda ¢ € N, se sigue que A es

i=1

de medida 0. ]

Definicién 2.1.4 Un conjunto A C R" se dice que tiene contenido 0 si dado € > 0 existe
un recubrimiento finito {Uy,Us, ..., U,} de A por medio de rectdngulos cerrados tales

que ZVOI(UZ') < €.
i=1

Observaciéon 2.1.5 Si A tiene contenido 0, entonces A tiene medida 0 pues, dado € > 0,
consideramos {U;}*; un recubrimiento de A por medio de rectangulos cerrados tal que

i vol(U;) < €/2.

Para ¢ > m + 1, sean U; rectangulos cerrados cualesquiera tales que

Z vol(U;) < €/2,
i=m+1
por lo tanto
AC| |U; vol(U;) = vol(U;) + vol(U;) < =4+ = =c¢€
gy;();()i:;l()22

por lo que A es de medida 0.

El reciproco es falso pues claramente un conjunto de contenido 0 debe ser acotado y
Q, por ser numerable, es de medida 0 pero no es de contenido 0 por no ser acotado.

Proposicién 2.1.6 Sean a,b € R con a < b. FEntonces [a,b] no tiene contenido 0.
Ademdas si {Uy,Us, ..., U,} es cualquier recubrimiento finito de [a, b] por intervalos cerra-

dos (los cuales son los rectangulos cerrados en R), entonces Zvol(Ui) >b—a.

i=1
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Demostracion. Se hara la iltima parte por induccién en n.
Sin=1,U; =c,d] con c<a<b<dporloquevol(U;))=d—c>b—a.
Suponemos cierto el resultado para n y lo demostraremos para n + 1.

Sea {Uy,...,U,,U,s1} un recubrimiento de [a,b] por intervalos cerrados. Se puede
suponer que a € U; = [, (] y por ende a < a < 3. Si f > b se tiene [a,b] C Uy y
n+1

vol(Uy) = f — a > b — a. Por lo tanto ZVOl(Ui) >vol(Uy) > b—a.
i=1
Si B < b, se tiene que {Us, Us, ..., U,+1} recubren a [3,b] y por hipétesis de induccién

n+1
tenemos que Zvol(Ui) >b— (3, por lo que
=2
n+1 n+1
ZVOl(Ui) = vol(U;) + Zvol(Ui) >f—-—a+b-—pF=b—a>b—a. O
i=1 =2

Observaciéon 2.1.7 Las definiciones de medida 0 y contenido 0 se dieron usando rectan-
gulos cerrados. Sin embargo se pueden dar estas definiciones usando rectangulos abiertos
y estas definiciones son equivalentes. Mas precisamente

Definicién 2.1.8 Un conjunto S = (ay,b) X (ag,by) X ... X (an,b,) € R™ con a;, b; € R,
a; < b1 €{1,2,...,n} se llama rectdngulo abierto y se define su volumen por

n

vol(S) = (b — a:) = v(S).

i=1

_ Notemos que S = [a,b1] x [ag, by] X ... X [an,by] en el caso de que a; < b; V1 <i<n
y S=0siS=0. Por lo tanto

vol(.S) = vol(5).

A continuacién damos las definiciones alternativas tanto de medida 0 como de con-
tenido 0.

Definicién 2.1.9 Sea A C R™. Entonces

i).- A se dice de medida 0 si dado € > 0, existe un recubrimiento {U;};°, de A
por rectangulos abiertos tales que

Z vol(U;) < e.
i=1
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ii).- A se dice de contenido 0 si si dado € > 0 existe un recubrimiento finito
{Uy,Us, ..., Uy} de A por medio de rectdngulos abiertos tales que

zm: vol(U,
i=1

Proposicion 2.1.10
i).- Las dos definiciones de medida O coinciden.
ii).- Las dos definiciones de contenido O coinciden.

Demostracion.

(i), (ii):  Primero supongamos que se cumple la definicién de medida 0 (resp. con-
tenido 0) por medio de la definicién de rectangulos abiertos. Entonces si A es de medida
0 (resp. contenido 0), dado € > 0 sea {U;},2, (resp. {U;}" ) una cubierta de A tal que

Entonces
{Ui}j; (resp. {U}::l)

es una cubierta de A por rectangulos cerrados y vol(U;) = vol(U;). De aqui se sigue
inmediatamente que A es de medida 0 (resp. contenido 0) por medio de la definicién de
rectangulos cerrados.

Reciprocamente, sea A C R™ de medida 0 (resp. contenido 0) por medio de la definicién
de rectdngulos cerrados. Dado € > 0, existe una cubierta {U;};-, (resp. {U;}i-,) de A
por medio de rectangulos cerrados tal que

Zvol ) < €/2 (resp. ZVOI ) < €/2).

Sea U; = [at,b%] x [ab, bi] x ... x [a b ].

n’-n

B4 0i | == + < TR e e
- VNQ
|
|
ai)———L \
P REA RSN




30

Sea%z(aﬁ—@,b’l—i—éz)X(aé—é,,bé—i—éz)x ( 5Z,b;+5)
Se tiene que d; se elige de tal suerte que satisfaga

vol(V;) < vol(U;) + Vi€ N (resp. 1 <i<m).

2+1

Veamos que esto es posible. Se tiene que

n

g(8;) = vol(V, H — a4 26;) = (26;)" + vol(U;) + &;h(6;)

=1

donde h(4;) es un polinomio. Por lo tanto g es una funcién continua y puesto que
lim ¢(9;) = vol(U;) y lim g(6;) = oo,
6¢—>0 51—>OO

se tiene, por el teorema del valor intermedio, que existe J; tal que

0<d; <oo; g(0;) =vol(U;) + CESE

Se tiene que U; C V; por lo que A C U Vi (resp. A C U Vi), cada V; es un rectangulo
i=1 i=1

Mg

abierto y
WU WU - € €
{VO 21+1} ZVO +221+1<§+§_6

ivol(
=1 =1 =1
(resp. Zvol ) < i {Vol 2Z+1 } Z vol(U;) + Z 5T % % =e).

Por lo tanto A es de medlda 0 (resp. contenido 0) con la deﬁmc10n de rectangulos abiertos.
O

Ya vimos que los conceptos de medida 0 y contenido 0 no son lo mismo, pero en el
caso de conjunto compactos si lo es como lo prueba el siguiente:

Teorema 2.1.11 Sea A C R™ un conjunto compacto medida 0. Entonces A tiene con-
tenido 0.

Demostracion.  Sean € > 0y {U;};°, una cubierta de A de rectdngulos abiertos, tal que

iVOI(Ui) <e, AC GUZ-
i=1 =1

y puesto que A es compacto, existe U;,,U,,, ..., U;, tales que

k k 00
AC U Usy ZVOl(UZ-j) < ZVOI(UJ) <€
j=1 j=1 j=1

de donde se sigue que A es de contenido 0. 0
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Observaciones 2.1.12

(1).- Si A no es compacto, el teorema anterior no se cumple en general, atin en el
caso de que A sea acotado. Por ejemplo, si tomamos A = QN[0,1] = {z,} - |,
A tiene medida 0, sin embargo si {U;,Us,...,U,} es una cubierta de A por
intervalos cerrados, se tiene que

por lo que

Por lo tanto A no tiene contenido O.

(2).- Sia,b € R,a < b,a,b] no tiene medida 0 pues es compacto y no tiene
contenido 0.

Definicién 2.1.13 Sea A C R” un subconjunto. Se define la funcién caracteristica de A
por xa: R®" — R dada por:

1 si 7€A
Xa(T) =
0 si ¥¢ A
Proposicién 2.1.14 Sean A, B C R™. Entonces tenemos

i)-' XAUB = XA + XB — XAnB;
ii).- xanB = X4 XB;
iii).- xae =1— xa.

Demostracion.  FEjercicio. 0
La siguiente definicién nos amplia la definicién de integral a conjuntos que no son
necesariamente rectangulos cerrados.

Definicién 2.1.15 Sea A C R™ un conjunto acotado. Sea S un rectangulo cerrado tal que
ACS. Sea f: S — R una funcién acotada. Entonces se define la integral de f sobre A

por:
/A f=/s foxa
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Notemos que
f(@) si T€A
(f - xa)(@) =
0 s 7¢A.
Ademads definimos el volumen de A por: vol(A) = / xa. En otras palabras, A tiene
s

volumen <= x4 es integrable.

Observacién 2.1.16 Sea S C R" un rectangulo cerrado, S = [a1,b1] X ... X [an, by).

Tenemos que vol(S) = / Xs = / 1= (by—ay)--- (b, —ay), es decir las dos definiciones
S s

de volumen para rectangulos cerrados coinciden.

Proposicién 2.1.17 Un conjunto A tiene volumen 0 <= A tiene contenido 0.

Demostracion.

=)  Consideramos un conjunto A de volumen 0, / X4 = vol(A) = 0, con S un

s
rectangulo cerrado tal que A C S.

Sea ¢ > 0. Entonces existe una particion P de S que determina los subrectangulos
k
Si,...,Sk de Sy tal que S(xa, P) — / Xa = S(xa, P) = ZMivol(Si) <e.
S i=1
k
Ahora, USi =S52Ay
i=1

M; = sup{f(Z) | ¥ € S} = :
0 si SZﬂA:@

Sean S, ..., S; los subrectdngulos tales que S;; N A # (), 1 < j < r. Por lo tanto

T r k
AC U Si, ¥ ZVOl(Sij) = ZMz vol(S;) < e,
j=1 j=1 i=1

es decir, A tiene contenido 0.

<)  Sea A un conjunto de contenido 0. Sea € > 0y sean Vi, Vs, ..., V), rectdngulos
abiertos tales que

M M
Acviy D vol(Vi) <.
=1 1

1=
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M

Sea S un rectangulo cerrado tal que A C U V; € S y sea P una particién de S que

determina los subrectangulos S, ..., Sy tales Zmle cada S; 6 bien esta contenido en algin

Vj (1 <j< M)débien S;,NV; =0V i< j < M. Reenumerando los S; podemos

suponer que Si,...,Sy son los subrectangulos que estan contenidos en algin Vj. Sea

M; = sup{xa(Z )|m€5’} Por lo tanto My = --- =My =1y My =--- = M, =0.
Por lo tanto tenemos

0< S(xa, P ZM vol(S Zvol

I/\
1M
z

por lo que ;%%S(XAap):/SXA:O-

Ahora si P’ es cualquier particiéon de S se tiene 0 < I(xa, P / XA por lo tanto
S
I(xa,P") =0, de donde se sigue que [ x4 = 0. Por lo tanto vol(A) = / XA = / XA =
Js s Js
/ x4 = 0, es decir x4 es integrable y / Xa = vol(A) =0. (]
S S

Definicién 2.1.18 Sea A CR", f: A — R acotada. Sea Ty € A y sea d > 0. Se definen:
M(f,Zo,0) =sup{f(Z)| T € B(¥y,d) N A},

m(f,7,8) = inf {f(Z) | ¥ € B(Fo,5) N A} .

Entonces V 0 > 0, M (f, Zo,9) — m(f, Zy,6) >0
Se define la oscilacién de f en & por:

0(f7 fo) = 511%1+ [M(fv fOJ 5) - m(f? 507 5)] :

Observacion 2.1.19 o(f,Zy) siempre existe, pues si g: Rt — R se define por g(d) =
M(f,Zo,8) —m(f,%o,0) >0, se tiene que g es decreciente pues si 0 < d; < §, entonces

M(f?"f(hél) < M(fa f@,é) y m(fvjb:(;l) > m(fwav(S)a

por lo que

9(61) = M(f7f0751) - m(fa anal) S M(faand) - m(.ﬂané) = g<5)

Por lo tanto

o(f, %) = lim g(0)

6—0t

existe. Ademés o(f, %) > 0.
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Teorema 2.1.20 Sean 7y € A C R", f: A — R una funcion acotada. Entonces [ es
continua en Ty <= o(f,Zy) = 0.

Demostracion.
=) Dadae > 0, existe 0 > 0 tal que para toda & € ANB(%y,0), | f(Z)—f(Zo)| < €/3,
de donde

€ . _ . €
—g —+ f(.’ll'o) < f(l’) < f(.’ﬂo) + g
Por lo tanto .

M(f.%0,0) < f(#0) +5 v m(f.50.0) > f(70) — 5

por lo que

M(f, o, 8) — m(f, o, 0) < f(Zo) + g n g — f@) =T <e

Por lo tanto
o(f, fo) = (lsif(l] [M(fa T, 5) - m(f7 To, 5)] =0.

i) Sea € > 0. Existe un 6 > 0 tal que para toda 0 < §; < ¢, se tiene que
M(f,%y,0) —m(f,Zo,0) < e.
Sea ¥ € AN B(Zy,d). Entonces
m(f,%o,0) < [(Z) < M(f,%0,6) vy — M(f,%0,6) < —f(2) < —m(f,Zo,0).
Por lo tanto
—e <m(f,o,0) — M(f,Zo,6) < f(Z) — [(Zo) < M(f,Zo,0) —m(f,Zo,0) <e.
Por lo tanto | f(Z) — f(%o)| < €, es decir, f es continua en Zj. O

Proposicién 2.1.21 Sean A C R", f: A — R acotada y € > 0. Entonces el conjunto
B={fe€ Alo(f,¥) > €} es cerrado en A.

Demostracién.  Se demostrard que A\ B es un conjunto abierto en A. Sea & € A\ B,
entonces o( f,Z) < e. Sea d > 0 tal que M(f,7,0) — M(f,Z,0) <e. Seay € B(Z,§)NAy
si 07 > 0 es tal que B(y,01) C B(Z, ) se tiene que para z € B(y,d;) N A:

M(f.4,61) =sup{f(2) | Z € B(y,01) N A} <sup{f(2) | Z € B(&,6) N A} = M(f,,9)
y
m(f,4,01) =inf{f(2) | 7€ B(y,01) N A} > inf{f(2) | 7€ B(Z,0) N A} =m(f,7,9).
Por lo tanto
M(f,4,61) —m(f,4,61) < M(f,2,6) —m(f,Z,0) <e.
o

)N AC A\ B. Por lo tanto A\ B es abierto en
A. O

Se sigue que o( f,y) < €, por lo que B(Z,
A de donde se sigue que B es cerrado en
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2.2 Ejercicios
1) Si A es de medida Oy B C A, probar que B es de medida 0.

2) Si A es de contenido 0 y B C A, probar que B es de contenido 0.

3) Si A es de medida 0, jes A de medida 0?

4) Si A tiene contenido 0, jtiene A contenido 07

5) Si A tiene contenido 0, probar que A = Fr A tiene contenido 0.

7) Sean a < b, a,b € R. Probar que 1N [a,b] no tiene medida 0.

8) Sea {(z,y) € R? | 22 + y* = 1} = A. Probar que A tiene medida 0.

9) Sea p: R® — R™ continua. Probar que la grafica de ¢, I',,, es de medida 0.

10) Probar que si V' es subespacio propio de R™ entonces V es de medida 0,

siguiendo los siguientes pasos:

)
)
)
)
)
6) Si A es acotado y tiene medida 0, jtiene A medida 0?
)
)
)
)

i).- Si V es de dimensién n — 1 con base

a; = (041,1, sy O (n—1), Oé1,n),
ay = (042,17 sy 02 (n—1), Oé2,n),
U1 = (Q=1),1,- - QAn=1),(n—1)» X(n—1);n)
tal que {@1, Ay, ..., d,_1} generan R"~!. Probar que V es la gréfica
de una transformacién lineal 7: R** — R y por lo tanto V es de

medida 0.

ii).- Si 7: R" — R" es una transformacion lineal tal que
T(ay,...,6p....¢j,...,¢,) = (a1,...,65,...,G...,0¢)

y A es de medida 0, entonces T'(A) es de medida 0.

iii).- Concluir que si V' es un subespacio propio de R", entonces V' tiene
medida 0.

11) Probar que la elipse: {(z,y) € R? | 2* + 3y = 1}, tiene medida 0 en RZ.

12) Probar que la esfera: S(Zp,r) = {Z € R" | ||& — Zy|| =7} con & € R", r > 0
tiene medida 0 en R"™.
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13) Probar que (a,b), a < b, a,b € R, no tiene medida 0, ni contenido 0.

14) Sia,b € R, a < by A C [a,b] tiene medida 0, entonces [a,b] \ A no tiene
medida 0.

15) Sea f: BC R" — R. Sea ¥ € A C B. Probar que si o( f

A,f) > 0, entonces
o(f, %) > 0y concluir que:

{feA|o(fA,a?)>O} C {7 B|o(f.@)>0}.

16) Sean A, B CR" y sea f: AU B — R. Probar que:
{f € AUB |o(f, %) >0} C
C{FeAlo(f,©)>0tu{FfeB|o(f,¥) >0} UIAUIB.

17) Sea f: [a,b] — R una funcién creciente y sean a < 1 < x5 < ... < z,, < b.

Probar que

> o(f, i) < f(b) = fla).

i=1

18) Sean A, B C R"™. Probar que:

i).- XauB = X4 + XB — X4anB-
11)— XAc = 1-— XA-
iii).- XanB = X4 - XB-

19) Demostrar que si a; < b;, 1 <i < n, a;,b; € R, entonces S = [a1,b1] X ... X
(@, by no tiene contenido 0.

20) Probar que si un conjunto no es acotado, no puede tener contenido 0.

21) Dar un ejemplo de un conjunto cerrado que tenga medida 0, pero que no tenga
contenido 0.

22) Dar un ejemplo de un conjunto C' de medida 0 tal que dC' no sea de medida
0.

23) i).- Si A C [0,1] es una unién numerable de intervalos abiertos (a;, b;)
tales que cada nimero racional de (0, 1) estd en algun (a;, b;), probar
entonces que 0A = [0,1] \ A.
ii).- Si Z(bl —a;) < 1, probar que A no es de medida 0.

i=1
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iii).- Dar un ejemplo explicito de un conjunto A como en ii).

24) Sea f: [a,b] — R una funcién creciente. Probar que {x € [a,b] | o(f,z) > 0}
es de medida 0.

(Sugerencia: Probar que si n € N, {z € [a,b] | o(f,x) > 1/n} es finito).

37
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Capitulo 3

Teorema de Lebesgue

3.1 Teorema de Lebesgue

Sabemos, por un ejercicio anterior, que toda funcién continua es integrable. El siguiente
resultado nos caracteriza las funciones integrables por medio del conjunto de discon-
tinuidades de la funcién.

Teorema 3.1.1 (Lebesgue) Sea S C R™ un rectingulo cerrado y sea f: S — R una
fuencion acotada. Sea B = {7 € S|o(f,¥) >0} = {& € S| f es discontinua en }.
Entonces f es integrable <= B es un conjunto de medida 0.

Demostracion.
<)  Supongamos primero que B es de medida 0.
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Sea € > 0y sea M > 0 tal que |f( T) < MV # e S. Sea {U;};2, una coleccién de

rectangulos cerrados tales que B C U UZ- y
i=1

€
W) < — s
;VO(U’)<2M+VOI(S) g

Para cada © € S\ B, f es continua en & por lo que o(f,7) = 0. Asi, existe un

rectangulo cerrado Vz tal que & € Vs y My, (f) —my.(f) <6, donde

My, (f) =sup{f(§) | 7€ SNVe} vy my(f) =nf{f(7) | 7€ SNV},

Se tiene que S = BJ(S \ B) (U U) U U ‘7,? y puesto que S es compacto
ZeS\B
y esta es una cubierta abierta, se tiene que existen U;,,...,U; v Z1,...,Z, € S\ B tales

que Sc (JQ U"j) U (szl V> |

Sea P una particion de S tal que todo rectangulo determinado por P esta contenido en
algin U;,, 1 < j <mn,oenalgin Vz, 1 < <.

Sea €); la coleccién de rectangulos 1" determinados por P tales que 7' C Vz, para algin
1 <@ < ryseaf); la coleccién de subrectdngulos T' determinados por P tales que T' C U;,
para algin 1 < j <n.

Si Mr(f) = sup{f(@) | Z€ T}y mp(f) = inf{f(Z)|Z€T} con T € Oy UQy, se

tiene que

S(f. P) = I(f,P) =Y [Mr(f) = mr(f)] - vol(T Z (M (f) = mz(f)] - vol(T) <

<D 0-vol(T)+ > 2 Mvol(T) <6 > vol(T) +2 Mzn:vol(U

TeM Te0 TeNUQ2 j=1

<G -vol(S)+2 M- =e,

es decir,

1 o0
=) Sea B, = {fe S|o(f,Z) > —}, n € N. Se tiene que B = U Bi/y (pues cada
n

n=1

Bi/n € B por lo que U Bi/n € By por otro lado si & € B se tiene que o(f,Z) > 0 por

n=1
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lo que existe n € N tal que o(f,#) > 1/n lo cual implica que & € B,/,. Por lo tanto

BC | By

n=1
Se probara que V n € N el conjunto By, tiene contenido 0. Esto implica que B/,
tiene medida 0 lo cual a su vez implica que B tiene medida 0.
Sea € > 0y sea P una particién de S tal que S(f, P)—I(f, P) < ¢/2n. Sean T4, ..., T}
los subrectangulos de S determinados por P.

Sea €2 la coleccién de subrectangulos T' determinados por P tales que Tn Bin # 0.

T
T ﬁEQ /\B]/n

k

Se tiene que U O0T; tiene contenido 0. Sean Uy, ..., U, rectangulos cerrados tales que
i=1

U@TCUU y Zvol ) < €/2.

Ahora si T € Q se tiene que My (f) — myp(f) > 1/n pues si & € TN By, existe
6 >0 tal que B('f)vé) - Ty M(fuf75) —m(f,[f75) > ]-/n por lo que MT(f) _mT(f) >
M(fafa5)_m(fafa5)>]‘/n

Se tiene que By, C (U U, ) (U ) y ademas:

TeQ

LS vy = 3 vl(T) < 3 (M) — ma ()] vol(T) <

TeQ TeQ TeR

<

i

k
[MTz(f)_mTz(f)]VOI(E):S(fvp)_I(fvp) <€/2n,

de donde obtenemos que Z vol(T') < €¢/2y por ende Z vol(U. +Z vol(T') < + — =€
TeQ j=1 TeQ
De esto concluimos que By, tiene contenido 0 y por lo tanto B tiene medida 0. tl

Corolario 3.1.2 Sea S C R" un rectangulo cerrado y sea f: S — R una funcion con-
tinua. Entonces f es integrable.
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Demostracion. La funcién f es acotada por ser continua en el compacto Sy B =
{Z €S |o(f,&) >0} =0. Por lo tanto B es de medida 0, por lo que f es integrable. [

Corolario 3.1.3 Sea S C R"™ un rectangulo cerrado y sea f: S — R una funcion acotada.
Si f tiene una cantidad a lo mds numerable de discontinuidades, entonces f es integrable.

Demostracion. Inmediata. U
Ejemplos 3.1.4
(1).- Sea f: [a,b] — R dada por

0 si z€l

f(x) = 1

— si nge(@,(p,q):l.
q q

Entonces f es continua en I N [a,b] y discontinua en Q N [a,b] el cual es de
medida 0 pues Q lo es, de donde se sigue que f es integrable en [a, b].

Ahora bien, para toda particién P de [a,b], I(f, P) = 0 por lo que

/ab /= [a,b] f=0

(2).- Sea f: [a,b] X [c,d] — R dada por:

/

0 si z€l

o

Fla,y) = si xeQ, yel

. p
si er,y=a€Q y (p,q) =1

|

\

Se tiene que f es discontinua en (R x Q) N ([a,b] % [¢,d]) y puesto que este
conjunto es de medida 0, se sigue que f es integrable y

/ f=o0.
[a,b] X [c,d]

Como consecuencia del teorema de Lebesgue se pueden probar facilmente los teoremas
del algebra de funciones integrables.
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Teorema 3.1.5 Sea S C R™ un rectangulo cerrado f,g: S — R funciones integrables.
Sea o € R. Entonces f+ g y af son funciones integrables y se tiene

i)-—/s(f+g)=/sf+/sg,
i [ @p=al r

Demostracion.  Se tiene que
{Z €S| (f+g) esdiscontinua en ¥} C{F e S|o(f,Z) >0tU{Z € S|o(g,¥) >0}
y
{Ze€S]|olaf,) >0} C{F¥eS|o(f,Z)>0}.

De aqui se sigue que f + g y af son integrables pues f y g lo son.
Sean € > 0 y P una particion que determina los subrectangulos Sy, Ss,..., S,y 71 €
Si,..., Tk € Sy tales que

k

= €
X2 sta) - wlts) - | f‘ pEEITES)
k
= €

Entonces:

i).-

k

ST + g(F)] - vol(S) — / /- / g

i=1

<

k

> @) vol(s) - | 1

=1

k

> g(@) - vol(S)) —/ g

S

<

+ < -+ - =k,

2 2

S i=1
por lo tanto /(f+g)— f+1 gl
s S S

ii).-

por lo tanto / af =« fl 0
S
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Corolario 3.1.6 Sea S C R" un rectangulo cerrado y sean f,g: S — R funciones inte-
grables. Entonces ¥V a, 3 € R, af + (Bg es integrable y

[attsn=af r+5/ s

Demostracion. Inmediata. O

3.2 Conjuntos Jordan—medibles

Esta clase de conjuntos nos son necesarios para ampliar la definicién de integral.

Definicién 3.2.1 Sea S C R"™ un conjunto acotado. Se dice que A es Jordan—medible
<= (A tiene medida 0.

Observacion 3.2.2 Se tiene que 0A es cerrado y acotado, por lo que es compacto. En-
tonces se sigue que A es Jordan—medible <= 0A tiene medida 0 <= 0A tiene
contenido 0.

Ejemplos 3.2.3

(1).- Si S es un rectangulo de R™ (abierto 6 cerrado), entonces S es Jordan—
medible.

(2).- Si A= B(Zy,r), Zp € R", r >0, 0A = S(Zy,r) tiene medida 0 por lo que
A es Jordan—medible.

Proposicién 3.2.4 Sea A C R™ un conjunto acotado y sea S un rectangulo cerrado de
R"™ tal que A C S. Entonces A es Jordan—medible <= x4 es integrable. Por lo tanto A

es Jordan—medible <= A tiene volumen y vol(A) = / XA-
S

Demostracion. Sea B ={Z € S| o(xa,Z) > 0}. Se probard que B = 0A.

Si & € 0A, entonces V € > 0, existen iy € B(Z,e) N Ay & € B(Z,¢) N A°. Por lo tanto
xa(¥) =1, xa(Z) = 0. Por lo tanto x4 es discontinua en Z.

Reciprocamente, si ¥ € 0A entonces ¥ € A6Te A® Sifc /01, existe € > 0 tal que
B(Z,e) C A, por lo que xa(y) = 1 para toda § € B(Z,¢). Por lo tanto x4 es continua
en ¥ Si¥ € A%, existe § > 0 tal que B(Z,d) C A°. Por lo tanto xa(Z) = 0 para toda
Z € B(Z,0). Por lo tanto x4 es continua en .

Asi pues, B = 0A, por lo que x4 es integrable <= B es de medida 0 <= 0A es
de medida 0 <= x4 es Jordan—medible. 0
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Teorema 3.2.5 Sea S C R"™ un rectangulo cerrado y sean f,g: S — R funciones inte-
grables. Entonces f - g es integrable.

Demostracion.  Se tiene que:
{fe€So(f. @) >0} J{T e Solg,Z) >0} 2{F €S |o(fg,F) >0},

por lo que {Z € S| o(f - g,Z) > 0} es de medida 0 y por lo tanto f - g es integrable. [

Observacién 3.2.6 En general/ fg# (/ f) (/ g). Por ejemplosi f,g: [0,2] —
S S S
R, f(z) =g(x) =1V x € [0,2] se tiene que

» f-g:/02 l-de=2+#4=2-2= [/02 f-da;] : [/02 g-dx].

Corolario 3.2.7 Sea A C R" acotado y sea S un rectangulo cerrado tal que A C S. Sea
f:S — R una funcion acotada. Si f es integrable y A es Jordan—medible entonces

|£= [ 1exaeiste

Demostracion.  Se tiene que f y x4 son integrables sobre S, por lo que f-x 4 es integrable

sobre S. Por lo tanto / f= / f - xa existe. (l
A s

Proposicién 3.2.8 Sea S C R™ un rectangulo cerrado y sea f: S — R integrable tal que
f(@) >0V &€ S. Entonces / f>0.
s

Demostracion. Sea P una particion cualquiera de S que determina a los subrectangulos
S1,S9, ..., S yseam; =inf{f(Z)|Ze€S;} >0.
Entonces

/f—suprP >I(f,P) = Zmz vol(S;) > 0. U
PeP

Corolario 3.2.9 Sea S un rectingulo cerrado en R™ y sean f,g: S — R funciones inte-

grables tales que f(Z¥) > g(¥) V & € S. Entonces / f> / g.
S s

Demostracién.  La funcién f — g es integrable y se tiene que (f — g)(Z) = f(¥) — g(Z) >

OVfES.Porlotanto/(f—g): f—/920:>/f2/g. [
S S S S S
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Proposicién 3.2.10 Sea S C R"™ un rectangulo cerrado y sea f: S — R una funcion

[ o=

Demostracion. Si f es continua en & entonces |f| es continua en & por lo que tenemos
{ZeS]|o(|f|,) >0} C{z e S|o(f,©) > 0}. Por tanto el conjunto de discontinuidades
de |f| es de medida 0. Se sigue que |f]| es integrable. Ademas —|f| < f < |f] por lo que

—AmséstVh;LﬂsLVL .

Proposicién 3.2.11 Sea S C R" un rectangulo cerrado y sea f: S — R una funcion
integrable. Sea M >0 tal que |f(Z)| < M V Z € S. Entonces

integrable. Entonces |f| es integrable y se tiene

/S f‘ < M -vol(S).

Demostracion.  Se tiene que

/Sf'sfs If\s/SMzM-vol(S). O

Hemos definido / f aunque A no sea un rectangulo cerrado pero con f definida en un

A
rectangulo cerrado. Si f no esta definida en un rectangulo, extendemos f a un rectangulo
cerrado definiéndola como 0. Mas precisamente:

Definicién 3.2.12 Sea A C R"™ un conjunto cerrado y Jordan—medible. Sea f: A — R
una funcién acotada. Sea S C R™ un rectdngulo cerrado tal que A C S. Sea f: S — R
dada por:
f(#) si Z€A
f(@) =
0 si ¥¢A.

Entonces se dice que f es integrable sobre A si f es integrable en S y se define la integral

de f sobre A por:
[o=[i=[ i

Observaciones 3.2.13

(1).- Se tiene que:

{Feso(f.5) >0} c{Tealo(f,7) >0} Joa
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(feA|olf,@)>0}C {a‘:’e S| o(f. ) >o}.
Puesto que A es Jordan—medible, A es de medida 0 y entonces f es integrable
= {:Ee S|o(f,z) > O} es de medida 0 <= {Z¥€ A|o(f,Z) >0} es de
medida 0, es decir, el Teorema de Lebesgue sigue siendo cierto para conjuntos

Jordan—medibles.

(2).- Anteriormente se habia definido que f: S — R una funcién acotada era
integrable sobre A, donde A C S, S un rectangulo cerrado si f - xya era
integrable en S. Puesto que f = f - y4 en A, las dos definiciones coinciden,
solo que en la ultima, f nada més esta definida en A y no en todo S.

(3).- Hay conjuntos abiertos y también conjuntos compactos A, tales que A no
es Jordan-—medible por lo que f no estd definido. Esto se corregira cuando

se vean particiones de unidad.
Ejemplos 3.2.14

(1).- Sea f: [—1,1] — R dada por:

x? si —1<z<

DN | —

fz) =

3 o1
Sr® — 8 si §<x§1

Entonces {z € [-1,1] | o(f,x) > 0} = {1/2} que es de medida 0 y ademads
A = [-1,1] es Jordan—medible pues 0A = {—1,1}. Entonces puesto que f

estd acotada )
[, =]
[—1,1] -1

(2).- Sea f:[0,1] — R dada por:

existe.

senl/x si z#0

f(z) =
0 si =0

f es acotada y [0,1] es Jordan—medible y {z € [0,1] | o(f,z) > 0} = {0}. Por
lo tanto f es integrable.



48

(3).- Sea f: A= B(0,1) C R* — R dada por:
r?+senl/y si y#0
x? siy=0
Tenemos que

A={(x,y) eR?*[2” +y” <1}, 94 =5(0,1) = {(x,y) € B? | 2 + ¢ = 1},

{(z,y) € Alo(f, (x,y)) > 0} = {(z,y) € Ay = 0} SR x {0}.
Entonces 0A y {(z,y) € A | o(f,(z,y)) > 0} son de medida 0 de donde se

sigue que f existe.
A

Los resultados para integrales en rectangulos cerrados, se generalizan en forma casi
inmediata a conjuntos Jordan-medibles.

Teorema 3.2.15 Sea A C R"™ Jordan—medible y sean f,qg: A — R funciones integrables
sobre A. Sean a, 3 € R arbitrarios. Entonces

(1).- af + Bg es integrable enAy/A (ozf—i—ﬁg):oz/A f—i—ﬁ/A g.
2).- Si f(¥ f)VieA :
(2).- Si f(7) <g(X)VZe entonces/A fg/A g

[ <]

/A f‘ < M - vol(A).

(3).- |f| es integrable y

(4).- Si|f(@)| <MV ¥ e A entonces

(5)- Sim < f(¥) <MV &€ A entonces m - vol(A) < / f < M-vol(A).
A

(6).- f-g es integrable en A.

Demostracién.  Sea S un rectdngulo cerrado tal que A C S. Sean f,j: S — R dadas
por:
f(Z) si ¥€A g(¥) si ¥eA
f(@) = ; g(2) = :
0 s ¥¢€A 0 si 7€ A

Se tiene que f v § son integrables en S.
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—_—

Sean af + (g, m, m: S — R dadas por:

. (af +Bg)(Z) si TeA (f-9)(@) si TeA
af + Bg(¥) = . ; fog(@) =

si i A

o

Se tiene que af + B9 = af + 63, f -9 =f -3, |f| = |f]. Por lo tanto:

(1).- af 4+ Bg es integrable y se tiene:

/amQZ/ (Oéf/jr/ﬁg)-xAZ/(&f-xAJrﬁé-xA):
A S S

ICB/Sf‘XA‘f‘ﬂ/Sg'XA:O‘/Af"”ﬁ/Ag-

(2).- Si f(Z) < g(Z) ¥V & € A se tiene que f(Z) < g(¥) V & € S por lo que

Af:Lf'XASLQ'XA§A9~

(3).- |f| es integrable en Ay
[al=| [T [z [n
(4).- Si|f(Z)] < MV &€ A entonces

‘/f A‘S/A |f|§/A M:/S M'XA=M/S Xa =M -vol(A).

(5).- Sim < f(Z) < M VY ¥ € A, entonces tenemos

/Am:m-vol(A)g/Ang-vol(A):/AM.

(6).- Tenemos que f-g = f - g es integrable. O

Teorema 3.2.16 Sea A C R"™ un conjunto Jordan—medible. Sea f: A — R una funcion
acotada e integrable. Entonces:
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(1).- Si A es de medida 0, entonces / f=0.
A

(2)- St f(¥) >0VZeA y/ f = 0, entonces se tiene que el conjunto
A
B={7fe€ Al f(Z¥) # 0} es de medida 0.
Demostracion.

(1).- Se tiene que A es un conjunto compacto y puesto que A :1_?1U 0A y tanto A
como 0A tienen medida 0, A tiene medida 0. Por lo tanto A tiene contenido
0, es decir vol(A) = 0.

Sea M tal que |f(¥)] < M V ¥ € A. Entonces

f‘ < M -vol(A) = 0, por

lo tanto / f=0.
A

(2).- Sea B, ={¥ € A| f(¥) > 1/m}. Se tiene B = U B,,,. Se probara que cada
m=1

B,, es de medida 0.
Sea € > 0 y sea P una particién de S tal que

S(ﬁP)—/A f=S(.P) <<

Sean S1,5%,...,S5y los subrectangulos que intersectan a B,,. Entonces si
M; = sup{f(Z) | ¥ € S;} > 0,1 < i < k, donde Si,S;,...,S son los
subrectangulos de S determinados por P, se tiene que M; > 1/m, 1 < j < N,
por lo que

—>SfP ZM vol(S. >ZM vol(S, >—ZV01

por lo que ZVOl <ey B, C U S;. Por tanto B,, tiene contenido 0 y
=1 =1

por tanto medida 0. De aqui se sigue que B = U B,, tiene medida 0. 0
m=1
Teorema 3.2.17 Sean A, B Jordan—medibles. Sean f: AUB — R una funcion acotada.
Entonces f es integrable en AU B <= f es integrable en A, f es integrable en B y f
es integrable en AN B. En este caso se tiene:

Juw =L S0 L
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Demostracion.  Se tiene que (AU B) COAUOBy (AN B) C0AUIB y puesto que
Ay B son Jordan—medibles se tiene que AU B y AN B son Jordan—medibles. Ademés

tenemos X4up = XA + XB — XAnB Y

{feAlo(f,©) >0} C{x¥e (AUB)|o(f %) >0},
{Ze€B|o(f,) >0} C{Ffe (AUB)|o(f,z) >0},
{Ze€(ANB)|o(f,Z) >0} C{Ff e (AUB)|o(f,Z) >0}, ¥y
{Z€ (AUB)|o(f,Z) >0} C{F e Alo(f,¥) >0}u{de B|o(f,¥) >0} UIAUIB.
=) Si f es integrable sobre AU B = f es integrable en A, B, y en AN B.

<) Si f es integrable sobre A y B, entonces f es integrable sobre AU B pues 0A y
OB son de medida 0.
Por 1ltimo, sea S un rectangulo cerrado tal que (AU B) C S. Entonces

/AUBf:/sf'XAuBZ/Sf-(XA+XB—xAnB)=/Sf-XA+/S f-xB—/S fXanp =
ALY R :

Corolario 3.2.18 Sean A y B C R"™ conjuntos Jordan—medibles y sea f: AUB — R una
funcion integrable sobre A y sobre B. Si AN B tiene medida 0, entonces f es integrable

sobre AUB y
Jow 1= L0500

Demostracion.  Se sigue inmediatamente del hecho de que / f=0. [
ANB

Ejemplo 3.2.19 Sea f: [a,b] — R una funcién acotada y sea ¢ € [a,b]. Entonces f es
integrable sobre [a,b] <= f es integrable sobre [a, c| y sobre [c, b] y se tiene

/[ab] f:/[a,cl I et I
/ab = f+/cb ;

es decir
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Teorema 3.2.20 (Valor medio para integrales) Sea A C R", Jordan-medible cone-
zo y compacto. Sea f: A — R una funcion continua. Entonces existe ¥o € A tal que

/ f = F(@) - vol(A).
A

Demostracion. Si vol(A) = 0 se tiene que / f=0.
A

Sea vol(A) > 0. Puesto que A es conexo y compacto, f(A) C Ry f es continua, se
tiene que f(A) = [m, M| con m, M € R, m < M, es decir, m < f(¥) < M V Z € A, por
tanto

m - vol(A) < / f < M -vol(A).

Obtenemos que

1
mgvol(A)/A fsM

es decir

1
\701—(14)/A fE [m,M}

Por tanto existe
1
7y € A tal = f(Zy). O
Zo al que VOI(A) /A f f(xO)

3.3 Ejercicios

1) Sea f(z,y) = 1sixz # 0y f(0,y) = 0. Probar que f es integrable sobre

[0,1] x [0,1] € R? y calcular f
[0,1]x[0,1]

2) Sean A; C R™, i € N conjuntos Jordan—medibles. jEs A = UAZ' Jordan—
i=1
medible, si A es acotado?

3) Sean A, B Jordan—medibles y AN B de medida 0. Mostrar que vol(AU B) =
vol(A) + vol(B).

4) Probar que si A es Jordan-medible, entonces A es Jordan-medible y dar un
contraejemplo para ver que el reciproco no se cumple en general.

5) Sean A C B Jordan-medibles. Probar que vol(A) < vol(B).
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6) Sean A,Uy,...,U, € R™ Jordan—medibles. Si A C U Ui, probar que vol(A)

=1

< Zm: vol(U;).
i=1

7) Probar que todo rectdngulo (abierto 6 cerrado) es Jordan—medible.

8) Sean A, B Jordan—medibles. Probar que A\ B es Jordan—medible y que
vol(A\ B) = vol(A) — vol(AN B).

9) Probar que si A es Jordan—medible, 0A° es de medida 0.

10) Sean f,g: [a,b] X [c,d] — R dadas por:

(0 si zel

I . P

— sl fEEQ,y:—GQy (paq):]-
. 4 q

1 si zel

—_

g(l’,y): S1 ZEG(@nyH

1
1—5 sl ZBGQ, y:§€@7 (p7(.7):1

\

Probar que f y ¢ son discontinuas en (R x Q) N ([a, b] X [¢,d]) y continuas en
el resto. Concluir que tanto f como g son integrables y calcular

/ I / g.
[a,b] x[e,d] [a,b] X [c,d]

11) Sea B={(z,y) e R? |0 <y < 1,2 € QNJ0,1]}. ;Cual es el volumen de B?

12) Sean f,g: A CR"™ — R, A Jordan—medible y f, g integrables. Probar que si

|f—g| = 0, entonces f(¥) = g(¥) ¥V & € A, salvo en un conjunto de medida
A

13) Probar que toda funcién creciente f: [a,b] — R tiene a lo mds una cantidad
numerable de discontinuidades y por lo tanto f es integrable.



o4

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Sean f,g: A C R" — R, A Jordan—medible, f, ¢g funciones integrables tales
que f(Z) < g(¥) V & € A. Sivol(A) # 0 probar que / f< / g.
A A

Probar que un conjunto A C R” tiene medida 0 <= V € > 0, existe una
cubierta {V;};~, de A por conjuntos Jordan-medibles tales que

Z vol(V;) < e.
i=1

Sea A C R” abierto y Jordan—-medible. Sea f: A — R una funcién continua

tal que / f =0 para cada B C A Jordan—medible. Probar que f = 0.
B

Dar un ejemplo de un conjunto acotado C' de medida 0 tal que / Xc no
s
exista, donde S es un rectangulo cerrado tal que C' C S.

Probar que si C' tiene contenido 0 entonces existe un rectangulo cerrado S tal

queC’gSy/ xc = 0.
s

Dar un ejemplo de un conjunto abierto y acotado que no sea Jordan-medible.
Dar también un ejemplo de un conjunto compacto que no sea Jordan-medible.

Sea C' un conjunto acotado de medida 0 tal que / X¢ existe para un rectan-
S

gulo cerrado S tal que C' C S. Probar que / xc = 0.
S

Sea S un rectangulo cerrado, probar que C' C S es Jordan—medible <= para
cada € > 0 existe una particion P de S tal que

D vol(S) = > vol(S) <e,

Se Sefle

donde €2; estd formado por los subrectangulos que cortan C' y €25 por todos
los subrectangulos contenidos en C.

Sea A Jordan—medible y sea ¢ > 0. Probar que existe C C A compacto y
Jordan—medible tal que

/ xa¢ = vol(A\ C) <e.
A



Capitulo 4

Teorema de Fubini

4.1 Integrales Paramétricas

Entendemos por integral paramétrica aquella integral cuyo integrando depende de dos
variables y se hace la integral sobre una de las dos. M4és precisamente, sea A = [a,b] X
lc,d] CR? ysea f: [a,b] x [c,d] — R una funcién integrable y tal que para cada tq € [c, d],
fto: la,b] — R dada por fi,(x) = f(z,tp) es también integrable. Se define F': [¢,d] — R
por:

b
F(t) = / [z, t)dz.
Las propiedades mas importantes de este tipo de integrales son:

Teorema 4.1.1

i).- Si f es continua, entonces F' es continua.

0
i)- Sifuy 8_{ son continuas, entonces F' es derivable y se tiene:

F'(t) = %(t) = % (/ab f(x,t)da:) = ’ g—{(x,t)da: = /ab fe(z, t)dx.

a
Demostracion.

i).- Por ser [a,b] X [c,d] compacto y f continua, se tiene que f es uniformemente
continua, por lo que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||(z,t) — (2, V)| < 6 =

[l t) = (@' )] < o=
Sea ty € [c,d] fijo y sea t € [c,d] tal que |t —ty] < 6 = V x € [a,b] se tiene
[(z, ) = (z,t0)[| = [t — to| < & por lo que [f(z,t) — f(x,t0)| < ﬁ7 de donde
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ii).-

tendremos:

F((t) — F(ty)] = / (f(.1) — fla to)da| < / F(t) — flato)|d <

b €
</a b_adx—b_a(b—a)—e,

es decir, | F es continual.

Se tiene que f;: [a,b] X [¢,d] — R es continua y [a,b] X [c, d] es compacto por
lo que f; es uniformemente continua. Por tanto, dado € > 0, existe § > 0 tal

que ||[(z,t) — (', t)|| < 8 = |filz,t) — fi(z',1)] < ﬁ.

Sitg € [c,d] estd fijo y t € [¢,d] es tal que [t —to| < 0, entonces V x € [a,b],

€
”(ZE,t) - (ZE,to)H - |t - t0| <9 por lo que |ft(x7t> - ft(x7t0)| < m

Por ser f; continua se sigue del teorema del valor medio que para cada z € [a, b],
existe t € [to,t] (sit >ty) 6 t1 € [t,to] (sit < ty) tal que:

fz,t) = flz,to)
t— 1o

= fulz,tr) (t# to)

y se tiene que |t; — to| < § por lo que

il ta) = fulw, to)] = ‘f z,t) = f(z,to)

P — filz, to)| <

b—a

Por ultimo tendremos:

‘F(t)—to / Fi(, to)dz| =

[ (o=t g i) a <

t—to t—to
S/b [0 ZJ@t) _ gy g,) dx</b “dr=c,
i t—to o b—a
es decir,
F'(to) = /b fi(z, to)dz. -

Observaciéon 4.1.2 FEl inciso (ii) es mds general y se dard otra demostracion después
del Teorema de Fubini.
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Corolario 4.1.3 (Férmula de Leibnitz) Sea f: [a,b] X [¢,d] — R continua tal que

or = f; es continua. Sean «,(: [c,d] — [a,b] diferenciables. Sea ¢: [c,d] — R, dada

por:

B(t)
o(t) = / f(z, t)d.

a(t)
Entonces se tiene que ¢ es diferenciable y:

B(t)
(1) = £ (B(t).t) B'(t) — f (a(t), 1) o' (8) + / T

Demostracion.  Definimos H: [a, b] X [a, [c,d] — R dada por

H(u,v,t) / fx, t)d

Entonces ¢(t) = H (6(t), a(t),t). Sea S: [¢,d] — [a,b] X [a,b] X [¢,d] dada por: S(t) =
(B(t), a(t),t). Se sigue que S es diferenciable y se tiene ¢ = H o S por lo que:

A'(t)
P'(t) = H'(S(1) - S'(t) = (Hu(S(t)), Hu(S(t)), Hi(S(1))) 0/1(75) =

= H,(S(t))3'(t) + H,(S(1))a (t) + Hy(S(2))-

Por 1ltimo, del Teorema Fundamental del Calculo y del teorema anterior, se tendra:

Ho(u,v.8) = Flu,t), Hy(u,v,8) = — F(0,1), Hi(u,v,1) :/U £z t)dz

Por lo tanto

Ahora consideramos
S = [ay,b1] X [ag, by] X ... X [an,b,] CR"
un rectangulo cerrado y sea f: S — R. Fijemos
¥ = (x1,29,...,Tp_1) € [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an_1,bp_1]

y consideremos
gy lan,bn] = R, gyi(z) = f(z1,..., 2021, 7).

Supongamos que

A ?7: (l’l,ZL'g,. .. ,l’n_l) € [al,bl] X [ag,bz] X ... X [an_l,bn_1],
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gy es integrable, entonces obtenemos una funcién
fl: [al,bl] X ... X [an,l, bnfl] — R

dada por:

bn

bn
filzy, .o 2 q) = / 95(zy)dz, = flz, . 2, xp)da,.

an

Repetimos este proceso ahora con fi, es decir fijamos
Z=(21,...,2n_2) € [ay,b1] X ... X [an_2,by_2]

y definimos
gz: [an—la bn—l] — R

dada por
gz(x) = fi(xq, ... 2y 0, 7).
AhorasiV Z= (xy,...,2p_2) € [a1,b1] X ... X [an_2,b,_2], gz es integrable obtenemos una
funciéon
fo: la,b1] X ... X [ap_2,b,2] = R
dada por

bnfl
f2(1’1, ce ,%—2) = / f1($1, sy Tp—2, xn—l)d$n—1 =

Gn—1

bn—l bn
= / flzr, .o X, Tpo1, p)dxy, ¢ da, 1.
An—1 Qn

Repitiendo este proceso n—veces (siempre y cuando en cada paso existan las integrales),
obtenemos un nimero:

/b {/b {{/b { abnf(xh"-axn)dxn}dl’n—1}...}dxg}dxl =

b1 b bn—1 bn,
= / / .- / flxy, ... xy)dx,de, . .. drodry
al as an—1 an

el cual recibe el nombre de integral iterada de f en S.
El Teorema de Fubini nos da la relacion entre la integral de f en S y la integral iterada
de fen S.

Ejemplos 4.1.4

(1)- Si f: S =lay, 0] X ... X [an,b,] — R es continua, entonces en cada paso
existe la integral y por lo tanto existe la integral iterada de f en S.
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(2).- Sea f: [a,b] X [¢,d] — R una funcién continua y positiva. Para cada
x € |a,b], sea g, [¢,d] — R dada por ¢,(y) = f(z,y). Entonces g, es continua
en [c,d] para toda = € [a, b], por lo que

/cd 9. (y)dy = /Cd f(x,y)dy

existe para cada x € |a, b].
P la,] Ff={(x,yyf(x,y)|(x,y)€[a,b]X[C,d]}

z 7 J'd
A SeaA =] g(ydy
c
d -7 =7
s
/o
s
,
c L
0 a tio X r; b =
Sea {to,11,...,t,} una particién de [a,b]. Geométricamente se tiene que A,

es el drea en el plano paralelo al plano yz y que pasa por el punto (z,0,0),
debajo de I'y y arriba de {z} x [c,d]. El volumen acotado por la gréifica de f

/
[tifl,ti]x[c,d]

(b — 1) /[ ey =ty [ s

y es aproximadamente

donde z € [t;_1,t;].
Ahora la funcién F': [a,b] — R dada por

F(z) = / wWdy= [ fay)dy
[e,d] [c,d]
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b
es continua (ejercicio) por lo que F es integrable y / F(z)dz es aproximada-

mente
n

D (ti—tia) Fla) = Z(tz‘ - tz’—l)/ f (@i, y)dy

i=1
donde z; € [t;_1,t;] (1 < i < n)y donde max{t, —t,_1 | 1 < i < n} es
suficientemente pequeno, es decir, {tg,t1,...,t,} es una particién de didmetro

pequeno. Entonces
=y £~
/[;z,b] x[e,d] Z [ti—1.ti]x[c.d]

=1

n

~Zt—t11 f(z,y)dy %Z(ﬁ—ti 1) f(zi,y)dy

[e,d] —1 [e,d]

z/ab dx—/{/ fxydy}dx—// f (@, y)dyds,

es decir es de esperarse que

b pd
/ f= / / f(z,y)dydz.
[a,b] X [c,d] a Je

(3).- Sea f:[0,1] x [0,1]]=A—=R, f(z,y) = (x +y) x

Como se vera mas adelante,

/ /(/ fa:ydy)dm—/ (/01(:E+y);pdy)dx:
[T e e [50] 5

Ademas notemos que:

ol M
—_
[\
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(4).-

3 4 T 3 4
/ / / (z +y* — sen 2)dzdydxr = / / [z + 3?2 + cos 2] dydx =
1 J2 Jo 1 J2

4

3 4 3 -
/ / (mx +7y* — 1 — Ddydzr = / [mcy +— - Qy] dx =
1 J2 1 3 2

3 3
64 8 56
:/ (47r:v—|——7r—8—27m:——7r+4>dx:/ (27rx+—ﬂ—4)dx:
1 3 3 1 3

3
1
- [mcz—i—(%—ﬁ—él)x] :87r+2(56—ﬁ—4):ﬂ—8.
3 ) 3 3

Analogamente, obtenemos:

3 T 4 4 3 s
/ / / (x +13* — sen z)dydzdx:/ / / (x + 1y — sen z)dzdrdy=
1 Jo J2 2 J1 Jo
4 g 3 s 3 4
:/ / / (z +y* —sen z)dxdzdy:/ / / (x + 1y — sen 2)dydrdz=
2 Jo 1 o J1 J2
m 4 3 3 4 ™
:/ / / (z +y* — sen z)dxdydz:/ / / (z + 1y — sen z)dzdydr=
o J2 i 1 J2 Jo

1367

3

4.2 Teorema de Fubini

Este teorema, el cual es uno de los temas centrales de este trabajo, nos relaciona la integral
con la integral iterada.

Notacion 4.2.1 Sea A C R" un rectangulo cerrado y sea f: A — R una funcién acotada.
Entonces atun en el caso de que f no sea integrable, se tiene que

AfyAf
ZfzS/Af;Ale/Af-

siempre existe y ponemos:



62

Teorema 4.2.2 (Fubini) Sea A CR", B C R™ rectdngulos cerrados y sea f: A X B —

R una funcién acotada e integrable. Dada T € A, se define: gz: B — R por gz(y) =
f(Z,7). Sean S: A — R, T: A — R dadas por:

S(#) =5 /B g:=S /B 17, 9)d7.

I(7) = I / gi=1 /B 1(# )7

Entonces S e T son integrables en A y:

[ i=[s=[ (5] r@ni)az
[ =[x (1] rena)i

Andlogamente, dada § € B, se define hy: A — R dada por hy(z) = f(Z,y). Sean
Si: B—R,Z: B— R dada por:

S =S / hy =S / 1@ 9z,

LG =1 [ hy=1] f@qa

Entonces 81 e I son integrables sobre B y se tiene:

[ g [ s=] (s] rena)a
[ o= [n= [ (1] s@iaz)a

Es decir se tiene:

/AXB f:/A {S/B f(f,g)dg} df:/A {]/B f(f,g)dg] di —
- /B [s /A f(f,ﬂ)df} dy = /B [1 /A f(j;‘,g)df] dij

Demostracion. Sea P una particion de A x B cualquiera. Escribimos P = P4 X Ppg,
donde P,4 es una particion de A y Pg es una particién de B.

Sean S%,...,S% v Sk, ..., SY los subrectangulos de A y de B respectivamente, deter-
minados por P4 y Pg, por lo que P determina los subrectdngulos S% X Sé, 1 <1 <k,

1<j<N,de Ax B.
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Se tiene .
I(f,P) =) mg s (f) - vol(Sh x S3) =
i=1 j=1
N | |
- Z (Z Mgi 53, (f) ‘V01(5j3)> -vol(SY).
i=1 \j=1

Si & € S entonces para toda € S se tiene que
Go(§) = J,9) 2 nt{J(E9) | (5.5) € S x Sh} = mgy g1 (1
por lo que '
Mgi (9z) = inf{gz(¥) | ¥ € Sp} > Mgi 59, (f)-

Por lo tanto, si fijamos ¥ € S, se tiene:

N . N .

S g, () vol(8) < g, (g2) - vol(8%) < I / g5 = T(@).

=1

j=1 B

Por lo tanto
N ' A
S g g (F) - vol(Sh) < int{Z(3) | 7 € S5} = ms: (f),
j=1

de donde obtenemos

k N k
DD mgi g () vol(Sh) - vol(Sh) <Y mgy () - vol(Sh) = I(Z, Pa),
i=1 j=1 i=1
por tanto

I(f,P) < I(Z,Pa)|

Con las mismas notaciones, se tiene:

S P =Y (Z My, g1 (1) -vol<sé>> vol(8)

=1

j=1
y si fijamos # € S, entonces para toda § € Sg, se tiene
92(§) = f(&,5) < sup{f(Z,7) | (Z,9) € 4 x S} = Mg g (/)

por lo que
Ms%(gf) < MS%XS{;(f)
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y se tiene:
N

ZMS],; (gz) - vol(S%) > S/B g9z = S(7),

J=1

lo cual se cumple para ¥ € S%. Se sigue que

Z (ZM i xsﬂ VOI(S%)> -vol(S%) >

=1

53

k
=1

(ZMSZ gz) - vol(S%, )) -vol(sg)zZS(f)-vol(s;).

Por lo tanto

k
S(f,P) zz sup S(Z) - vol(S%) = ZMSZ -vol(SY) = S(S, Pa).

FeSy

De aqui obtenemos

S(f,P) > S(S, Pa) |
Ahora puesto que para toda ¥ € A, Z(7) < (%), se sigue que:

I(f,P) < I(Z,Pa) < S(Z,P4) <S(S,Ps) <S(f,P).

Sea P = {particiones de A x B} y se tiene:

sup (£P) = [ f=nf S(1.P)

PeP

por ser f integrable. Por tanto

sup I(Z,P4) = inf S(Z,P,) = / f,
AxB

PA€EP, PacPy

donde P4 = {particiones de A}, por lo que Z es integrable en A y

[ fon

f5=)

Por ultimo se tiene:

por lo que S es integrable en A y
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La segunda parte del teorema se deduce de las desigualdades:

I(f,P) < I(Ty, Pg) < S(Ty, Pg) < S(S1, Pg) < S(f, P)

I(f,P) SI(IMPB) SI(SMPB) SS(SMPB) SS(f,P),

las cuales se demuestran en forma andloga como las anteriores. tl

Corolario 4.2.3 Sea f: A x B — R una funcion continua, donde A CR", B CR™ son
rectangulos cerrados. Entonces [ es integrable yV ¥ € A,V y € B, se tiene que:

/ f@gdy y / f(@ 9)d
eristen y se tiene:

Juw?= [ s = | (], sp0r) o

Demostracion. Basta ver que para toda ¥ € A y para toda v € B, / f(@9)dy y

/ f(&,9)dZ existen. Esto se sigue inmediatamente del hecho de que f es continua. [

Corolario 4.2.4 5i f: A — R es continua, con

S = [Gl,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn] - Rn)

b1 bo bn,
/ / / flz1, ..., xn)dx, . .. dredx.

Demostracion. Es inmediato al aplicar induccion en n y el Teorema de Fubini. D

entonces

Corolario 4.2.5 Sean ¢,1: [a,b] — R continuas tales que o(x) < () para toda x €
la,b]. Sea
A={(z.y) eR*|a <o <b, p(a) <y < d(a)}

Sea f: A — R continua. Entonces f es integrable en A y

/1 // F(z,y)dydz.



66

Demostracion.  Se tiene que

ODACT,UTy,U{(z,y) € R*|z=a,x =>b} (ejercicio).

Puesto que ¢, 1 son continuas, tenemos que I', y I'y, son de medida 0, por lo que 0A

es de mediada 0 y A es Jordan—medible.
Consideremos S = [a, b] x [¢, d] un rectdngulo cerrado en R* tal que A C S.

Sea f: S — R dada por
flz,y) si (z,y) € A

0 si (z,y) € A

Entonces /A f= /S f

Ahora se tiene que {(z,y) € S | o(f, (z.y)) > 0} CT,UTy el cual es de medida 0.
Dada = € la,b], la funcién h,: [c,d] — R dada por h,(y) = f(x,y) es a lo més

discontinua para y = ¢(z) y y = ¥ (z), por lo tanto h, es integrable y se tiene:

d o(z) w(@) d
/ he(y)dy =/ f(x,y)der/( | f(:v,y)der/( | fz,y)dy.
c Je p(x \w T J

=0

Y(x)

d Y@
by (y)dy = y)dy = y)dy.
/c (y)dy [O f(z,y)dy /m f(z,y)dy

(z)

Por lo tanto

De aqui obtenemos

[ =] b / " Fe,y)dyde = / b / f()) £, y)dydz.

|
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Ejemplos 4.2.6

(1).- Hallar / (z 4y + 2)%dwdydz, donde A es la regién de R? acotada por los
A
planos coordenados y el plano que pasa por (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1).

Respuesta.  Consideremos el plano que pasa por (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1).

El vector normal al plano es: [(1,0,0 — (0,1,0)] x [(1,0,0) — (0,0,1)] =
7k

(1,-1,0) x (1,0,—1) = |1 =1 0 | =i+ j+k = (1,1,1), por lo que
1 0 -1

la ecuacién del planoes: x+y+2=1+0+0=1.

(0,0,1)

z=1—2z—y

; 0Ly .,
N
Y

=1—=z

(1,0,0)

T

Por lo tanto A = {(z,y,2) e R3 |2 >0,y > 0,2 >0,z +y + 2z < 1}.
Sea B = {(z,y,0) e R® |2 >0,y > 0,z +y < 1}, por lo tanto

l-z—y
/f:/ </ (:z:+y+z)2dz>dxdy:
A B 0
1 11—z l—z—y
L
0 Jo 0

1 1—3)1 e
:// 3 [ty + 2]y dyde =
0 0
1—x

:%/01/0 [1—(a:+y)?’}dyclx:%/O1 {y— (x—Zy)4]:)_xdx:
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_L3 oLy _ oo+l 6 f 1
S 3\4 2 20/) 60 60 |10

(2).- En la siguiente integral, cambiar el orden de integracién y evaluar:

1yl
/ / x -y dydx.
0 T

Respuesta.  Para cada x € [0,1], x <y < 1, por lo que se tiene
A={(z,y) eR*|0<z <1,z <y<l1}=

={(z,y) eER*|0<y < 1,0 <z <y}

Yy
1 _ (171)
I
I
I
?/F___I___ y=x
I
I
1 ,I
0 T 1

Por lo tanto

2 2

(3).- Hallar el area de la elipse: :1:_2 Y,

a b?
Respuesta.  De hecho se esta pidiendo el area de A, donde

2 2
A:{(x,y)eR2|%+‘Z—2§1}.
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Y
bl T
=
—b \F¢

Se tiene que si (z,y) estd en la elipse,
b
y=+-Va2—122y a*—2*>0 <= 7| <a.
a

Sean ¥, ¢: [—a,a] — R, dadas por ¢(x) = é\/ a? — 22y p(x) = b a? — 2.
a a

Entonces

a b\ /a2 32
vol(A) = area(A) = / XA = / / 1 dydr =
[7a7a}><[7b7b] —a *gm

%

a
a? r  xVa? — a2

7 arcsen — + ————
—a

a a 2

2b 2 2
= [% arcsen 1+ 0 — % arcsen(—1) — O} =

2[E 55 (9] -u(3+3) -

a

(Para calcular I = / Va? — 22 dx procedemos como sigue:

senf = z
a
dxr = acosfdb =

2 _ 12 Va2 — 22 =acosb J
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1 20 2 20
I:/a200520d9:a2/+c%d9:%[9+862 }

x xVa? — 2?
Asi: § = arcsen — y sen 20 = 2sen 6 cos§ = 2——— . Por lo tanto
a a a

a? x  xVa? — a2 a? r  xva?— z?
I = — |arcsen — + ————| = —arcsen — + —————).
2 a a? 2 a 2

(4).- Hallar el volumen de la elipsoide

1.2 y2 I,Q

St E T =L

Respuesta.  De hecho se esta pidiendo el volumen de A, donde

, , E < (L, < s < + < I .

b -y

2 2

T Yo

— + » 1
x

Se tiene e

a?—z2 0(1722 72—;
vol(A / / / dzdydx =

5 22 y2)\1/2

aZ—x2 c(l—a2 3z

b /a2 g2 2 o\ 1/2
a 4
/ / (1 — :c_2 — y_2) dydx = | =mabc|.
S a b 3
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Observaciones 4.2.7 Sean A C R", B C R™ rectangulos cerrados y sea f: Ax B —R
una funcién acotada e integrable. Para ¥ € A, sea gz: B — R dada por ¢gz(¢) = f(Z, 7).

(1).- En la mayoria de las veces, el problema que se presenta es que gz no es

integrable para un numero finito de ¥ € A. En este caso, si S(¥) =S5 [ gz =
B

S/ f(Z,7) dy, se tiene que
B

&@ZLf@@@T

salvo para un numero finito de ¥ € A y puesto que la integral de una funcién
no cambia si cambiamos la definicién de la funcién en un nimero finito de
puntos, podemos redefinir S(#) = 0 cuando gz no sea integrable, esto es, por

definicién
/ f(&, ) dy—/ 9:(¥) dj =0
B

para ¥ tal que gz no sea integrable. Asi, se tiene que

Jow =L, s 05) o

(2).- Hay casos en que el Teorema de Fubini se tiene que usar tal como se
enuncia. Por ejemplo, sea f: [0,1] x [0,1] — R dada por:

1 si xel
flz,y) = 1 si x€Q, yel

1-1/q si 2€Q, yeQ, x=p/qcon (p,q) =1.

Puesto que {(z,y) € [0,1] x [0,1] | o(f, (z,)) > 0} = ([0,1] x [0,1)) 1 (Q x R)
tiene medida 0, entonces f es integrable y puesto que para toda particiéon P
de [0, 1] x [0, 1], se tiene que S(f, P) = 1, se sigue que

[ -
[0,1]%[0,1]

Ahora si z € T entonces f(xz,y) = 1 para toda y € [0,1]. Por lo tanto

/ f(z,y) dy = 1. Sin embargo si z € Q, z = p/q con (p,q) = 1, entonces
h,: [0,1] — R dada por
1 si yel

1-1/q si yeQ
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1

es discontinua en todo [0, 1]. Por lo tanto / f(z,y) dy no existe para ningin

0
x € Q. De aqui obtenemos que no podemos definir

1
/ f(z,y) dy =0
0
para x € QQ pues se tendria:

1 1 si z€l
0 0 si z€Q

la cual es discontinua en todo [0, 1] por lo que no es integrable.

Aplicando el teorema se tiene:

1:/{071“[071] f:/ol (Zf(:c,y) dy) dx:/ol Lde =1,
1—/[071]%071] f—/ol (/Llf(:c,y) dy> dx—/ol (@) do =1,

1 si zel

donde

l(x) =
1—-1/q si 2€Q, x=p/qcon (p,q)=1.

(3).- Si C C A x B, se puede utilizar el Teorema de Fubini para evaluar inte-
grales del tipo

/o f:/AXg f'XCZ/A (/B (f - x0) (& 9) d37> di.

Por ejemplo, sea C' = {[—1,1] x [-1, 1]} \ {(z,y) | 2> + > < 1}.

Y

A

— C

> T
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Se tiene que

I siy>vl—22 6 y<—V/1—-22 |z|<1
xelx,y) =
0 en otros casos.

Por lo tanto

/c /= /[—l,ux[—l,u fxe= /_11 (/_11 fla,y) - xel(a,y) dy) dr =
_/_11 (/_1F f(z,y) dy) dm+/_11 (/% F(z,y) dy) de.

(4).- En general, la mayor dificultad para hallar / f es determinar C'N ({Z} x

c
B), ¥ € A. Si acaso es més facil calcular C' N (A x {g}) con ¥ € B, entonces

se calcula
L= [ (] 100 xet@.in az) ai

(5).- Puede suceder que

/A(/B f(:w)dg) df:/B (/A f(f@df) -

y, por supuesto, que cada integral exista, sin que f se integrable (un ejemplo
de este fenémeno se encuentra entre los ejercicios de este capitulo), por lo que
no es suficiente que existe la integral iterada para que f sea integrable.

Podemos ahora generalizar un resultado anterior.

Teorema 4.2.8 Sea f: [a,b] X [c,d] — R wuna funcion continua y supongamos que la
integral

b b
0
| Doty o= [ Zwpas
existe para toda y € [c,d]. Si F: [¢,d] — R estd dada por

b
Fly) = / f(x,y) da,

entonces F' es derivable y

b
P = [ )



74

Demostracion.  Se tiene que:

" Y a2y 2= 1) - s
por lo que
/ab [{/y %(x,z) dz} +f(x,c)] dz = /ab flo.y) de=Fly) =

Fubini

:/ab/cy g—];(x,z) dzdm+/ab f(x,c) dx:/cy{/ab %(m) dm}dz+/ab f(z,c)dx

b
y se tiene / f(z,c) de = constante.
b 8f b af ‘
Sea g(z) = a—(az,z) dzx. Entonces g(y) = 8—(1’,@/) dx. Se tiene que g
a z a y
Yy
es continua y que F(y) = / g(z) dz + constante. Por el Teorema Fundamental del
Célculo se sigue que ‘
_ [t of

F'(y) = gly) = a—y(:ﬂ,y) dx. O

4.3 Integrales Impropias

Queremos definir la integral de Riemann de una funciéon f: A C R® — R incluyendo los
casos en f o A no sean acotados. En el capitulo de cambio de variable se vera este tipo
de integrales en forma sistematica con las particiones de unidad. En esta seccion se vera
parte de estas integrales con una orientacion mas practica.

Empezamos con 2 ejemplos que primero calcularemos de forma intuitiva.

Ejemplos 4.3.1

(1).- Sea B = {(z,y) € R* | x > 1,y > 1} y sea f: B — R dada por
1

flay) = "
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AZ

Sea B, ={(z,y) eR*|1<x<n,1<y<n},neN.

Se tiene

RSN

Es razonable definir
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Utilizando coordenadas polares, las cuales se veran formalmente en préximo
capitulo, se tiene:

o ol 1
/ —In(2? +3?) dady = / / —In(r?) - r dfdr = —2/ 27 Inrdr.
€ 0 € €

Por otro lado tenemos:

r? 1 r? r?
| =|— lnr — - =— Inr — —.
/7" nr dr [2 nr / 5 rdr} 5 nr 1

d 2
(u=1nr, du:_r’ dv =r dr, U:%)
r

Por lo tanto

2 271 1 € €2
/BE —In(z* + ¢?) dedy = —47 [5 lnr—z} = —4r {—Z—lqt? lne—i—z

€

Ahora

€ . Ine 1/e . =€

lim — Ine= lim 5 = = lim 3
e—0T e—0t+ 2€~ e—0+ —4e~ e—0+ 4

Por lo tanto es razonable definir

1 €2 €2
/3(01 Ei%i/ /= ei%i[ {4+2 n€+4H
4 1+0+0
= —47 _—— =
4

A continuacién formalizamos lo hecho en los ejemplos anteriores.

Definicién 4.3.2 Sea B C R", f: B — R. Sea A C R y sea {B)},., una familia de
subconjuntos de R" (es decir, By C R™) creciente, esto es, A < u = By C B,,.
Se dice que {By},., converge a B si:

i).- cada B, estd acotado,
ii).- f es acotada en cada By, \ € A,

iii).- para todo subconjunto acotado A C B tal que f es acotada en A, se tiene
que A esta contenido en algin By, A € A,

- UBsxa=8B

AEA
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Si {Bx},ca converge a B se representa:

AEA A—sup A

Observaciéon 4.3.3 La definicién anterior se puede dar en igual forma si consideramos
{B)}xea decreciente, esto es, A < u = B, DO B,. En este caso ponemos

AEA A—inf A

Notemos que la definicién de que {B)} ea converge a B, no depende tinicamente de
B, sino también de f.

Definicién 4.3.4 Sea f: B C R” — R donde f o B no estdn acotadas.
Sea { By} ea una familia de conjuntos que convergen a B y tal que cada B, es Jordan—
medible. Entonces se define la integral impropia de Riemann de f sobre B por:

/szlim f= lim f

AEA By, A—sup A B

Z;f—AgﬁkéAﬁ

siempre cuando el limite exista y no dependa de la familia {B)}ea.

Teorema 4.3.5 Sea B CR" y sea f: B — R una funcion no negativa. Sea {By}xea una

familia de conjuntos que converge a B y supongamos que }\IHK f es finito con {By}aea
€A Jp,

una familia creciente (¢ decreciente).

Entonces / f estd definida y su valor es igual a
B

lim f,
A
Hn= C,

donde {C,}en es cualquier familia de conjuntos que converge a B.

Demostracion. Dado B) existe p € A tal que By C C), y dado este C), existe v € A tal
que C,, € B,. Por lo tanto By C C,, C B, y puesto que f > 0 se tiene que

ka§l7f</ﬁf<hm /
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por lo tanto { / f } es creciente y esta acotada. Por lo tanto
Cp
HEA

lirg
nea Jo,

existe y se tiene:

i < =1i <l .
i [ r<tm [ =] r<im s

De aqui se sigue que:

/szl\ler% BAf:}}eHAl o f N
Ejemplo 4.3.6 Sea S = {(z,y) € R* | z > 0,0 < y < 1} = [0, oo) (0,1] sea
f: S —R, f(z,y) =y /?e". Dado x € [0, 00) se tiene que hI(I)l+ flz,y) = >0
y*)
Y
1
1/n
0 n v

Sea S, = [0,n] x [1/n,1]. Se tiene que {S,},en converge a S, lim S, = S. Por lo

tanto P
1/2
[oomf s [ ] e
n 1/n

=2 [ [1- m/_n]—?(l—e M- 1/vn) —— 2,

n—oo

Por lo tanto / f=2|
S

Observacién 4.3.7 Si f no es positiva, el teorema anterior no se cumple en general como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.8 Sea f: R — R, f(x) =senx. Sea B,, = [—mn,mn|, n € N. Entonces

™™
/ f:/ senz dr = [—cosz|™: = —cosnm + cosnt =0 —— 0.
. _

n—oo
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Ahora sea C,, = [-2nm, (2n + 1)7], n € N. Entonces

(2n+1)m
/ / senz dr = [— cos :L']%L;rl)ﬂ = —cos(2n + 1)m + cos2nm =

2nm

=—(-D+1=2—52

n—oo

En ambos casos

lim B, = lim C;,, =R y lim f=0%#2= lim f

n—oo n—o0 n—oo B n—oo C
n

Observacién 4.3.9 Si f: A C R*” — R, A un conjunto acotado y f > 0, entonces se
puede definir

f@) , f@) <M
fu(Z) = , M eR, fu: A—>R
0 , f(@&)>M

J o= ]

La relacién con la definicién anterior es que podemos definir

y definir

Bu={7cA|f(@) <M}y /AfM— f

Bar

ti lim By, = A.
y se tiene que ]\/}IEIIIR M

Teorema 4.3.10 Sean f,g: B C R" — R dos funciones que tienen los mismos puntos

de discontinuidad infinita, esto es, donde no son acotadas. Si |f| < g y g existe,
B

entonces / f también existe y se tiene que

[7]=

Demostracion.  Se tiene f+|f| > 0y f+|f| < 2g. Sea { By }ea una familia de conjuntos
tales que }\II% B, = B.
€

Para A € A se tiene que / If] < / g por lo que / | f| existe.
By By B
También tenemos que

/ v+uws2/’g<2hm 922/’%
B, By AcA g, B



80

por lo tanto / (f +|f]) existe.
B

Se sigue que

L= weim-in= [ o= [ e [ o= [ n

Por lo tanto / f existe. D
B

l.a

1+ z2

/Oo i /°° dz
dr = .
T 1 14+a@

Si o > 0, entonces z* > 1, de donde se sigue que 2x® > 1 + z“ Por lo tanto
x® S 1ogg /°° dx S /"O 1 p
—. Se sigue que — dx = o0.
1120~ 2 sRedi® | 1Ty s =), 2
Si —1 < a <0, entonces 7 > 1 por tanto 22~ > 1+ 2~%. De aqui obtenemos que
1

>
1+ = 202

dz?

Ejemplo 4.3.11 ;Para cudles « existe la integral /
1

Respuesta.

—_

. Por lo tanto

0o d 00 @ t
/ - 2/ 1:co‘d:c:llim vl = 00.
1 l4+ax@ 1 2 2t—0 | a+1 |,

) . < a¢ < dw . t
Sla——lsetlene/l 1o dm—/l 1+x_tlir£10[ln(1+x)]1—oo-

1
Si o < —1 entonces z® > 0 por lo que 1 + z® > 1. Se sigue que g <1y por lo
xa
tanto < z%. De aqui se tiene que

+ x°

o] le' 0o a+1 7t ta—l—l 1
/ v dx S/ % dr = lim v = lim - =

N e 1 twoo |+ 1], toco\a+1 a+1

1
= — < 00.
a+1

1+ xo

o0 ’I,O(
Por lo tanto / dxr converge <— a < —1|.
1




4.4 Ejercicios

4.4 Ejercicios

1)

6)

1 si z€Q
Sea f(x,y) = . f:]0,1] x [0,1] — R.
2y si zel
1,1
Probar que: / / f(z,y) dydx = 1, pero que f no es integrable.
0o Jo

Probar que

1 oo 00 1
/ / (e™™ — 272" dady # / / (e7™ — 272" dydz.
o J1 1 Jo

Sea f: [a,b] — R una funcién continua. Sea M = sup{|f(z)| | € [a,b]} y
1/n

b
sea M, = {/ |f(z)|” daz} , n € N. Probar que M = lim M,,.

n—oo

Sea f: [a,b] x [¢,d] — R una funcién continua y sea g: [a,b] — R una funcién
acotada e integrable. Sea F': [¢,d] — R dada por

F(t) = / f(,1) g(z) de.

Probar que F' es continua.

Calcular las siguientes integrales

2 1
i).- / / (2% + 2y) dxdy;
o Jo
Lol 2
ii).- / / dydz;
o Jo 1+y
2m a
iii).- / / r drde;
0 asen @
1

V1—1z2
iv).- / V1 — 2% —y? dydx.
0o Jo

En las siguientes integrales, describir la region de integraciéon

0~ [ [ st s

81
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3 pV25—a2
ii).- / / flz,y) dydz;
0 0

iif).- / 21 / :+2 f(z,y) dydz.

7) Poner los limites de integracién para / / f(z,y) dzdy, donde:
s

i).- S es el trapecio con vértices 0 = (0,0), A = (2,0), B = (1,1),
C =(0,1).

ii).- S es el sector circular 0AB con centro 0 = (0,0) y cuyo arco tiene

B:(l,l)QA:(l,l)

0 extremos A = (1,1), B=(—1,1).

iii).- .S es la region, donde se encuentra el origen, de la interseccién de la
hipérbola y? — 22 = 1 y la circunferencia 22 + y* = 9.

iv).- S es la regién acotada por x? + y? < z.

8) Invertir el orden de integracién en las integrales:

i).- /01 /: f(x,y) dydz;
i)- [ 1 / i; F(e,y) dudy;

iii).- /07T /Osenw f(z,y) dydz.

9) Calcular las siguientes dreas:
i).- La limitada por las parabolas y? = 10z + 25 y y? = —6x + 9.
2 2\ 2 2 2
ii).- La limitada por la curva (% + %) = % - %

10) Calcular los siguientes volimenes:

i).- El limitado por el paraboloide z = 22% +4* + 1, el plano z +y = 1
y los planos coordenados.

ii).- El limitado por el cilindro 22 + 2% = a? y los planos y = 0, z = 0,
Y = .
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2 .2 2
iii).- Del elipsoide: :C— + 22—2 + Z— =1.

11) Poner los limites de integracién en / / / f(z,y,2) dedydz, donde:
v

i).- V es el tetraedro limitado por z +y+z2=1, =0,y =0, 2 = 0.

2

ii).- V estd acotado por 2 =1 — 2% —y? 2 =0.

12) Calcular las siguientes integrales:

- dzdydzx;
o Jo 0 \/aQ—x2—y2—22
2 4a:7y2

2%

x dzdydz;

iii).- / / / z dxdydz, donde V esta limitado por el interior del cono

2 _

z 2 +y?) y por los planos z = h, z = 0.

RQ(

13) Calcular los siguientes volimenes:

i).- El limitado por el interior del cilindro z? + y? = ax, el plano 20y y

la esfera 22 + 9% + 2% = a®.

2 2

ii).- El limitado por el paraboloide ‘z—Q + = =2 % y el plano =z = c.

14) Calcular las siguientes integrales:

i / /  leos(a +9)| dady, @ = [0,

- // y e dady, Q = (0,1, t > 0;
Q
iii).- // [z + y| dzdy, donde [t] = parte entera de t y Q = [0, 2]2.
Q

15) Probar que

[ [ s ) {[ 0}
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1

16) Evaluar I = 2/

—1/2
1/2 ,
/ et dt.
0

17) Usando el Teorema de Fubini, probar que si f: [a,b] X [¢,d] — R es de clase
C?, entonces

T 1
/ eV’ dydz en términos de A = / e dt y B =
0 0

0*f B 0*f
dxdy  Oydx’

18) Sean A C R", B C R™ Jordan—medibles y sean f: A — R, g:
funciones integrables. Sea F': A x B — R dada por F(Z,y) =
Mostrar que:

/AxB F(&,9) dzdy = (/A /(@) df) vol(B) + (/B 9% dﬂ) vol(A).

19) Sea f: [a,b] — R una funcién integrable y no negativa. Sea Ay = {(z,y) €
R*|a<z<by0<y< f(x)}. Probar que A; es Jordan-medible y que

b
tiene volumen (drea) / f
a

20) Si f: [a,b] X [a,b] — R es una funcién integrable, probar que:

/ab/:’ f(z,y) dedy = /ab /xb flz,y) dydz.

21) Sea S C R™ un rectangulo cerrado y sea f: .S — R una funcién continua. Sea
F:. S — R dada por

F(f):F(:cl,...,xn):/ f,
la1,z1]X ... X[an,zn]

donde S = [a1, b1] X ... X [an, bn]. Si Fo € S, ;qué es ——(Z), 1 < i < n?

0@
: of : )
22) Si f:a,b] X [c,d] - Ry o son funciones continuas, definamos F(x,y) =
/ f(t,y)d.
i).- Hallar D1 F'y DyF.

9(z)
ii).- Si G(x) = / f(t,x) dt, hallar G'(z).
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0 0
23) Sean g, go: R? — R funciones de clase C'!' y supongamos que 992 _ %

or Oy
x y af
Sea f(xu y) = gl(t’ 0) dt + g2(xa t) dt. Probar que %(Ia y) = gl(x7 y)
0 0
24) Sean A, B C R3 Jordan—medibles. Sean

Ao ={(z,y) €R*| (z,y,¢) € A} v Be={(z,y) € R*| (2,y,¢) € B}.
Si cada A, y cada B, son Jordan—medibles y tienen la misma area, probar que

Ay B tienen el mismo volumen.

25) i).- Construir C' C [0,1] x [0,1] un conjunto tal que C' contenga a lo
sumo un punto en cada horizontal y uno en cada vertical pero que

oC =[0,1] x [0,1].
ii).- Probar que

/01{/01 xe(z,y) dx}dyz/ol{/ol xe(z, ) dy}dx’

pero que / Xc¢ No existe.
0,1]%[0,1]

26) Determinar si las siguientes integrales existen o no y, de ser posible, calcular
su valor:

drdy
x24y2<1 \/az2+y2’

i) - /EfgggﬂfR {(@,y) € R? | max(|z], |y]) < 1}:

/ dxdydz '
224y2422>1 .2132 + y2 + .732)2’

/ drdydz
224y2422>1 Tryz ’

e TV drdydz,

R
R={(z,y.2) €R*| 2> 0y max(|a],lyl) < 1};

vii).- (z+1y) e @Y dady;
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27) Calcular los valores de g(y) = /
1 =Y

i) /°° /°° dxdy
V111) .- .
oo d oo (L H 224 y2)%/3

* senzx
ix).- dx.
x) /0 2 +1

1

integral en caso de ser necesario.

[e.9]

28) Demostrar que / e dx = /7.

—00

(Sugerencia: /RZ e~ @) dudy = </

tomando los valores principales de la

0 , 2
e’ dx) ).



Capitulo 5

Cambio de Variable

5.1 Particiones de Unidad

El Teorema de Cambio de Variable, en una variable, dice:

Teorema 5.1.1 (Cambio de Variable en una variable) Sean f: R — R una fun-
cién continua y g: |a,b] — R una funcién de clase C*. Entonces:

g(b) b
r)dxr = x))g' (z) dz,
/g@ flayde = [ flota))g@)

/ (:) rnie= [ (Fo0)-d.

Demostracion.  Sea F' tal que F'(x) = f(z), la cual existe pues f es continua (Teorema

es decir,
Fundamental del Calculo), por ejemplo F(z) = f(t) dt. Entonces

Ahora se tiene que (F o g)'(x) = F'(g(x)) - ¢'(x) = f(g(z)) - ¢'(x), es decir, F o g es
una primitiva de (f o g) - ¢’. Por lo tanto

| o9y = (Fog®) - (Fog)w) = Fla®) - Flate) = [ fa) da. T

b
Ejemplo 5.1.2 Hallar / (1+2*) -dov=1.
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Respuesta.  Sea g(z) =1+ 2%y f(z) = 2%, ¢/(x) = 2x. Por lo tanto

1 b / 1 o) 1 [ »
I=5 [ Gog@ g@dr=; [ sway=5 [ v dy-
2 Ja 2 Jo(a) 2 Jita2
_ i [y11]1+b2 _ i {(1 + 62)11 —(1+ az)n}
22 1+a? 99 '

Para el caso de dos variables, se puede integrar en coordenadas polares (informalmente)
procediendo como a continuacién describimos.

Y

y

x =rcosb;
y=rsend; x,y € R, r € [0,00),

6 €[0,2 7.
0

|
|
|
|
|
|
|
-

T

x
La “diferencial” de area en coordenadas polares, se obtiene:

T d@

dA =1 drdf

0

r df es la “diferencial” de arco y dr es la “diferencial” del radio. Por lo tanto la “diferen-
cial” del area acotada por los rayos 6, +4d6f junto con los radios r y r+dr es: dA = r dfdr,
es decir “dxdy = r dOdr”.

Ejemplo 5.1.3 Sea A = {(z,y) € R? | %> + y* < 1}. Se quiere hallar / (2% + %) dady.
y A
A Se tiene : 22 + 4> =r? vy dady = r dfdr

1 Ademds A “=7 {(r,0) e R* |0 <r < 1,0 <0 < 2r}.
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Por lo tanto

1 o 1
/ (2% +9?) da:dy:/ (/ r?.or d@) dr:/ 2mr® dr =
A o \Jo 0

B 2t ! 2
4

0

El teorema de cambio de variable en dimensiones mayores a uno no es, ni con mucho,
lo simple que en el caso 1-dimensional.

El concepto de las particiones de unidad nos es de extrema utilidad, tanto para el
teorema de cambio de variable, como para extender nuestra definicién de integral de
Riemann a funciones no acotadas o sobre conjuntos no acotados.

Lema 5.1.4 Sea U C R"™ un conjunto abierto y sea C C U compacto. Entonces existe

un conjunto compacto D tal que C' C D yD CU.

Demostracion.

Se tiene : que 0C = C' es cerrado,
por lo que 9C' es compacto.

Para cada ¥ € 0C C C' C U, existe
ez > 0 tal que

B(Z,ez) CU = B(Z,€ez/9) C U.
Se tiene que 0C C U B(Z,€z/2) y por ser OC compacto, existen &1,... %, € 0C

z£edC

tales que 0C C U (73, €z,/2)-

Definimos D = C’U (U B(x;, €z, /2)> y veamos que D cumple lo pedido.

Claramente D es cerrado y acotado, por lo que D es compacto Ademas D C U pues
cada B(T;, €z,/2) C U, 1 < i < m. Por tltimo, si ¥ € C = C’U@C entonces 7 € C' 6
redC. Sire C, puesto que C' C D, entonces C C D. De esto se sigue que ¥ € D. Si
7 € 00, existe 1 <1 < m tal que ¥ € B(77, €3,/2) C D. Por lo tanto C C 13, yDCU. O
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Lema 5.1.5 Sea A C R"™ un conjunto abierto y sea C' C A un conjunto compacto. En-
tonces existe una funcion de clase C*, f: A — R tal que f(¥) > 0 para toda T € A,

f(Z) > 0 para toda £ € C y f =0 en D¢, donde D es compacto y C C 15, D CA.

et = e/ x#0
Demostracion. Sea h: R — R dada por: h(z) = :
0 , x=20
Entonces h es de clase C™ y se tiene que h™(0) =0V n € N.
Ahora sea f: R — R dada por:

h(zr—1)-h(z+1) , xze(-1,1)

@) = -
0 y T ¢ (_17 1)
e~ @D L em @t e (=1,1)
: 0 y T Q <_1’ 1)

Para todo intervalo (a,b) € R\ {—1,1}, f es de clase C* en (a,b) y puesto que la
derivada, tanto por la izquierda como por la derecha, de cualquier orden y tanto para x =
como para x = —1 de f es 0, se sigue que f es de clase C* en R.

Ademas tenemos f(z) > 0 para toda |z| < 1y f =0 para toda |z| > 1.

Sea @ = (a1, as,...,a,) € R" y sea g: R* — R dada por

g(f>:g($1,$2,...,xn):f(xl_al) 'f<$2—a2> ”_f(xn_&n)’
€ € c

e > 0 dado.
Entonces g es de clase C*° en R" y g es positiva <=

€T; —

<1,1<1<n <=

€
i —a;] <€, 1<i<n <= Z€(a;—€a+¢€) X (ag—€as+€)X...X (a, — € a,+€),
es decir g es positiva en (a; — €,a1 +€) X (ag —€,a9 +€) X ... X (a, —€,a, +€) y 0 en el
resto.

Sea © € C' C A, entonces existe ez > 0 tal que

Voe (%) = (21 — 2€z, 21 + 2€z) X (22 — 2€z, k3 + 2€z) X ... X (2, — 2€z,x, + 2€6z) C A.

Sea gz: R® — R, una funcién de clase C' tal que gz es positiva en V,_(Z) y 0 en el
resto. Se tiene que:

Ve (Z) =[x1 — €z,01 + €z] X [12 — €z, 09 + €3] X ... X [1, — €z,7, + €z] C Voo, C A.

Ahora C' C U Ve. y C es compacto, por lo que existen 7y,...7, € C tales que
zeC

U . Definamos ¢g: R" — R dada por g =gz, +---+ 9z, = ng
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Si @ € C, entonces ¥ € V,_ (Z;) para algin 1 < ¢ < m. Por lo tanto g(z) > gz, (Z) > 0.
Por lo tanto g(¥) > 0 para toda ¥ € C.

Sea D = U Ve, (i) € A. Se tiene que D es un conjunto compacto.
i=1
Si Z ¢ D entonces T ¢ V., (7;) para toda 1 <4 < m. Por lo tanto gz (%) = 0 para
toda 1 < i < m. Se sigue que g(Z) = 0 para toda & € D°.
Se tiene que ¢ es una funcién de clase C* en R", ¢(Z) > 0 para toda & € C, g(%)

=0
para toda @ € Dy D es un conjunto compacto tal que C' C 13, D C A. U

Teorema 5.1.6 Sea A C R™ y O un recubrimiento abierto de A. FEntonces existen un
conjunto abierto W tal que A C W y una coleccion ® de funciones ¢: W — R de clase
C® tal que:

(1).- Para toda © € A, 0 < p(7) < 1;

(2).- Para cada & € A, existe un conjunto abierto V' que contiene a T tal que
todas, salvo un niumero finito de ¢ € ®, son 0 en V;

(3).- Para cada & € A, en virtud de (2), todas, salvo un nimero finito de p € P,

son 0 en & y la suma Z ©(Z) es finita y se tiene que
ped

> e@ =1

ped

(4).- Para cada ¢ € @, existe U € O tal que ¢ = 0 fuera de un conjunto cerrado
contenido en U.

Demostracion. Para demostrar el resultado para un conjunto A arbitrario, primero lo
demostraremos para conjuntos abiertos y puesto que A C R" y R” es abierto, se seguird
para A. Ahora bien, para demostrar que el resultado es cierto para conjuntos abiertos,
veremos que todo abierto es unién numerable de conjuntos compactos tales que cada
uno esta contenido en el interior del siguiente. Por tanto, lo primero que tendremos que
demostrar es que el resultado se cumple para un conjunto compacto A arbitrario.

Caso 1: A compacto.

Puesto que O es una cubierta abierta del conjunto compacto A, existen Uy, Us, ..., U,
€ O que recubren a A. Por inducciéon en k, 1 < k < m, construiremos conjuntos

compactos Dy, Do, ..., D,, talesque D; CU;, 1 <k<my AC Uli
i=1



92

Sea Cy = A\ (UuUsU...UU,). Entonces C; es un conjunto cerrado y puesto que
C: C A se tiene que C; es compacto.
Ahora C; C U, entonces por el Lema 5.1.4 existe un conjunto compacto D; tal que

C1§ﬁ1yD1§U1~

m
Sea ¥ € A. Si ¥ € (4 entonces ¥ € D;. Si ¥ & (] entonces ¥ € U U;. Por lo tanto

=2
AC DU (U U)
i=2
Supongamos que para 1 < k < m se han construidos conjuntos compactos Dy, ..., Dy
k m
talesque D; CU;, 1 <i<ky AC (UD,)U< U UZ-).
i=1 i=k+1

Sea Cpp1 = A\ (51 U---u 5k UUg2U---U Um> C A. Se tiene que Cy,q es cerrado
y Cry1 € A. Por lo tanto Cyyq1 es compacto. Ahora si ¥ € Cyyq, entonces ¥ € Ay
€ DyU---UD,UUp o U---UU,, por lo que & € Ugyq. Se sigue que Cry1 C Upys.

Por el Lema 5.1.4 se tiene que existe un conjunto compacto D1 tal que Cyiq1 € Diiq y
Dy 1 € Ugyq. Ahora bien, se tiene que

k m k41 m
seanU(UA)U( U u) e (Us)u( U n).
i=1 i=k+2 i=1 i=k+2
con lo que termina la construccién requerida.
Para cada 1 < i < m, existe ¥;: R — R funcién de clase C* tal que ¢;(Z) > 0 para
toda ¥ € D;, ¥(Z) > 0 para toda & € R" y ¢ = 0 fuera de un conjunto compacto K;
contenido en U; (Lema 5.1.5).

Ahora bien, V 7 € U li =U D A, Zw@(f) > 0y U es un conjunto abierto.
i=1

i=1
Sea p;: U — R dado por ¢;(Z) = M, 1<i<m.

2 ity i)
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Se tiene que 0 < ¢;(7) S1VéAyVl§i§myademésZcpi(f) =1V Z¥eA.
i=1
Puesto que p; = 0 en U\ (K; U...U K,,), podemos extender ¢; a todo R" definiendo
0i(@) =0V Ze Uy p;: R" = R de clase C*°.
Por tltimo, si O = {Uy,...,Un,U, | « € A}, definimos ¢,: R" — R por ¢, = 0,
a € A. Entonces ® = {¢1,...,0m, va | @ € A} es la coleccién buscada.

Caso 2: Si A = U A;, A; es compacto y A; C 13¢'+1, 1€ N.
i=1

Definimos A_; = Ay =0 y parai e N, O; = {U N <fci¢+1 \ Ai) | U € (’)}. Puesto que

A C U U, se tiene que Ai\ji'ifl = B; C 131#1\141'72 = (U U)ﬂ(z‘iHl\Aiz) =

UeO UeO
C

U <U N (/CL-H \Ai_2>> = U V' (se tiene 141_1 D A,_, por lo tanto <f(L-_1> C (Ai—2)9).

Ueo Veo;

Es decir O; es un recubrimiento abierto del conjunto compacto B; = A; \ /Cii_l. Ten-

o
dremos ademas que A = U B; pues se tiene que B; C A paratodo i € Ny, reciprocamente,

i=1
00

sire A= U Aj, existe ¢ € N tal que # € A;. Elegimos ¢ el primer nimero natural tal
j=1
que T € A;,, por lo tanto ¥ ¢ A;,_1. De aqui se sigue que & € A;, \ 4,1 = Bi,-
Por el caso 1, para cada i € N existe una coleccion ®; que cumple las condiciones con
O; la cual es una cubierta abierta de B;.
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Sea ' € A, digamos ¥ € A;. Sea
Jj=>i+2yseap e ®;. Setiene que
T € A; por lo que ¥ € A;_». Entonces
se tiene que T € fcijﬂ \A; 2y

Oj - {Uﬂ (Aj+1\Aj_2) | U € O} .
Por lo tanto & € V' para toda V' € O,
de donde ¢(7) =0V ¢ € D;.

Entonces la suma o(Z) = ng(f) es una suma finita en un conjunto abierto que

contiene a 7.

Ademés o(%) > Z ©(Z) = 1 para algun m € N.

PpEDPM
bars cndn o € . defnisnos on(#) — 28 _ s
ara cada ¢ € ®; definimos ¢, (¥) = o(7) ie€N. Sead=<¢p|p€ UCDl , 01 €s

una funcién de clase C* y se puede extender ¢1: R” — R definiendo ¢, Z:10 en donde
originalmente no estaba definida. Se tiene que ¢; es de clase C*°. Por otro lado ¢(Z),
o(Z) > 0y (&) < o(F). Porlo tanto 0 < ¢1(7) < 1y ¢1(7) =0 <= (@) =0y
puesto que p € ®;, existe un conjunto abierto V' que contiene a ¥ en donde todas, salvo
un nuimero finito de las ¢, son 0.

Ademads tenemos Z 01(Z) = Z gp({) =1VieA
p1€P ISR O-(x)
ieN
Por dltimo, sea ¢ € ¢, p; = L) Existe un conjunto abierto V' de O; tal que ¢ se
o

anula fuera de un conjunto compacto contenido en V' y existe U € O tal que V C U. Por
lo tanto ¢ se anula en el exterior de un conjunto cerrado contenido en U.

Caso 3: A es abierto
Para m € N, definimos A,, ={Z € A | ||Z]| <my [T -] > 1/mV ye A}

& Sire A L L L
1T sea € = — — = .
oA ’ YUm o om4+1 m(m+1)

Ademas existe €2 > 0 tal que B(Z,€3) C A.
1/m A
\é;_ Sea € = min{ey, &5} > 0.

> T

(¢}

Sea §j € B(Z,¢) C B(¥,e2) C Ay [[g]| < l§ — 7| + [|7]] <e+m <1+ m.
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1 1 1 1
S‘ EaA7 —’_—’ >_, —»_—» > —»_—» o —»_—» >__ _ ,
€ 0A 7= 2 oo E =71 2 =l = |7 =71 2 o= e = e

S

decir, B(Z,¢) C A,,41 por lo que Z € zé(imﬂ, de donde se sigue que A,, C /.imﬂ.
Ahora, A,, estd acotado ya que A,, C B(0,m). Veamos que A,, es un conjunto
cerrado. Sea T € A,,, existe una sucesién {Z},-, C A, tal que klim T = T por lo que
— 00
|Zk]| < mV k €N. Por lo tanto ||Z]| < m.

Ahora si Z € A entonces |7 — Z]| > — para toda k € N. Si sucediese que ||Z — Z|| =
m

1 1
d < —, elegimos k € N tal que ||Z; — Z]| < — — 6 = ¢;. Por lo tanto
m m

. . . . L 1
12k = 2l < |7k = 2l + |l7 = 2] <o+ 0= —

1 — _
lo cual es absurdo. Por tanto ||#—Z|| > — V 2z € A y puesto que & € A,, C Ay & ¢ A,
m

se sigue que ¥ € A,,, por lo que A,, es un conjunto cerrado y por lo tanto A,, es un
conjunto compacto.

[o.¢]
El resultado se seguird del caso 2 si probamos que A = U A,,. Sea ¥ € A. Entonces

m=1
existe € > 0 tal que B(Z,¢) C Ay elijamos M > 0 tal que ||Z|| < M.

1
Sea k; € N tal que ||Z]| < k; y sea ky € N tal que = <e.
2

1 1
Sea k = max{ky, ko}. Entonces ¥ € A, |Z|| < ky || -2 > € > = > 7 para
2

[e.e]

toda Z € 0A. Por lo tanto & € Aj. Se tiene entonces que A C U Ay, puesto que,
k=1

A, C AV k €N, se tiene UAkQA. SesiguequeA:UAk.

k=1 k=1
Caso 4: A es arbitrario

Sea B = U U, A C By B es un conjunto abierto. Entonces, por el caso 3, existe

Ueo
una coleccion ¢ para B que cumple las condiciones del teorema. Esta misma coleccion
sirve para el conjunto A. 0

Definicién 5.1.7 Si la coleccion @ satisface las propiedades (1), (2) y (3) del teorema
anterior y ¢ € ® es una funcién de clase C* para toda ¢, entonces a ® se le llama
particién de unidad C* para A (k > 1). Si ® ademds satisface la propiedad (4) del teo-
rema anterior, se dice que ® esta subordinada a la cubierta O.

En el teorema anterior probamos que todo conjunto A C R™ con una cubierta abierta
O, tiene una particién de unidad C'* subordinada a O.
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5.2 Aplicaciones de las Particiones de Unidad

Primero notemos que si C' es un conjunto compacto y si se da una particion de unidad P,
entonces dada ¥ € C, existe un conjunto abierto Vz tal que & € Vz y sélo un nimero finito
de las funciones ¢ € ® no son cero en Vz. Se tiene que C' C U Vz y C es un conjunto
FeC
m
compacto. Por tanto existen &y, ..., %, € C tales que C C U Vz,. Entonces tenemos que
s6lo un numero finito de las ¢ € ® no son 0 en C, es decilf, 1para un conjunto compacto
C, la particién de unidad consta de un nimero finito de funciones.

Observacién 5.2.1 Se ha visto que existe un conjunto abierto (6 compacto) A C R"™
acotado y f: R™ — R tal que el conjunto {Z € R" | o(f,#) > 0} tiene medida 0, pero

f no existe (si A no es Jordan—medible). Este problema lo evitaremos definiendo / f
A A
de tal forma que generalice nuestra definicién anterior.

Sea A C R™ un conjunto abierto. Dado & € A, existe ez > 0 tal que
Ve, (T) = (21 — ez, 21 + €z) X -+ X (Tp, — €z, Ty, + €3) C A,

donde 7 = (z1,...,2,).
Entonces A = U Ve.(Z). Ahora bien, V() es un rectangulo abierto y por lo tanto
TeA
Jordan—medible, es decir, si A es abierto, existe un recubrimiento abierto O de A tal que

para toda U € O, U es Jordan—medible y ademas A = U U.
Ueo

Definicién 5.2.2 Sea A C R" un conjunto abierto. Una cubierta abierta O de A se
llama admisible si VU € O, U C A y U es Jordan—medible.

Si O es una cubierta admisible de A se tiene que A = U U.
Ueo

Definicién 5.2.3 Sea A C R" un conjunto abierto. Sea O un recubrimiento admisible
de A. Sea ® una particién de unidad de A subordinada a O. Sea f: A — R tal que para
cada ¥ € A, toda vecindad abierta U de ¥ con U € O, f estd acotada en U y ademas
suponemos que el conjunto {Z € A | o(f, %) > 0} es de medida 0. Entonces dada ¢ € @,
existe U € O tal que ¢ se anula fuera de un conjunto cerrado contenido en U y por lo

tanto/ go-\f|:/ ¢ - | f] existe.
A

U
Se dice que f es integrable (en un sentido mas amplio a la definicién anterior), si

Z/Aso-|f|

ped
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converge y este caso se define la integral de f en A por:

/Af=Z/As0-f

ped

y se llama integral impropia de Riemann de f en A.

Observaciones 5.2.4

(1).- En el caso 3 de teorema anterior, se demostré que A es unién numerable
oo

de conjuntos compactos, digamos A = U A; con A; un conjunto compacto, y
i=1

si ® es una particion de unidad de A, entonces ® es una particion de cada A;,

por lo que para cada ¢ € N sélo un nimero finito de ¢ € ® son diferentes de

0, de donde s6lo una cantidad a lo mas numerable de ¢ € ® son diferentes de

0 en A, es decir,

es una serie numeérica.

(2).- Se tiene que Z

ped

/gof’ < Z/ @ - |f| < oo por lo que la serie
A A

ped

Z / - [ es absolutamente convergente y por lo tanto convergente.
ped A

(3).- Se va a demostrar en el siguiente teorema que / f no depende del re-

A
cubrimiento admisible O de A ni de la particiéon de unidad . Sin embargo,

si no se pide que
> [ el
A

ped

/Af=Z/Aso-f

ped

converja, la integral

puede depender de O y de ®, aunque Z / @ - f sea absolutamente con-
A

ped
vergente. Un ejemplo de este fendmeno se da en los ejercicios al final del

capitulo.
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(4).- En el caso de que A sea Jordan—medible y f acotada, las 2 definiciones
de integral coinciden, por lo que la nueva definicion es una generalizacién de
la nocién de integral de Riemann a conjuntos no acotados y a funciones no
acotadas. Sin embargo esta construccién es muy tedrica y por eso se dio una
seccion de integral impropia en el capitulo anterior.

(5).- Si C es un conjunto arbitrario, consideremos A un conjunto abierto tal

que C' C A y definimos
[ o=/ e
c A

Lema 5.2.5 Sea A C R"™ un conjunto acotado y Jordan—medible. Sea € > 0. FEntonces
existe un conjunto compacto C' el cual es Jordan—medible tal que C C A y vol(A\ C) =

/ XA\c < €.
A

Demostracion. Puesto que A es un conjunto Jordan—medible, se tiene que 0A tiene

Un - medida 0. Por tanto existen
' rectangulos abiertos Uy, ..., U,
U m
// /// ? tales que 0A C U U;
i=1
/ — A . .
0 S y ZZ:;Vol(Ul) <€
o4 (OA tiene contenido 0).

sz

SeaC’:Z\(
1

(puesto que C' C A), por lo tanto C' es compacto.

Ui) el cual es Jordan—medible. Ahora C' es cerrado y acotado

)

Por tltimo, si & € C se tiene que & € A = AU 0A, pero T ¢ U U;. Se sigue que
i=1

7 ¢ dA porlo que ¥ € AC A. Se obtiene que C C Ay A\ C CA\C C|JUi. Porlo
=1

tanto vol(A \ C) = / Xac < vol (U Ui> < vol(U;) < e. O
A i=1

i=1

Teorema 5.2.6 Sea A CR", A un conjunto abierto y sea f: A — R una funcion tal que
el conjunto {¥ € A | o(f,&) > 0} es de medida 0. Sea O una cubierta admisible de A y
sea ® una particion de unidad de A subordinada a O.
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(1).- Si f es integrable, si O es otra cubierta admisible y VU es una particion
de unidad de A subordinada a O, entonces

> [ v
pew /A
también converge y se tiene:

S [er=% [ v

ped Pew
(2).- Si Ay f son acotados, entonces f es integrable en el nuevo sentido.

(3).- Si A es Jordan—medible y f es acotada, entonces las 2 definiciones de

mtegml/ f coinciden.
A

Demostracion.

(1).- Veamos que ® -V = {9 -9 | ¢ € ®,9p € ¥} es una particion de unidad
subordinada a la cubierta admisible ONO' ={UNU" |U € O,U" € O'} de
A.
Se tiene que para toda ¥ € A, 0 < p(Z) - ¢(Z) <1, V ¢ € ¢, € ¥. Ahora si
T e A, Z (@) =1= Z (7)) y cada suma consta de un numero finito de

ped Pew
elementos diferentes de 0, es decir, cada suma es finita. Por lo tanto

D p@ @) =D e@) (@) = [Z o(T) Zw(f)] =1-1=1.

PED YET PED YEW 0ED YeE

Sea ¥ € A. Entonces existen conjuntos abiertos V' y V' que contienen a
tales que s6lo un nimero finito de ¢ € ® y un numero finito de ¢» € ¥ son
diferentes de 0 en V' y V' respectivamente. Por lo tanto sélo un nimero finito
de productos ¢ -1, ¢ € &, ¢p € ¥ son diferentes de 0 en V NV’ el cual es
abierto y es tal que 7 € VN V",

Por tltimo, dados ¢ € ®, ¢ € ¥, existen conjuntos abiertos V€ O, V' € ¢
tales que ¢ se anula fuera de un conjunto cerrado D contenido en V' y
se anula en el exterior de un conjunto cerrado D’ contenido en V'. Por lo
tanto ¢ - 1 se anula en el exterior del conjunto cerrado D N D’ contenido en
VNNV e ONnO'. Se tiene que

A= (U U)ﬂ( U U’) = |J wnv)

UeO Uu'e0’ veo,u’e0’
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y cada conjunto U NU’ es un conjunto abierto y Jordan—medible. Por lo tanto
O N O’ es una cubierta abierta admisible de A.

Sea p € ®. Existe un conjunto V de O, V acotado, tal que ¢ se anula
en el exterior de un conjunto cerrado D C V (D compacto). Por lo tanto
(p- f)(@) =0V & ¢ D. Sélo un nimero finito de ¢ € ¥ son diferentes de 0
en D. Se sigue que se puede escribir:

p-f=1-9-f= (ZlP)-so-f:Zdwso'f

pew PYEW
y se tiene:
= bop-f) = vop-f) =
Sleren (e )l (5e)
R e
((%): por ser Z ¥ - - f una suma finita).

pev

Aplicando este resultado a |f| en lugar en f, se tiene que

SN e
Sx|f ve
S [ v

ped Yev

converge, por lo que

converge. Por lo tanto

es absolutamente convergente, por lo que podemos sumar en cualquier orden
y obtenemos que:

bopof= b f,
N T A
por lo que

Z/Aw-f=Z/AZso-¢-f=ZZ/Aso-¢-f=

Pev Ppew ped YeW ped
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SN RETIVED oY s

pED YT ped
Aplicando esta tltima igualdad a | f| en lugar de f, se tiene que:

S [on=% [ e-ls

Ppew ped

Z/AW'

Pev

es decir

converge.

Sea B un rectangulo cerrado tal que A C By sea M > 0 tal que |f(Z)| <
MV ZeA

Sea F' C ® un conjunto finito. Entonces dada ¢ € ®, se tiene que

/s0-|f\§/M-so=M/ 90=M/ o Ve,
A A A B

por lo tanto

s fonegnf el (2L ()

pEF pEF pEF ped

gM/ 1= M-vol(B) < oo,
B

((%): se puede permutar Z y / por ser suma finita)

por lo que Z / @ - | f| es acotada y por ser de términos positivos converge.
ped A

Se sigue que / f existe.
A

La definicién original de integral f en A la denotamos por / f. Seae>0y
A

sea M > 0tal que |f(Z)| < MV Z € A. Por el lema anterior, se tiene que existe
un conjunto compacto C' Jordan—medible tal que C' C Ay vol(A\C) < ¢/2M.

Ahora bien, sélo un ntimero finito de ¢ € ® son diferentes de 0 en C'. Sea F' C
® un conjunto finito que contenga a todas las funciones ¢ que son diferentes

de 0 en C. Entonces:
S/A ‘f (1—Zs0-f)

Losho-lL (g5

pel pel

<
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1—290

g/A!f\-

gM/A (“Z@)ZM/A d o=

pEF pEF PEDP\F
— M Y p<M 1=M-vol(A\C) <M — =S <
ey A\C 2M 2
por lo que
S [et=]+ 0
A A

ped

5.3 Teorema del Cambio de Variable

Antes de dar este teorema, que es lo central de esta capitulo, damos un lema auxiliar que
de hecho es un caso particular del teorema.

Lema 5.3.1 Sea g: R* — R" wuna transformacion lineal y sea U C R™ un conjunto
Jordan—medible. Entonces g(U) es Jordan—medible y se tiene que vol(g(U)) = |detg]| -
vol(U).

Demostracion.

Caso 1: g es singular.

Si g es singular, entonces g(U) C V, donde V' es un subespacio de R™ de dimensién
n — 1. Por lo tanto d(g(U)) €V =V y puesto que vol(V) = 0, se tiene que vol(g(U)) =
0 = vol(d(g(U))). Se sigue que g(U) es Jordan—medible y, puesto que det g = 0, se tiene
que vol(g(U)) =0 = |det g| - vol(U).

Caso 2: g es no singular.

i).- Primero supongamos que U = [aq, by] X [ag, bo] X ... X [a,, b,] es un rectangulo
cerrado y consideremos que g, con respecto a la base candnica, tiene como
representacion matricial a alguna de las siguientes:

a)

10 00 0 0 0]
1 00 0 0 0
00 10 0 0 0

g=100 0 = 0 0 0 xfféiio’
00 00 1 0 0 stsn.
00 000 10
|00 0§ 0 01 |
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b)
(1 0 000 0 00 0 0]
0 1 000 ... 000 00
00 00O 010 0 0|«
g = .
00 010 0 00 0 0«2
00 ...00O0...00°0 10
00 000 000 ... 01]
T T
i J
1<i<n, 1<j57<n, i#j, 1<}
c)
1 0 00O 0 00 0 0]
0 1 0 00 0 00 0 0
00 010 ...010 0 0|«
g = :
00 0 0O 010 0 0«2
00 ...00O0..0©O0TP0O 10
| 0 0 000 000 ... 0T1]
T T
U J

1<i<n, 1<j<n, i#j, i<j.

Las matrices expresadas en a), b) y ¢) son las matrices elementales y se ob-
tienen de la siguiente forma:

a) En la matriz identidad ,, al renglén i lo multiplicamos por z € R,
x # 0.

b) En la matriz identidad I,,, permutamos los renglones i, j con 1 <
1< j<n.

c) En la matriz identidad I,,, en la fila i, columna j (i < j, 1 <i,7 <n)
cambiamos el 0 por 1.

Ahora vol(U) = ﬁ(bl —a;).

=1
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En el caso a) se tiene que detg =z y

g(U) = la1, 1] x ... [xa;, xb;] x ... X [an,b,] stz >0

y
g(U) = la1,b1] x ... [xb;, xa;] X ... X [an,b,] stz <0
por lo que
vol(g(U)) =z [J(bi—a;) siz>0

=1

y n
vol(g(U)) = —z [J(bi —a;) siz<0.
=1

n

Por lo tanto vol(g(U)) = [a| [ [(b: — a;) = | det g| - vol(U).
=1

En el caso b), detg =—1y
Q(U) = [abbl] X X [ai—bbi—ﬂ X [ajabj] X [ai—i-labi—i-l] Xowee

- X [aj_l,bj_l] X [ai,bi] X [aj+1,bj+1] X oo X [an,bn] .
Por lo tanto

vol(g(U) = [ [(b: — @) = | = 1] - [ [(b: — as) = | det g] - vol (V).
i=1 =1
Por ultimo, en el caso ¢), det g = 1 y se tiene:

gU) ={(z1,. .., 21, 2 + T, Tiva, o Ty oo, Ty) | T € [ag, 0], 1 <k <n}

=A Q C= [al,bl] X ... X [ai_l,bi_l] X [CLi—F(Zj,bi +bj] X [ai“,bi“] X ...

X [ag, by X .o X [ag, by .

Aplicando el Teorema de Fubini, se tiene que:

b1 bi—1  pbit1 bj—1  pbj+1
)= [ [T [
c ai a;—1 Jaiq1 aj—1 Jaji1
bn, b bi+b;
e / (/ / XA d{Ezde’j> dZL’n e d(l}j+1d$]‘_1 e d$i+1dxi_1 e de’l.
an aj aitaj
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bi+b;
Para calcular / / X4 dx;dx;, observemos que para (1, Tz, ..., Z,) € C:
a;+aj
1 si ai—i—xj <uz; < bi—i-l’j, T; € [aj,bj]

XA(xla Ty 75Un) =
0 en otro caso.

Zj

MU“

=(a;+bj,b;)
g(bs,bj)=(bs+bj,bj)
9 x

7
+———+
ajh g(ba =(bj+aj,a;)

g(aljaj) Kal+a] ag)
0'a; al—l—aJ az—i—b bﬁ-aj bl—&—b

?

> T4

Ell Tj=T;—a; ; EQ: l‘j:JTi—bi.

b +b 1+1Ej
/ / Xa dzvidr; = / / drv;dv; =
a;+aj a;+x;

= / [(b; + ;) — (a; + ;)] dvj = (b — a;) - (bj — a;).

J

Por lo tanto

Se sigue que

n

vol(g(U)) = vol(A) = H(b’ —a;) = vol(U) = |det g| - vol(U).

i=1

ii).- Ahora sea U Jordan-medible y g como en a), b) 6 ¢) de i). Sea S C R" un
rectangulo cerrado tal que U C S. Sea € > 0 y sea P una particion de S tal

que:
Y
A S
— S(xu, P) = vol(U) < =———
\( | \\ (xv, P) = vol( )<2|detg|
\ | €
\J VOI(U)—I(XU,P><m

105
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Sea S; un subrectangulo de S determinado por P. Se tiene que:

MSZ(XU):l <~ SZOU#@
= S(xv, P)= Y vol(S).

MSi(XU) =0 <= SnNU-= 0 S;NU#0D

mg,(xv) =1 <= S CU

= [(XU, P) = Z VOl(Sl)
ms,(xv) =0 <= S, ¢U S;cU

Definimos: V, = U Siy We = U S;, donde los S; son los subrectangulos
SiQU SZQU#@
de S determinados por P.

Por ser g como en a), b) 6 ¢) de i), la interseccién de dos conjuntos g(.S;) es
de medida 0 y por lo tanto se tiene:

vol(g(Vz)) = vol < U Q(Sz')) =) vol(g(Sh) =

S;CU S;CU

- Z | det g| - vol(S;) = | det g| - I(xu, P),
S;CU

Vol(g(We))Vol( U g(Si)) = ) vol(g(Si) =
S;NU#D SiNU#D

= ) |detg|-vol(S;) = |detg| - S(xu, P).
SZ‘QU?&@

Por lo tanto:

vol(g(We)) — vol(g(Ve)) = |det g| (S(xv, P) — I(xv, P)) <.
Ademas

Ag(U)) € g(We) —g(Ve) y vol(g(We) — g(Ve)) = vol(g(We)) — vol(g(Ve)) < e.

Por lo tanto d(¢g(U)) tiene medida 0. Se sigue que g(U) es Jordan-medible y
puesto que g(V,) C g(U) C g(W,), se obtiene que

vol(g(Ve)) < vol(g(U)) < vol(g(We)).
Entonces
|det g| - I(xv, P) < vol(g(U)) < |det g| - S(xv, P).
Por lo tanto vol(g(U)) = | det g| - vol(U).
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iii).- Sea U Jordan—medible y ¢ arbitrario. Entonces existen transformaciones li-
neales g1, go,...,gr: R” — R"™ de los tipos de a), b) 6 ¢) de i) tales que
k

g = gi0Ggy0---0g; y se tiene detg = Hdetgi. Por lo tanto g(U) =
i=1

(g10g20---0gk-1)(gk(U)) es Jordan-medible y

vol(g(U)) = vol(gr 0+ -0 gy—10gx)(U) = [det(gr 00 gr1)| (9(U)) =
=|det(gyo---0ogr_1)|-|det gg|-vol(U) = | det g| - vol(U). O

Teorema 5.3.2 (Cambio de Variable) Sea A C R"™ un conjunto abierto y sea g: A —
R" una funcion inyectiva y de clase C* tal que det ¢'(Z) #0V ¥ € A. Si f: g(A) - R
es una funcion integrable, entonces

/g(A) f= [ (ro)ldes g\

Demostracion. La demostracion la realizaremos haciendo algunas reducciones, pero an-
tes observemos que si Z € g(A), entonces existe @ € A tal que ¥ = ¢(d) y, puesto que,
det ¢'(@) # 0y g es de clase C, se tiene que, por el Teorema de la funcién inversa, existen
conjuntos abiertos U y V con a € U, ¥ € V, tales que g: U — V es biyectiva y su inversa
es de clase C'. Por lo tanto se tiene que V' C g(A) y se sigue que g(A) es un conjunto
abierto.

Paso 1.

Supongamos que existe un recubrimiento admisible O de A tal que para cada U € O

vy f integrable, se tiene:
/ f=/(fog)-|det Jl
9(U) U

Entonces el teorema es cierto para A.
Demostracion (Paso 1).  Se tiene que {g(U)}yeco es un recubrimiento abierto de g(A)
pues para toda U € O, ¢g(U) es un conjunto abierto. Consideremos ® una particién de
unidad de g(A) subordinada a la cubierta {g(U) | U € O}.

Si ¢ = 0 fuera de g(U), puesto que g es inyectiva, tendremos que si & ¢ U, entonces

9(Z) & g(U). Por lo tanto (¢ f)og(Z) = ¢(g(2))- f(9(Z)) = 0. Se sigue que (¢- f)og =0
fuera del conjunto U. Por tanto la igualdad

/g(U) so-fz/U[(so-f)og]-ldet q|

se puede escribir:

/g(A> <p'f:/A (- f)og]-[det g
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y por lo tanto:

/ /= Z/ oo f = Z/ |- |det of| =

ped ped
—Z/ pog)-(fog)-|det g’lz/(fog)-|det J
ped A
pues {pog | p € P} es una particién de unidad subordinada a O (ejercicio). O

Observacién 5.3.3 Este paso 1 se puede dar considerando O una cubierta admisible de
g(A). Se tiene en este caso que @' = {g~*(V) | V € O} es una cubierta abierta de A y

/ / / )| det ¢
g(g=r(V))

y consideremos ® una particién de unidad de g(A) subordinada a O. Por lo tanto:

/ /= Z/ NN NC RIS

ped ped

_Z/ <pog og)-|det g'|:/A(ng)~|det g/|

ped

pues &' = {pog| ¢ € P} es una particién de unidad de A subordinada a O'.

Paso 2.

Si para f =1 el teorema se cumple, entonces el teorema es cierto en general.
Demostracion (Paso 2). Supongamos cierto el teorema para f = 1, es decir que ten-
dremos: / 1= / |det ¢'|. Por lo tanto para toda ¢ € R,

g(A) A

/ c:c/ lzc/ | det g'|:/ c-|det ¢'l,
9(A) 9(A) A A

es decir el teorema sera cierto también para f = ¢ = constante.

Sea f una funcién cualquiera que sea integrable en g(A).

Sea V un rectangulo cerrado en R"™ contenido en g(A) y sea P una particién de V.
Para cada subrectangulo S determinado por P, sean fg y f¢ las funciones constantes

(sobre 5), definidas por:
fs(@) =ms(f) =nf{f(Z) | Z€ S} VIeS,

fs(@) = Ms(f) =sup{f(Z) [T €S} VZeS.
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Entonces:
1(£,P) = S ms(f) - vol(s Z/ fs—Z/ (fsog)- |det ¢| <
S
sgl@wwmmmzlmwwﬂwm.

Por lo tanto

/f</ )« |det ¢
;M -vol(S ;/ fo= Z/I(S) (fgog)-|det ¢'| >

/‘l(s )« |det ¢ —/g_l(v) (fog)-|det ¢|.
/‘f>/ )| det g
/ / ) - [det g

Sea U = g~ }(V), g(U) = V. Entonces

/g(U) f:/U<fog)-|det g,

con lo cual, aplicando el paso 1, implica que el teorema se cumple para f una funcion
arbitraria. U

Paso 3.

Si el teorema es cierto para g: A — R", h: B — R", donde A, B C R" son conjuntos
abiertos, g, h son funciones de clase C' e inyectivas y g(A) C B, entonces el teorema es
cierto para hog: A — R".

Demostracion (Paso 3).  Se tiene

- = oh)-|det I'| = oh)-|det W|log-[|det ¢[] =
/(hog)(A) / /h(g(A)) / /g(A) (f ) | et | /A[(f ) | et |] g [| et g”

:1/(fohom-ﬂdafﬂog}wdagﬂ=3/[fo@ognwda<homm
A A

pues |det (hog)| =] det h|og]-|det ¢'|. O

Por lo tanto

Se sigue que
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Paso 4.
El teorema es cierto si g es una transformacion lineal.
Demostracion (Paso 4).  Por el paso 2, es suficiente verlo para f = 1, es decir que

/ 1:/ | det ¢,
g(4) A

pero, por el paso 1, es suficiente verificar esta igualdad sobre un rectangulo abierto U.
Esto es, necesitamos verificar la igualdad:

vol(g(U)) =/ 1 :/ |det ¢'| = |det g’\/ 1 =|det ¢'| - vol(U)
g(U) U U

(pues ¢’ = g y |det ¢'| = |det g| = constante). La igualdad se sigue del lema anterior y

del hecho de que ¢’ = g. [
Paso 5.
EIl teorema es cierto en general.

Demostracion (Paso 5).  Por el paso 2, es suficiente hacerlo para la funcién f = 1. Esto

lo haremos por induccion en n.

Sea n = 1. Puesto que f = 1, se tiene, en particular, que f es continua. Por el
Paso 1, es suficiente probar el resultado para un intervalo abierto (a,b) C R arbitrario,
f: (a,b) — R. Necesitamos verificar la igualdad:

/ 1= / 9’|
o((@h)) (a:b)

Ahora bien, g es una funcién inyectiva y de clase C!, por lo que necesariamente g es o
bien creciente o bien decreciente. Si g es creciente, entonces ¢'(z) > 0V x € (a,b). Por lo

tanto
) b 9(b)
| o= d=aw-g@=[ 1= -
(a,b) a g(a) (9(a).g(b)) 9((a,))

Yy Yy
| g creciente t g decreciente

o) (F gla) (-

9((a,0)) —
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Si g es decreciente, entonces ¢'(z) <0V z € (a,b), por lo tanto

) b ) g(a)
/'|m=—/‘g=a@—mw=/ 1=/' 1=/ L
(a,b) a g(b) (9(b),9(a)) g((a,b))

Por tanto tenemos / = / ld'|.
9((a,b)) (a,b)

Suponemos ahora que el resultado se cumple para n — 1 y lo probaremos para n.

Para cada @ € A necesitamos hallar un conjunto abierto U, con @ € U C A de tal
suerte que el teorema sea cierto en U (Paso 1).

Ahora si T = Dg(a) = ¢'(d): R™ — R", el teorema es cierto para T por el Paso 4.
Ademéds (T tog)' (@) = (T (g(@)og'(d) =T 'oT = Ign. Asi tenemos que si probamos
el teorema para T~ ! o g, el teorema serd cierto para T o (T! o g) = g, esto es, podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢'(@) = I,,.

Sea h: A — R" dada por h(Z) = (g1(Z), ..., gn-1(Z),x,) con & = (xy,...,2,) € A.
Entonces si h = (hy,..., hn_1,hy,), se tiene que h; = ¢g;, 1 <i < n—1y h,(Z) = x,, por
lo tanto

gx(a):gj(a):% 1<i<n—1,1<j<n
J J
’ oh
(‘9:;(6):5”% 1<j<n
J

Por lo tanto h'(@) = I,,.

Ademds tenemos que existe una vecindad abierta U’ de @ tal que U' C Ay h es
inyectiva, pues de lo contrario, para todo conjunto abierto U con d@ € U existiria un
elemento ¥y € U, ¥y # d tal que h(Zy) = h(@). De esto obtenemos una sucesién
{Z,}2, CAtalque ¥, #dVneNy 7}1_{210 T, = d con h(¥,) = h(@). Asi, tenemos que

o o IB(E) = h(@) = W@ — D)

n—o0 1€ — n—oe |7, — d

lo cual es absurdo.
Por ser h de clase C'', podemos elegir U’ tal que det h/(¥) #0V 7 e U'.
Ahora sea k: h(U') — R"™ dada por k(%) = k(xy,...,2,) = (T1,. ., Tn_1, gu(R7H(T))).
Se tiene que para toda 7 € U’:

(ko h)(Z) = k(h(Z)) = (k1 (h(Z)), ..., ku((h(2)))) =

= (7(), ..., h1 (2), g (7 (R(2)))) = (1(2), - - gn1(T), 9a(2)) = 9().

Por lo tanto ko h = g y h es del mismo tipo que g.
Veamos que k también es del mismo tipo de g. Se tiene que:

(ko h)'(a@) =K' (h(@)) o (@) = K'(h(@)) o I = K'(h(a@)) = ¢'(@) = I,
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por lo que ' (h(d)) = I.

Existe un conjunto abierto V' que contiene a h(@) € V' C h(U’) tal que k es inyectiva
en V' y tal que det k' (Z) A0V Z e V.

Sea U = h™Y(V) C U’y se tiene que g = koh, h:U — R" k:V — R", h(U) =
h(h='(V)) C V. Por el Paso 3, es suficiente probar el teorema para h y para k (la idea es
que, tanto h como k, cambian menos de n coordenadas).

Sea W C U un rectédngulo cerrado, W = D X [ay,, b,|, con D un rectangulo cerrado en
R™L.

Ahora bien, h(W) = {h(Z) | £ € W} = {(¢1(Z), ..., gn-1(Z), 2 | T = (21,...,2,) €
W= J D x{x.}).

an[an:bn]

Sea C' un recténgulo que contiene a h(W), con C de la forma C = C’ X [a,,b,]. Se

tiene:
/ 1= / Xh(W) = / </ Xh(W)(UCh .- ,%) dxy -+ 'dl‘nl) dz,,
h(W) C [an7bn] !

(Teorema de Fubini).
Ahora

1 si (z1,...,Tp-1,2n) € h(D x {z,})

Xh(W) (51317 vy Tp—1, !l‘n) = )

O S1 (.%'1, N ,In_l,l’n) € h(D X {xn})

bn
/ = / (/ dry--- dmn_l) dx, =
h(W) an h(Dx{xn})
= / (/ dry-- -dxn_l) dx,,.
[an,bn] h(Dx{zn})

Fijemos w,, € [an, b, v sea h,,: D — R"™! dada por:

Por lo tanto

hy, (X1, .. 2n 1) = (g1(Z), ..., gn_1(Z)) con T = (x1,..., 25 1,Ty).

Se tiene que h,, (D) x {z,} = h(D x {z,}). Entonces h,, es inyectiva puesto que h lo es
y det (hg,) (x1,...,2,) =det h'(z1,...,2,_1,2,) # 0. Se tiene que

/ dey---dr,_1 = / dxy - dx,_1.
h(Dx{zn}) hep (D)x{zn}

Puesto que estamos suponiendo, por hipdtesis de induccién, que el teorema se cumple
para (n — 1) variables, se tiene:

/ 1:/ (/ 1-dx1---dxn_1> dz,, =
h(W) [an,bn] han (D)x{zn}
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= / (/ | det (hy,) (1, .., 2p1)| day - 'd$n1) dx, =
[an,bn] D
:/ (/ |det A'(x1,...,2,)| dxl---d:cnl) da:n:/ | det A'|.
[an,bn] D w

Ahora probaremos lo mismo para la funcién k.
Sea W un rectangulo cerrado contenido en V, W = D X [ay, b,] con D un rectangulo
cerrado en R"1. Se tiene

EW)=k| | Dx{z}|= |J kD x{z.})=Dxlal,b,].

Tn€lan,bn) Tn€lan,bn]

/ 1:(/ (/ dxn)dxl---d:cn_l).
k(W) D [al, ,b!,]

Fijemo y = (:cl,.. Tyno1) € Dy sea ky: [an, b, — [a),,V),] dada por ky(z,) =
gn(h™H(F,2n)) = ga(h™H(Z >8> con T = (¥, ).
Se tiene: |ky(w,)| = ‘ (go hl)(:?)’ = |det k'(Z)|]. Por lo tanto

Por lo tanto

oz,

k(W) D \Jia ] b \Janbu]
bn
- / (/ | det k’(f)|dxn> dty ...y = / |det K(@)] = / [det K]
D an Dx[an.bn] w

O O
Ahora damos un teorema que nos servira para poder quitar hipétesis en el Teorema
de Cambio de Variable.

Teorema 5.3.4 (Sard) Sea A C R"™ un conjunto abierto y sea g: A — R™ una funcion
de clase C*. Sea B = {7 € A |det ¢ (%) =0}. Entonces g(B) es un conjunto de medida
0.

Demostracion. Sea € > 0y consideremos U C A un rectangulo cerrado tal que todos
los lados de U tengan cierta longitud ¢. Puesto que U es un conjunto compacto y D;g; =

a:
agz : U — R es una funcién continua para toda 1 < 4,57 < n, se tiene que Djg; es
L

uniformemente continua para toda 1 <4, j < n, por lo que existe 6 > 0 tal que si Z,y € U

5/’ y 17 =3l <6 = |D;gi(%) — Djgi()| < €/n’.

14
SeaNeNtalque%<5.
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Dividimos a U en N™ rectangulos cerrados con cada lado de longitud ¢/N. Sea S uno
de estos rectangulos y sean #,y € S. Entonces

17—yl < Z |z, — ;| < ZK/N =nl/N <9,
i=1 =1

por lo que [D;gi(%) — D;g:(y)] < ¢/n”.
Sea Z € Sy definimos f: A — R" por f(2) = Dg(¥)(Z) — g(Z). Entonces si Z € S se
tiene:

Desarrollando cada f; (1 <i < n) en su polinomio de Taylor de grado 1, se tiene:
fi(y) = fi(Z) + D fi(O) (¥ — T)

con ¢ € [Z, 4] por lo que

|1i(9) = fi(@)] = |Dfi(E)(§ ZD fi@) - (yi — i) | <

€ R ) € o
<Z!D fi(@)] \yz—xz|<z—2 1z =gl = — llz -4l
7j=1

Se sigue que
—» —» —» - € — — — —
I/ () — |I<Z|fzx fi@) ZﬁHfﬁ—yH=€||w—yH-
i=1

Asi, si 2,y € S,
1Dg(Z) (7 — %) — (9(§) — 9(@)|| = |/ (9) — f(@) < ellZ— 7] =

= [Z(.’fvz — yi)zl <e [ N2
i=1

=1

1/2 ’
:€\/ﬁN

Ahora si SN B # (), elegimos € SN B y se tiene que det ¢'(&) = 0, lo cual significa
que Dg(Z) es singular. Entonces existe un subespacio V' de R" de dimensién (n — 1) tal
que T'={Dg(Z)(§—2) | §€ S} C V.

Por lo tanto se tiene que si R = {g(y) — g(Z¥) | ¥ € S}, entonces dist (R, V) =
inf{||Fr—d|| | 7€ R, v €V} <en ({/N). Sesigue que R+ g(¥) = {g(¥) |y € S}y
dist (R+ ¢(%),V +g( 7)) =dist (R, V) <e+/n({/N).

Repitiendo lo hecho para f con la funcién g, obtenemos M > 0 tal que ||g(7) — g(Z)|| <
M7~ gl < My (¢/N) ¥ 7,5 € S.

Asi, si SN B # 0, el conjunto R + ¢g(Z) esté contenido en un “cilindro” de base
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C>_ - F “circular” de radio M+/n (¢/N)
|
|

y altura 2 € \/n (¢/N), es decir

&V%Wg@ N I/ W-Anw (%) la base es una esfera (n —1)—

dimensional de radio

|
|
e . v M (£/N).

Bajo una rotacién podemos considerar que la esfera (n— 1)-dimensional estd contenida

/ n—1
en R"!x {0} y tendrd volumen menor o igual a {2M vn (N)] y por ende, el cilindro

tendra volumen menor o igual a

/ n—1 / / n / n
- . — ) =onpt/pn [ = ce—c. | — .
o ()] e () =i () me (L)
donde ¢ = 2"M™'\/n" = constante.
Se sigue que g(U N B) estd contenido en un conjunto de volumen menor a N™ - ¢ -
E n
N, €=¢ ("¢ (¥ e>0). Por lo tanto se tiene vol(g(U N B)) = 0, es decir g(U N B)

es de medida 0 y puesto que A se puede cubrir con una cantidad numerable de estos
rectdngulos U, se tiene que g(B) estd contenido en una cantidad a lo mas numerable de
conjuntos de medida 0, por lo que g(B) es de medida 0. O

Corolario 5.3.5 En el Teorema de Cambio de Variable, se puede quitar la hipdtesis de
que det ¢'(Z) # 0.

Demostracion. Sea B = {Z € A|det ¢'(Z) = 0}. B es un conjunto cerrado pues tanto
g' como det son funciones continuas y B = (detog)~*({0}). Entonces el conjunto A\ B
es abierto asi como el conjunto g(A \ B). Ademads, g(B) es un conjunto de medida 0 y

por lo tanto:
[ s=0y [ (ool gi=[ o=0
9(B) B B
Se sigue que:

/9<A> = /g(A\B> I /g(B) I= /g(A\B) /= A5 (fog)ldet g'| =
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=/ (fog)|det 9’|+/ (fog)|det ¢ =/ (fog)ldet g
A\B B A
Ejemplos 5.3.6

(1).- Determinar cual es el volumen del paralelepipedo determinado por los
vectores (1,1,1), (2,3,1) y (0,1,1) en R3.

Solucion.
= A
3 (2,4,-2)
(0,1,1) \\ (3}4,'2)
\
2 I (1,2,2) \\(2/3/1) 4
(1,1,1) 1 v/ T %’/’/ _ (3/5,3)
0—(0-0.0) 1 JL| 2 4 5
s 7 7 7T 7=
yARSASUY AV
|/ |
o L _ _ _ _ _ i/ 4’ ;/ { /
/

El paralelepipedo buscado P, esta determinado por los puntos:

(0,0,0),(1,1,1),(2,3,1),(0,1,1),

(1,1,1) + (2,3, 1) = (3,4,2),
(1,1,1) + (0,1,1) = (1,2,2),
(2,3,1) + (0,1,1) = (2,4,2),
(1,1,1) +(2,3,1) + (0,1,1) = (3,5, 3).

Sea T: R? — R? la transformacién lineal dada por:
T(1,0,0) = (1,1,1) ; T(0,1,0) = (2,3,1) ; T(0,0,1) = (0,1,1).
Sea U es el paralelepipedo en R? expandido por los vectores (1,0,0), (0, 1,0)

y (0,0,1). Entonces U = [0, 1] x [0, 1] x [0,1] y se tiene que P = T'(U). Por lo
tanto

vol(P) =vol(T'(U)) = |det T|-vol(U) = |det T|-1=|det T|.
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Ahora, con respecto a la base canénica, T tiene representacion matricial:

— =
— W DN
[ )

y por lo tanto det T'= 3+ 2 —2 — 1 = 2, de donde se sigue que vol(P) =
|det T'| = 2| = 2.

1 1
(2).- Evaluar / / (z* —y*) drdy usando el cambio de variable, u = 22 — /2,
v = 2xy. o

Solucién.  Sea g(z,y) = (u,v) = (2? — y* 2xy). Se tiene que para z > 0,
y > 0, g es inyectiva y

| 2z =2y
Por lo tanto det ¢'(z,y) = 4(z* + y?).
Ahora, se tiene que

2

oty = (@ =) +y?) = (AP ) = (fog) ()| det g'(x,y)],

es decir
(f o g)(w,y) = f(a* — y?, 20y) = — L

Definimos f(u,v) = %

Se tiene

1 1
[ ool gi= [ [yt doay= [ f:// L
[0,1]2 0 0 g([0,1]2) T

4
v A
g, 11&{19\; b )
Rt
\ {T— 0]
(Ol \ (1D <
\\ > I
0" 0 14 1

gﬁ({o%m (. 1}— {0}«}
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Ahora:
g(z,b) = (2%,0), 0<2<1=0<2? <1,
por lo que
9([0,1] x {0}) = [0,1] x {0};
g(x,1) = (2* — 1,22) = (u,v), 0< 2 <1=0< 20 <2,
de donde

O§v§2yv2:4x2, u=z*—1=a2 =u~+1.

Por lo tanto v* = 4(u + 1);
9(0,y) = (=%,0), 0<y < 1= -1<y? <0.

Entonces
9({0} x [0,1]) = [-1,0] x {0},
9(Ly) = (1 —-y*2y) = (u,v), 0<y<1=0<2y <2,

por lo tanto
0<v<2yvi=4y u=1-1y>

Por lo tanto
' =1-—u=v*=4(1—-u) = —4(u—1).

Entonces se obtiene que
v? v?
T =g ([0,1]) :{(u,v)eR2|0§v§2,Z—1§u§1—Z}.

Por lo tanto

! 1 2 1_%11/ 2 /U/2 17%
// (z* —y*) dxdy:// —dudv:/ {—} dv =
0o Jo 0o J2oq 4 o L8 2

1 /2 02\’ v? 2

= 1-2) = (2 -1) Y aw=[0]

IR G E

(3).- Sea S el rectangulo acotado por los ejes x y y y la linea = +y = 2.

Calculemos
/ / evte dzxdy.
s

1
Sea g(z,y) = (u,v) = (y — z,y + ), det g’($,y):‘ 11 ‘:_2.



5.4 Coordenadas Polares, Estéricas y Cilindricas 119

Se tiene

55 = T @) = (Fog)(e) - |det g'(r.w)]

Por lo tanto

eyt

(fog)wy)=fly—z,y+2z)=

1
Entonces f(u,v) = éeu/ Y. Ademads g: R? — R? es una funcién inyectiva.

Por lo tanto

[, | [ georimn =[], 5

Se tiene que g es la transformacion lineal y ¢(0,0) = (0,0), ¢(2,0) = (-2, 2),
9(0,2) = (2,2). Por lo tanto ¢g(S) = {(u,v) e R?* | 0 < v <2, —v < u < v}

9(270):(72’2) 2 9(072):(272)

2
|
_ 9, | 4(
THy=2 v=-t — “— v

)

S

P — — — - —

Y
5

Se tiene:

i 2 v 1 2
// evte dxdy = / / ~— eV dudy = —/ [v 6“/1’]3,} dv =
S 0 J—v 2 2 0

1 2 1 212 1 2_1
:—/0 vie—e 1) dvzé(e—e_l) [%Lze—e‘lze—g: € |

5.4 Coordenadas Polares, Esféricas y Cilindricas

Como casos particulares al Teorema de Cambio de Variable tenemos las coordenadas po-

lares en R? y sus generalizaciones en R? que son las coordenadas esféricas y las coordenadas
cilindricas.
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(a) Coordenadas Polares.

Sea g: [0, 00) x [0, 27] — R? dada por g(r,0) = (rcosf,rsenf). g es inyectiva
en (0,00) x (0,27). Pongamos x = rcosf, y =rsend, 0 <r < oo,0 <6 < 2,
de donde r = /2% 4 y2, 0 = arctany/x € [0, 27](z # 0).

Es decir, en donde g es inyectiva, se tiene que

g Hax,y) = (r,0) = (\/22 + 12, arctany/x),

de donde -
arctany/x € |0, 5] si y>0, x>0,
. '
arctany/x € 5,7‘(’] sioy>0, z<0,
[ 37 _
arctany/x € |, > si y<0, <0,
37 i
arctany/x € 7,27r sioy<0, x>0.
0 y
A y
21 g
- > T
0 T
y
(z,y)
e
I rsenf=y
o,
0" rcosf r
Se tiene:
dg1 Oy
o 00 cos) —rsenf
det ¢'(r,0) = = =1 (cos® 6 + sen®§) =r.
dga  0ga senf)  rcosf

or 00
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Dado S C R? sea T = g 1(S) (g‘s es inyectiva) y g: T C R?> — S C R?
g(T) = S, entonces

//9(T)—s fz,y) d:cdyz//T (fog) |det ¢'| =
g

f(rcos@,rsen®) r drdf

T

Ejemplo 5.4.1 Sea B = {(z,y) € R? | 1 < ||(z,y)|| < 2}. Calculemos

// z? +y a2 dxdy.

Sea A = (1,2) x [0, 27|, se tiene que g(A) = B con g(r,0) = (rcosf,rsenf) =
(z,y)

' fla,y) = (@ + )

// flz,y) dedy = // r f(rcos,rsenf) drdf =
B A
2r 2 2 1 2 1
= / / ror 3 drdd = / {——} do = =[Oy =[x
0 1 0 14 2

(b) Coordenadas Esféricas.
Sea g = [0,00) x [0,27] x [0, 7] — R? dada por:

g(r,0,¢) = (z,y,2) = (rsengcosf, rsenpsend,rcosp).

z
A . .
g es inyectiva sobre

(z,y,2) (07 OO) X (0727T> X (077T) y
|
T/
Z=rcos | x = rsen ycosf
¢ [
0 I .y y = rsenpsent
x=rsen ¢ cos 0 0 |

y=r sen  sen 0 Z =Tcosp
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Se tiene:
or 00 Oy
) | 9y 9y Oy |
det g (T’,Q,QO) - ar 80 agp -
ar 00 0y

senpcosf —rsenpsenf 1rcospcosl

= | sengsenf rsenpcosf rcospsend | =

CoS 0 —rsen

—rsenpsenf 1rcospcost
= Ccos —
rsenpcosf rcospsenf

senpcosf —rsenysent
—rsen ¢ =
senpsenfl rsenpcost

= cos ¢ (—r”sen ¢ cos psen® § — r* sen ¢ cos ¢ cos” 9) —
—r?sen® ¢ <C082 0 + sen? 9) =

= —r?senycos’ ¢ (Sen2 6 + cos® 0) —r?sen’® p =

= —r?sen ¢ (cos” ¢ + sen® ) = —r? sen .
Por lo tanto |det ¢'(r, 0, p)| = r?sen .

Dado B C R3, sea A = g '(B) (g‘B es inyectiva) y g(A) = B. Por lo tanto

///BZQ(A) f(x,y,2) dvdydz =

:/// f(rsenpcosf,rsenpsend, rcosp) r’seny drdfdy
A
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Ejemplo 5.4.2 Sea f: R? - R, f(z,y,2) = 2*+y*+2? ysea B = {(z,y,2) €
R3 | 22 + y* + 2% < 1}. Calculemos

/ / / _ f@y,2) dedydz.

Sig(r,0,¢) = (z,y, ), entonces z*>+y*+2% = r? y por lo tanto (fog)(r,0, p) =
2
r?.

Sea A={(r,0,0) | 0<r<1,0<6<27m,0< ¢ <7} Entonces g(A) =By
por lo tanto

/// f(x,y, z) dedydz = /// (fog)(r,0,¢) r* seny drdfdyp =
B A
7r 2w 1 s 2T 7,,5 1
:/ / / r? - r? sen ¢ drdfdy :/ / [—1 sen ¢ dfdp =
o Jo Jo o Jo 5y
1

_ g(27r)[— cos ply = 2%(_<_1) +1)= 4% '

(c¢) Coordenadas Cilindricas.

Sea g: [0,00) x [0,27] x R — R3 dada por:

g(r,0,z) = (rcosf,rsend, z) = (z,y, 2).

Se tiene que g es inyectiva en (0,00) X [0,27] x Ry = rcosf; y = rsen0;

z=z.
I
Se ti
;>>////// e tiene
or Oxr Oz
=Uz -
or 00 0z
2W=UrPcos¥y 0 - > Y det g/(T, 97 2:) = @ % @ —
TN or 00 0z
_2 YW="Ur¥sen¥u % % %
/ or 90 02

x
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cos) —rsenf 0
=|senf 7rcosf® 0 |=r(cos’d+sen’d) =r.

0 0 1

Para B C R? sea A = g '(B) (g‘B es inyectiva) y g(A) = B. Entonces

/// flx,y, z) d:vdydz:/// f(rcosf,rsend, z) r-drdfdz |
B=g(A) A

Ejemplo 5.4.3 Sea f(x,y,2) = ze~ ¥ ysea R = {(2,y,2) € R® | 22 +12 <

1,0 <z<1}.
///R f(2,y, 2) dedydz.

Calculemos
% LR Sea A={(r,0,2)|0<r <1,

< 0<h<2r,0<z<1).

Entonces g(A) = R y por lo tanto:

U1

/
B []] ) sy -
- = — e = -y R
’ 2 2
| :/// ze VTV drdydz =
R

1 por pl
:/// z-e_TQTdrdez:// / 2o drdfdz =
A o Jo 0
1 27 21 1 27
:1// z-[—efr} d@dz:l// z - 1—1 dfdz =
2 )0 Jo 0 2J)o Jo e
1 271
—7T<1—1)/ zdz-7r<1—1> {Z—] —z(l—l).
e) Jo e 2, 2 e
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5.5 Ejercicios

1)

Sea A C R™ abierto, g: A — R™ una funcién inyectiva de clase C! tal que
det ¢'(¥) # 0V & € A. Sea O un recubrimiento abierto de A. Sea O" = {¢(U) |
U € O}. Demostrar que O’ es un recubrimiento abierto de g(A). Sea ® una
particién de unidad C' subordinada a (. Demostrar que {pog | ¢ € P} es
una particién de unidad C' subordinada a O.

Sea f: (0,1) — R una funcién no negativa y continua. Probar que

1—e
/ f existe <= lim f existe.
(0,1) 0/

1 1
Sea A,, = [1 - —,1- —] ,n € N. Supongamos que f: (0,1) — R satisface
on 2n+1
-1 n—1
)
Ap n
y ademds que f(z) =0V z ¢ U A,,. Mostrar que f no existe, pero que
n=1 (0,1)
lim f=1In2.
=0 (e,1—¢€)

Sea A,, un conjunto cerrado en (n,n+1). Supongamos que f: R — R satisface

f:%VneN y f(x)zOVxQUlAn.

An

Encontrar 2 particiones de unidad ® y ¥ tales que
S [ty X[ us
pcd VR pew /R
convergen absolutamente pero a diferentes valores.
. Cudl es el volumen del paralelepipedo generado por (1,1,1,1), (0,1,1,0),
(2,0,3,0) y (1,1,0,1) en R*?

1 1
Calcular / / (* + y*) dxdy, usando el cambio de variable z = u + v,
0 Jy

Yy=u-—u.



126

7)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

Mostrar que el volumen del paralelepipedo contenido en R™ expandido por los
vectores vy, ...,0U, € R" estd dado por ’det(Aij)Egg: , donde A;; = (T, v;),
1<4,j<n.

2 2

— + i 1 es mab, haciendo un cambio de
a
variables adecuado para reducir el problema a encontrar el area de un circulo.

Mostrar que el area de la elipse

Usando coordenadas polares, evaluar las siguientes integrales:
i).- / eV dady, donde D = {(z,y) € R? | 22+ y* < 1}.
D

ii).- In (z* + y?) dxdy, donde D = {(z,y) € R? | 2 > 0,y > 0,a®> <
D
x® 4+ y? < b}

47 (e

1 .
Probar que / @ Ty =)/ drdydz = T)’ donde D = B(0,1) C R3.

D

dxdydz
D \2+a2+y2 422

Sea D = B(0,1) C R*. Evaluar

Evaluar / “Vx?+y? devdydz, donde D = {(z,y,2) e R® | 1 < 2? +¢* <
2,1 <z<2}

Calcular / / / (2% +1?) drdydz usando coordenadas cilindricas.

Usando las funciones f, g: R? — R? f(x,y) =1y g(x,y) = (e* cosy, e® seny),
probar que la férmula del Teorema del Cambio de Variable no necesariamente
se cumple si g no es inyectiva (aunque |det ¢'(z,y)| #0V (z,y) € R?).

Usando coordenadas polares, calcular:

2a  pV2ar—22
- / / (* +y*) dydz;
o Jo
1 x
- / / (22 + *) V2% dyda;
0 2
1 pv1I—a2
iii) - / / flz,y) dydz;
0 11—z
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iv).- /01 /012 f(z,y) dydz.

16) Usando una transformacion lineal adecuada, calcular

[ | e =wsenita sy dody

donde S es el paralelogramo con vértices en (m,0), (27, 7), (7, 27), (0, 7).

17) Haciendo cambios de variables adecuados, probar:

i).- //s flz +vy) dedy = /1 f(u)du, donde S = {(z,y) € R? |
|z + [y| < 1};

ii).- // flax + by + ¢) da:dy:Q/l V1—u? f(uva®+ b+ c) du,
s -1

donde S = {(x,y) e R* | 22 +¢y* < 1} y a* + b* > 0.

2
iii).- // f(z,y) dedy = In 2/ f(u) du, donde S es la region del
S 1
primer cuadrante acotada por las curvas xy = 1, 2y = 2, y = «x,
y = 4x.

18) Sea B,(R) = {Z € R"| ||| < R} = B(0,R) C R"™.

i).- Probar que vol(B,(R)) = R" vol(B,(1)).

ii).- Probar por induccién que vol(B,42(1)) = vol(B,(1)) -

iii).- Probar que si n = 2k, n par, entonces vol(B,(1)) = i <T) y
) |

que si n = 2k — 1 es impar, entonces vol(B,(1)) =

o(n=1)/2  on+1 . <” + 1)!
2

(n+1)!
iv).- Calcular vol(B,(R)).
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Capitulo 6

Integrales de Linea y de Superficie

6.1 Integrales de Linea

Definicién 6.1.1 Un camino en A C R" o arco en A, es una funcién «a: [a,b] — A
continua.

A a([a,b]) = a* se le llama la traza de la curva o camino.

El camino « se llama C' o continuamente diferenciable o suave si o' existe y ademads
es continua.

El camino « se llama C! por tramos o continuamente diferenciable por tramos o
suave por tramos si el intervalo [a, b] se puede partir en un nimero finito de subintervalos
tal que en cada uno de ellos, a es de clase C*.

Ejemplo 6.1.2

alts)=B /

R I Ww
a tl t2 t3 t4 b a(a) a(ti) a(ts) alts)

.
A C D

« es diferenciable en [a, t1], [t1.t2], [t2, T3], [t3, t4] ¥ [t4, D].

Definicién 6.1.3 Sea A C R™, f: A — R” integrable y sea «: [a,b] — A un camino
suave por tramos en A. Se define la integral de linea de f sobre el camino « por:

b
/ (Fladt)), ' (1)) dt,

la cual es un integral en una variable real.
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Se tiene que:

donde
f=0, . fa)a=(ar,...,an) vy firA=R, 1<i<n, o;:a,b] =R, 1<j<n.

Notacién 6.1.4 Si a(a) = @, a(b) = b, la integral de linea tiene las siguientes notaciones:

/ab<f(a(t)),o/(t)> dt—/a f—/a fodey + fo des+ .+ [, d, =

b b b
:/ flda1+f2da2+...+fndozn:/ de[:/ f

Ejemplo 6.1.5 Sea f: ACR? - R* A= {(z,y) e R?* |y > 0}y f(z,y) = (V¥ 2°+y).
Sean «, 3: [0,1] — R? dadas por a(t) = (t,t), B(t) = (t%,13).

Notemos que tanto o como (3 conectan
(0,0) con (1,1), es decir,

a(0) = 5(0) = (0,0) y

a(l) = 6(1) = (1,1).

Se tiene:

| 7= [ trtanawy de= [ (i 0,00 @ -

1 -

1 3/2 44 42

2y > 1 1 [17
= t+t+t)dt=|—+—+—| ==+4-4-=|—|
/(\[+ 1) [3/2+4+2]0 371727 2

| 1= [ soya= [ @Re o) a-

B
1

59
42

2672 30 3] 4 1 1
= 2t°/2 1 315 4 3t°) dt = —+=| =c4+z+==
/( + 3t° + 3t7) {7/2+9+6} -tgty

0

0

Entonces / f# / f aunque « y B conectan los puntos (0,0) y (1,1), es decir la
a B

integral de linea depende del camino.
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Ahora sea 7: [0,1] — R? dado por v(t) = (,*/?). Entonces v conecta (0,0) con (1, 1)
pues v(0) = (0,0) y v(1) = (1,1). Ademads  conecta (0,0) con (1,1) por la misma traza
de (3, es decir, v* = (%, y se tiene:

L F= [ O) = [+ ) 0.3 ) dt -

1
:/ (t3/4+§t7/2+§t2)dt: ﬁ+3t9/2 S R S
0 2 7/429/2 23|, 7 3 2 |42

2

6.1.1 Interpretacion Geométrica de la Integral de Linea

Por lo tanto

Sea f: ACR"™ - R" con f=(f1,...,fn) ycada f; (1 <i<mn)una funcién integrable.
Sea a: [a,b] — A un camino C'.
Sea P,, = {a = tg,t1,ta,...,t;m = b}, m € N la sucecién de particiones candnicas de

k
la, b], es decir, t, = a+ E(b —a),0 <k <m.

Por el Teorema del Valor Intermedio, existen 2l € [tioiti], 1 < j < n tales que
a;j(t;) —a;(tio1) = o/ (27) (8 — tiz1).

El trabajo realizado por la
“fuerza” f a lo largo del
segmento de curva que une
a(t;—1) con a(t;) es
aproximadamente igual a

<f(%(:c0)), a(ti) —a(ti-1)) =
T = Z fila(zo))(ev(ti) — aj(ti-1)).

To € [ti—1,ti]

Por lo tanto el trabajo realizado por la fuerza f a lo largo de la curva « sera:

W= n{gﬂgoz (Z fia(zo)) - (a;(ts) = aj(til))> =

= nllfgoz <Z fila(wo)) - o (xd) - (t; — tz‘—l)) =

J=1
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=) {nlii{l)toj(Oé(iUo)) -aly(x]) - (t; - t“)} =

j=1 i=1
n b

-3 / fi(a(t)) - al(t) dt = / Iz

Por lo tanto

/ f se interpreta como el trabajo realizado por la “fuerza” f a lo largo de la curva «a|.
«

6.1.2 Propiedades de la Integral de Linea

Proposicién 6.1.6 Sean f,g: A C R" — R" funciones integrables, esto es, cada com-
ponente fi, g; de f y g respectivamente, son funciones integrables. Sea «: [a,b] — A un
camino C por tramos. Entonces

/Q(af“‘bg):a/oéf-l-b/(xg, con a,b € R.

Demostracion.  Ejercicio. U

Proposicién 6.1.7 Sea f: A C R" — R" una funcion integrable y sean «: [a,b] — A,
B: [b.c] — A dos caminos C* por tramos y sea v: [a,c] — A dada por

alt) si a<t<b

1) = con a(b) = B().
Bt) si b<t<c

Entonces a v la denotamos por v = aU 3 y se tiene que

T B I R

Demostracion.  Ejercicio. O

Definicién 6.1.8 Sean a: [a,b] — A C R", §: [c,d] — A C R™ dos curvas C' por
tramos. Se dice que ay (3 son equivalentes, y se denota por a ~ (3, si existe u: [a,b] — [c, d]
suprayectiva y derivable tal que v/(t) #0V ¢ € [a,b] y fou = a.

Observaciones 6.1.9

(1).- Puesto que la derivada de una funcién derivable en R tiene la propiedad
del valor intermedio, se tiene que v/(t) >0V ¢ € [a,b] 6 ¥/ (t) <0V t € [a,b].



6.1 Integrales de Linea

(2).- a* = af[a,b]) = B(u(la,b])) = B([e,d]) = 5, es decir si a ~ [3, entonces

tienen la misma traza.

(3).- Siw/(t) > 0, u es creciente y por lo tanto u(a) = ¢, u(b) = d. Por lo tanto
a(a) = f(c) y a(b) = B(b) de donde se sigue que a y 3 recorren la curva en la
misma direccién.

Si u/(t) < 0, u es decreciente, por lo que u(a) = d, u(b) = ¢. Por lo tanto
ala) = [(d) y a(b) = B(d), de donde se sigue que « y [ recorren la curva en
direccién contraria.

Y Y

A 4

Proposicién 6.1.10 La relacion ~ es una relacion de equivalencia.
Demostracion.  Ejercicio.
Ejemplos 6.1.11

(1).- Sean a: [0,1] — R?, 3: [0,2] — R? dadas por:

a(t) = (cos2nt,sen2nt), 0 <t <1 y [(t) = (cost,sent), 0 <t < 2.

Sea u: [0,1] — [0,27] dada por u(t) = 27t. Se tiene que u es suprayectiva,
derivable y u/(t) =27 >0Vt € [0,1] y & = fowu. Por lo tanto a y 3 son
equivalentes y tienen la misma direccion.

133
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7/ |
v

w(t) : p
|

0

Sea u: [a,b] — [a,b], dada por
u(t) = a+ b —t, u es suprayectiva,

derivable y u/(t) = -1 <0V t € [a,b].

Por lo tanto v es equivalente a you = v_ y v_: [a,b] — R™ se da por
7-(t) =(a+b—1t)y y-(a) =7(b), 7-(b) = v(a).

7(0) = v-(a)

Teorema 6.1.12 Sean f: A CR" — R™ funcion integrable y «: [a,b] — A, B: [c,d] — A
dos curvas C* por tramos tales que o ~ 3. Entonces:

(1).- St y B tienen la misma direccion: / f :/ f.
a B

(2).- Si« y [ tienen la direccion contraria: / f= —/ f.
a B
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Demostracién. Basta demostrarlo en el caso en que tanto « como 3 son de clase C*.
Se tiene # = aou, con u: [¢,d|] — [a,b], derivable, suprayectiva y u/(t) # 0V t € [¢, d].
Por lo tanto /() = (o u)'(t) = o'(u(t)) - v'(t). Se sigue que

= e = i a(u(t))), o (u(t)) -u'(t)) dt =
/ﬁf /a(f(ﬁ(t))ﬁ(t» dt /C<f( (u(t))), o (u(t)) - u'(t)) dt

u(d) u(d)
:/ glu(t)) - u'(t) dt:/() 9(t) dt:/() (f(a(t), o (t)) dt =TI,

donde g = (f o , /) y donde ademds aplicamos el Teorema de Cambio de Variable

u(d)
| sty v de= [ gle) e

c u(c)

(1).- Si ay B recorren la curva en el mismo sentido, entonces u(c) = a y u(d) = b.

Por lo tanto b
Af:leqmmmw»ﬁzlf

(2).- Si ay 8 recorren la curva en el sentido contrario, entonces u(c) = by u(d) = a.
Por lo tanto

Af:fz[wm@wﬂmwz—l%w@wﬂmﬁ:—lf.D

A continuacién damos los Teoremas Fundamentales del Célculo (TFC) para integrales
de Linea.

Teorema 6.1.13 (2do. TFC para Integrales de Linea) Sea ¢: A C R" — R de
dp 0 0
clase C', Vo = Dp: A — L(R"R) = R", donde Vo = < L _90> y

0z, 0y’ Om,
LR"R)={T:R" — R | Tes lineal}.
Supongamos que A es un conjunto abierto y conexo y consideremos d, b e A Y
a: [a,b] — A cualquier camino C' por tramos que conecta @ con b (es decir, a(a) = d,
a(b) = b ). Tal camino siempre existe por ser A arco conexo. Entonces:

| Vo= [ Verda= o) - o(@ = elalb) - plala))
En particular la integral de linea no depende del camino.

Demostracién.  Se puede suponer que « es un camino C*.
Sea g: [a,b] — R, g(t) = ¢(a(t)) y se tiene que:

g'(t) = Do(a(t)) - ' (t) = (Ve(a(t)), /(1))
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por lo tanto

-

= p(a(b)) — p(a(a)) = ¢(b) — (a). a

Teorema 6.1.14 (ler. TFC para Integrales de Linea) Sea f: A C R" — R" una
funcion continua con A una conjunto abierto. Supongamos que la integral de linea de f
es independiente del camino en A. Sea a € A fijo.

Sea T € A arbitrario y consideremos oz un camino C* por tramos que une @ con .

Definimos ) )
ew=[ r=[ r=[ s

Entonces p: A CR"™ — R es derivable y

0
Demostracion.  Probaremos que 8—S0(f) = fr(@), 1 < k < n y puesto que fi(Z) es
Tk

continua, se seguird que ¢ es diferenciable y Vi (Z) = f(Z).
Sea r > 0 tal que B(Z,r) C A.

Sea 1 € R” cualquier vector unitario. Se tiene que
@ T+ hy e B(Z,r)V h € (—rr) pues
17+ by — Z[| = ||hg]l = [h] - 7] =[] <.

Por ser la integral de linea independiente del camino se tiene que
T+hy z T+hy a Z+hy
R R A B A A

Sea «: [0,1] — B(Z,r) C A definida
por a(t) = ¥ + thy. Entonces a(0) = Z,

a(l) =2+ hyy o (t) = hy. Por lo tanto:
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Z+hi 1
o= 1= v g de=ol@ + v - ola),
o T 0
de donde obtenemos

(T + hif) — p(F) _ %/0 (f( + thy), hy) dt =

:/ (G thg), ) dt:/ (F(@ -+ thy), §) dt.
0 0

Tomamos i = €, 1 < k < n. Entonces:

(f(Z+thy),y) = (f(¥ +they), ek) = fir(Z + thek),

por lo que

— —

(7 + héy,
h

0 0

Sea l(u) = fr.(¥ + uéy) y m(t) = ht, m'(t) = h. Entonces

1 1 m(1) h
% /0 Fo(T+they) hdt = % /0 Clm(t))m(t) dt = % / () dt = % /0 Fu(T+18,) dt.

m(0)

h
Sea g: (—r,r) — R dada por g(h) = / fx(Z +téy) dt. Entonces g es diferenciable,

G(h) = fu(@+ 1) v ¢(0) = fo(F) (9(0) = 0) y por tanto

@(& + hey) —p(T)  g(h) —g(0)
h o

de donde

9(0) = fu(#) = lim 29O _yy SELIGZAD) _ g 9 = 023,

Como consecuencia de los 2 TFC, se tiene

Teorema 6.1.15 Sea f: A C R" — R", A un conjunto abierto y conexo y f continua.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i).- La integral de linea es independiente del camino en A.
ii).- f es el gradiente de una funcion ¢: A — R, es decir, f = V.

iii).- La integral de linea vale O para cualquier curva cerrada en A.
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Demostracion.
#

i) = ii). Sea ¢(¥) = / f la cual esta bien definida pues la integral es independi-

ente del camino Entonces, Sor el ler. TFC, se tiene Vo(¥) = f(Z).

) = iii) Si a: [a,b] — A es un camino cerrado, esto es, a(a) = «(b), entonces
/ / Vip = ¢(ah)) - ¢lafa)) = 0.
iii) Sean a: [a,b] — A, : [¢,d] — A dos caminos C' por tramos tales que

afa) = Blc) ﬁ()ya() f(d).

a(b) = B(d) Sea 7y: [b,e] — A un camino
equivalente a 3 que recorre
la curva en el mismo sentido

s (tal v existe y se deja como
ejercicio probarlo). Entonces
a U~_ es una curva cerrada
C! por tramos y por tanto:

OZ/M_f=/cyf+/y_f=/af—[yf=/Qf—/ﬁf7
por lo tanto /a = /ﬁ 7 0

6.2 Teorema de Green

De aqui en adelante se definirdn de forma intuitiva y no con el rigor deseado, algunos
conceptos como “sentido positivo” de una curva en R? y vector normal “exterior” (o
“hacia afuera”) de una superficie. La razén de que se haya elegido este camino, es que
para hacerlo con todo el rigor necesario, se requieren conocimientos sobre orientacion de
variedades, lo cual nos aparta del objetivo de este libro.

Definicién 6.2.1 Una curva «: [a,b] — R" se llama simple de Jordan, si « es continua,
inyectiva en (a,b) y cerrada, es decir, a(a) = «a(b).

A continuacién enunciamos un teorema sin demostracion, el cual es geométricamente
claro.

Teorema 6.2.2 (Teorema de la curva de Jordan) Si a: [a,b] — R es una curva
simple de Jordan, entonces R%\ o* es un conjunto en R? que consta de dos componentes
conexas, una no acotada y la otra acotada. U
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U,V conexos
Vv U acotada
V no acotada

UUV =R*\ a*.

Definicién 6.2.3 Si a: [a,b] — R? es una curva simple de Jordan, a U, la componente
acotada, se le llama el interior de la curva a y a V', la componente no acotada, se le llama
el exterior de la curva a.

Dado ahora un vector (a,b) € R? (a,b) # 0, veamos que vector forma un dngulo de
+m/2 con el vector (a,b).

(a,b)
(¢, d)

(¢,d)

Sea (¢, d) € R?, (c,d) # 0 un vector que forme un dngulo de +7/2 con el vector (a,b).
Entonces, se tiene que ((a,b), (¢,d)) = ac+ bd = 0.

Si consideramos 7': R? — R? la transformacién lineal que rota al plano un angulo
de +7/2, entonces T, con respecto a la base candnica, tiene representacién matricial

( (1) _01 ) y por lo tanto podemos poner:
T((aab>> = (_b7 a) = (C7 d)>

es decir, c = —b, d = a.
Ahora consideremos ¢: [a,b] — R? una curva simple de Jordan de clase C'. Entonces

o' (t) = ()(t), ph(1)) es el vector tangente (1)

a la curva en el punto ¢(t) en la
direccién de la curva.
Para ver esto supongamos que en una vecindad de t, ©* es grifica de cierta funcién

derivable f: (¢,d) — R, es decir, exise 6 > 0 tal que p((t — d,t +0) N [a,b]) = T’y =
{($ay) | Y= f(l’),$ € (07 d)}
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Yy
‘ (1, f (1)) La direccién de la recta tangente a la
g grafica I'y en (z, f(z)) “=" ¢(t) =
Py
o = (@1(), pa(1) es (1, f'(2)) (x = @n(t),
Co y=at) = f) = flpa(1)).
0 ¢ & d "

Por lo tanto

P'(t) = (1(1), f'(ea (1) - 01 (1) = L (D)L, f (e (1)) = i (B) (L, f'()).

Por lo tanto si ¢/ (t) > 0 (es decir, x crece cuando t crece), ¢'(t) es el vector tangente
a ¢* en ¢(t) con la misma direccién de la curva pues x y t van en la misma direccién y
si ) (t) <0 (es decir, x decrece cuando ¢ crece), ¢'(t) va en direccién contraria al vector
(1, f'(z)), pero en este caso x y t van en direccién contraria, por lo que ¢* y I'y van en
direccién contraria y por lo tanto ¢/(t) va en la direccién de la curva.

Definicién 6.2.4 Sea a: [a,b] — R una curva C' por tramos, simple de Jordan. En-
tonces « se llama curva regular si cada linea paralela al eje x y cada linea paralela al
eje y, con excepciéon de los extremos, cortan a la curva en cuando mas 2 puntos. Maés
precisamente, si o = (v, o), aq([a, b)) = [¢,d], a([a,b]) = [e, f], entonces los conjuntos:

{t € [a,b] | a1 (t) =z}, = € (¢,d)

{t €la,b] | aa(t) =y}, y € (e, f)

constan de cuando mas 2 elementos.

Definicién 6.2.5 Una regién acotada R C R? se llama regular si su frontera OR es la
traza de una curva regular a: [a,b] — R?, o* = OR.

Sea R C R? una regién regular con frontera OR = «o*. Entonces se dice que a tiene
sentido positivo si para toda ¢t donde « es derivable, el vector que forma un dngulo de +7/2
con el vector o (t) estd dirigido al interior de la regién. Se dice que « tiene sentido negativo
si el vector que forma un dngulo de +7/2 con o/(t) estd dirigido al exterior de la regién.
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Sea R una region donde OR es una unién finita de trazas de curvas. OR se dice
orientada positivamente si cada curva de la frontera estd en sentido positivo y R se dice
orientada negativamente si cada curva de la frontera esta en sentido negativo.

-

Orientacion positiva

o

Orientacion negativa

OR OR esta orientado en sentido positivo
OR

Geométricamente, decir que JR esta orientada en sentido positivo, significa que al
recorrer OR, el interior de la region se encuentra a la izquierda. Decir que OR esta
orientada negativamente, significa que al recorrer OR, el interior de la regién se encuentra
a la derecha.

OR

OR

Teorema 6.2.6 (Green) Sea R C R?, tal que R una unién de regiones requlares. Sean
P,Q: A CR? = R dos funciones de clase C' donde A es un conjunto abierto y R C A.
Fquivalentemente, f = (P,Q): R — R? es una funcion de clase C*. Sea C' la curva de la
frontera OR, es decir, C* = OR. Si C estd orientada en sentido positivo, entonces

//R (%—2—5) dxdy:/c de+Qdy(:£R Pd:E—I—Qdy).

Demostracion.
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lo.) Primero veamos que la férmula de Green es equivalente a las 2 igualdades siguientes:

// dxdy—/ Qdy y // dxdy—/CPdm.

En efecto si se cumplen las igualdades anteriores, sumando obtenemos la féormula
de Green.

Reciprocamente, si se cumple la formula de Green, la primera igualdad se obtiene
con P =0y la segunda con ) = 0.

20.) Si hemos demostrado la férmula de Green para una regién regular, entonces si
R =Dy UDyU---U Dy con cada D; una regién regular y si C; es la curva 0D;
orientada en sentido positivo (1 < ¢ < k), para cada regién se tiene:

//Di (2—?—2—5) d:rdy:/Ci Pdr+Qdy...(O)

k

Ahora C* C U C! y la parte de cada C; que no pertenece a C' se recorre en un
i=1

sentido y después en el contrario, por lo que esta parte de la integral de linea se

anula. Se sigue que al sumar las igualdades ({») se obtiene:

[, (522 = [ (5290 -

k
—Z/ Pd:r;—l—Qdy—/ P dx+Q dy.
i=1 JCi ¢

30.) Por los pasos anteriores, podemos suponer que R es una regién regular y de-
mostraremos:

/], (a_Q) awdy= [ Qayy [ [ (——) dady = [ P do.

Por ser R una region regular, se puede poner
R={(r,y) eR* |z € e, d], f(x) <y < gla)} =
={(z,y) eR* |y € [e, f], My) < = < L(y)},

con f, g, h y ¢ funciones de clase C*.
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Usando la primera forma de R se tiene:

9(z)
// —dxdy——/ / 8_de dxr =

d d d
. / P(z,g(2)) — Pla, f(x))] d = / Pz, f(x) dr — / P(a, g(x)) du.

Ahora ponemos C' =yUdUa_UpB, o =T, v =T}.

Ahora sobre [ y sobre 9, se tiene que C es constante y por lo tanto C{ = 0 ahi. Se

sigue que / P dx = / P dx = 0. Por lo tanto
38 s

/Pdm:/Pd:ﬂ+/Pdm+/ Pdm+/Pdm=
c v 5 a— B
:/de+/ Pd:p:/Pdaz—/Pdm.
ol a— v «

Se tiene que 7: [¢,d] — R? estd dado por y(z) = (x, f(z)), ¥(z) = (1, f'(z)) ¥y
a: [c,d] — R? estd dada por a(z) = (z,g(z)), /(z) = (1, ( ), de donde se sigue que:

[ pac= | " P(C()) - O}(a) do = / " () () d / " Plafa)) - al(x) do =

:/Cd Pz, f(z)) da:—/cd Pz, g(2)) du,

de donde se sigue la primera igualdad.

y Para la segunda igualdad usamos

3 ¢ / la segunda forma de R. Ponemos
81 5 _ .
% C=aUpf_U~yUJdy laintegral
e - - -

0 linea vale 0 sobre « y sobre 7.
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Por lotanto/c Qdy=/6Qdy—/ﬂ Q dy y ponemos (y) = (£(y),v), B(y) = (h(y),y)

con e <y < f. Se sigue que

[ ea=[" auwa- [ eww.v
// d:cdy—/e {/h(y) - dm} dy—/ QU >dy—/ef Q(h(y), ) dy. D

Ejemplos 6.2.7

(1).- Sea R la region acotada por las curvas y = z y y* = 2%, Sea C' la frontera

de R orientada positivamente. Evaluemos / (2%y dx +y* dy).
c

R={(z,y) eR* |z €[0,1],z <y < 2?7},

Por el Teorema de Green tenemos (P = 2%y, Q = y3):

//( ”)dd—// —xdydx——/ 2yl de =

3 T 3 1 1
— 8/3 .3 — | = 11/3 _ *~ — -~ = — il
/0 (77 —a%) do [11$ 4]0 (11 4) T

(2).- Calculamos el trabajo realizado por la fuerza f(x,y) = (y + 3z,2y — x)
sobre la elipse 422 4 y? = 4 recorrida en el sentido de las manecillas del reloj,
es decir, en sentido positivo.

()
2‘ Se tiene que el interior de la curva es:
% C R={(x,y) € R? | 42% + y* <4} y C es la curva
| T 7 B -
) f.y) = (Plz.y). Qa,y)) = (y + 32,2y — ).
= Areade R=mab=2r (a=1,b=2).
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El trabajo es:
W:/f:/Pd:c—i—Qdy:// (8—Q—8—P> dxdy =
C c r \ O dy

:// (—1—1)dxdy:—2// d;pdyZQ(éreadeR)=~
B R

(3).- Célculo de Areas.

Sean R C R? una regién, y P, Q dos funciones que satisfacen las hipétesis del
Teorema de Green.

P
Si Py @ cumplen 8_@ — 8— =1 se tendra que:
Jor Oy

Area R = vol(R) = / 1= // drdy =
R R
:// (8—Q—8—P) dq:dy:f P dx 4+ Q dy.
r \Oz 0Oy OR=C

Por ejemplo, tomemos:

(b) Q(xay) =0 ) P(I,y) =Y.
@ Q=30 . Pl =—;5
Entonces:

, 1
AreaR:// dmdy:/a:dy:/ydx:—/(—ydx+mdy).
R c c 2Jc

Para el caso (¢), si « = C': [a,b] — R? es la frontera de R recorrida en sentido
positivo, se tendra:

2

b ai(t) () b | ai(t) aoft)
= 1/ det dt = 1/

, 1 [?
Area R = / (—y dx +z dy) = —/ (—aoad] + anay) dt =

dt.

145
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6.3 Integrales de Superficie

Para definir una superficie S C R3 tenemos varias alternativas de como hacerlo y lo
haremos de tres formas, esencialmente iguales.

Definicién 6.3.1

i) Una superficie S en R? es cualquier componente conexa de un conjunto
{(x,y,2) € R®| F(x,y,2) =0}, donde F': A CR? — R es de clase C!, con A
un conjunto abierto. Se tiene que {(z,y,2) € R® | F(z,y,2) =0} = F~1({0})
es un conjunto cerrado en A.

ii) Una superficie en R? es la grafica de una funcién de clase C*, f: T C R? —
R, donde T o bien es un conjunto abierto, o bien es un conjunto cerrado y
conexo. Esto es, una superficie es un conjunto de la forma:

{(z,y,2) eR? | 2= f(z,y), (x,y) € T}.

iii) La tercera forma de definir una superficie es por medio de una parametri-
zacion y es la forma en que nosotros la usaremos.

Sea T' C R? un conjunto conexo. Sea A un conjunto abierto tal que T C A C
R? y sea g: A — R? una funcién de clase C! e inyectiva. Entonces S = g(T) es
una superficie en R3. A g se le llama una parametrizacién de S. La superficie
es:

S = {(ZL‘,y,Z) S R?) | T = gl(uav)7y = g?(“av)7z = .93(u7v)7 (U,U) S T}

Ejemplos 6.3.2

(1).- Si S C R? es una superficie determinada por la ecuacién z = f(x,vy), es
decir, S = {(z,y,2) € R® | 2 = f(z,y)}. Entonces una parametrizacién de
S es g(u,v) = (u,v, f(u,v)) = (z,y,2) o, por abuso de la notacién, podemos
poner g(z,y) = (z,y, f(z,y)).
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(2).- Parametricemos la esfera con centro en el origen y radio a.

A ?

£ (07/07’a)

I = asenvcosu

(0,-a,70) Y = asenvsenu

Z = acosv

(2, )

0

2T

Sea T' = [0,27] x [0, 7] y sea g: T — R3 dada por:

g(u,v) = (asenvcosu,asenvsenu,acosv) = (x,y, z).

Entonces g es una parametrizacion de la esfera.

Otra forma de dar esta superficie, es partir de su ecuacién, la cual es: z? +
y? + 22 = a?, por lo que z = £

Entonces z; = fi(z,y) = V/a? — 22 — 4%, 20 = fo(x,y) = —/a? — 22 —

por lo tanto S =Ty, UT'y,.

Una ultima forma de describir S es:

a2 — 2 _y2'

S ={(z,y,2) € R® | 2® + 12 + 2* = a’}.

147
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Parametrizaciéon de un

h cono circular recto de
v |
D N | 2 altura h y radio de la
SNl >
u | base r, y vértice en el

T¥U=-v¥Ccos-cos-u
yW=-v¥cos—-sen-u
a¥=-uv¥sen-

origen:

Sea « el angulo que forma el lado recto del cono con el plano xy y R el lado
recto del cono. Se tiene

r
, sena = —, cosa = —.

R

tana = —
r
Sea T = [0,27] x [0, R] = [0,27] X [0,vVh2 +12] y sea g: T — R3, g(u,v) =
(x,y,2) = (vcosacosu,vcosasenu,vsena). Entonces g es una parametriza-

cion del cono.

Ademds: 22 + y? = v? cos® a(cos? u + sen? u) = v? cos®> a = v?sen® acot? v =

cot? o - 22. Es decir la ecuacién del cono es:
r
x2+y2 =cot’a- 22 = — - 2°

72
y por lo tanto el cono puede ser descrito por:

7"2

C:{(x,y,z)€R3|x2+y2:ﬁ-22,0§z§h}.

0 0
6.3.1 Interpretacion Geométrica de 994
ou Ov

Sea S C R? una superficie y sea g: T C R? — S C R? una parametrizacién de S, g
funcién de clase C', g = (g1, g2, g3)-



6.3 Integrales de Superficie

149
g : dg 9y
Fijamos un punto (ug,vy) € T y se tiene que 90 Y 9o valuadas en (ug,vp), son
u v
vectores en R? y se tiene que:
Pk
dg Og dg1 09> gz | Ou  Ou | Ou  Ou .| Ou Ou
ou 0| ou Bu ou |71 * o -
dg1 Og2 Ogs v  Ov Jdv Ov v  Ov
ov Jv Ov

_ (8(92793) d(g3, 91) 8(91,92)) v

O(u,v) " Iu,v) " I(u,v)

Ahora, al considerar a—g(uo, 1), obtenemos el vector tangente a la curva g(u,vy) y al
u

. 0
considerar a—g(uo, 1), obtenemos el vector tangente a la curva g(ug,v).
v

Al variar Au en T en la direccién u, entonces se varia aproximadamente

9 - Au

en la direccién 5, 0 g(T) = S puesto que a—g(uo,vo) es la “velocidad” de variacién en
u u
la direccion de la curva g(u, vg).
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Al variar Av en T en la direccién v, se varia aproximadamente -Aw en la direccién

811

99 _ 9 cvelocidad” - —_—

50 D g(T) = S, puesto que 8_(u0’ vo) es la “velocidad” de variacién en la direccién de
v v

la curva g(ug,v).
Entonces la imagen del rectangulo Au x Av en T bajo la funcién g es aproximadamente

0
el paralelogramo en S determinado por los vectores 8—g(u0, Vo) - Au y 8—g(u0, Vo) - Av y
u v

cuya area es:

dg dg dg dg
(o 2) (50 o) s (4 (Graw o)) -
@A xagA 99 99| A Aw.
6u o

0 9]
Ademas 8_g X 8_g es un vector normal al plano tangente de la superficie S, en el punto
u v

Q(UO,UO) (370,90720)

dg

0
En resumen: ’— X —= g

0
dudv “es la diferencial dS” de drea en S'y — x %9 s un

ov ou  Ov

vector normal al plano S en el punto g(ug, vy) = (o, Yo, 20)-

Con esta interpretacion damos la siguiente:

Definicién 6.3.3 Sea S C R3 y sea g: T C R? — S C R? una parametrizacién de la
superficie S de clase C'. Entonces se define el drea de S por:

Area § = a( / / 8g dudv |.
N - dg 0
Al vector unitario 7 = I ﬁH, en el caso en que N = 89 g9 7& 0, se le llama
U

vector normal a S y 7 depende de u y de v.
Es importante notar que si cambiamos la parametrizacion, el vector normal que ob-
tengamos puede ser 7 6 —7. Por ejemplo si ¢: R? — R? es la rotaciéon de +7/2 y

Ty, = ¢(T), entonces h: Ty — S dada por go o' = h, y por lo tanto g = h o , cumple
oh 0Oh 8g dg . -
= —= ) con (r,s) € T}. Por lo tanto es importante decidir cual de

8u8

los dos vectores tomamos. La eleccién de tal vector significa “orientar” la superficie.

Ejemplos 6.3.4
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(1).- Sea S C R? la superficie determinada por la ecuacién z = f(z,y) donde
[ es una funcién de clase C', es decir, S =T;. Sea g: T CR* - S C R® la
parametrizacién de S dada por g(u,v) = (u,v, f(u,v)). En este caso:

~

Pk
o9 09 |y o 9L __of of . (_of of
8ux(9v_ ou __aul_av th= _au’_ﬁv’l
aof
0 1 %

y por lo tanto

sy =iwens = [ [ e (Z) (2w
<L () ()

- A%
n
A Ahora si tenemos
- Jdg Odg N
N _ — e — =
S 5 ou 0" V||

y 7 es el dngulo que

forman los vectores 7 y k,

Y

Y entonces se tiene que:

of o
iR ﬁ-E_N-E_(_%’_%’1)(0’0’1)
il ] 1V
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R
IN] ‘W of

ou " ov

y por lo tanto

// %xgH dady —//Tcosfydxdy—// secy ddy|.

(2).- Calculo de dreas de revolucién:

Sea L la curva dada por la ecuacién z = f(z), f: [a,b] — R con a > 0, es
decir, L = T'y.

>y

r="uWcosv
y=-u¥senv

z="f(u)

La parametrizacién de la superficie S que se obtiene al girar 27 la curva L
alrededor del eje z queda:

g: [a,b] x [0,27] = R3, g(u,v) = (ucosv,usenwv, f(u)) = (z,y, 2).

Ahora .
) 7 k
99 39 ,
90 e | cosv senv  f'(u) | =
—uUSenv U Ccosv 0

—ucos’v k —uf'(u)senv j+usen®v k —ucosv f'(u) i =
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= (—ucosv f'(u),—usenv f'(u),u),

por lo tanto

‘89 H—| IV (F(1)? (cos2v 4 sen?v) + 1 = uy/1 + (f'(u))2, u > 0.

Se sigue que

:// uy/ 14 (f"(w))? dudv =
[a,b] x[0,27]

:/{/b quu} dv:%/j w/TT (L)) du,
por lo que

a(S) —27r/ uy/1+ (f 2 du,

o lo que es lo mismo

S) = 27r/ /1 + (f'(x))? dx |

En seguida extendemos la definicién de area de una superficie a la integral de superficie.

Definicién 6.3.5 Sea S C R? una superficiey g: 7' C R? — S C R3 una parametrizacién
de S, g una funcién de clase C'. Sea f: S — R una funcién acotada. Se define la
integral de superficie de f sobre S por:

[[ =] ] sl

siempre y cuando la integral del segundo miembro de la igualdad exista.

dg Jg

9 dudv

Ejemplos 6.3.6

R IREIN

(2).- Calculemos la integral de la funcién f(z,y, ) = /1 + z + 3(22 + y2) so-
bre la superficie dada por z = 22 + y? con 0 < z < 5.

89 dudv = a(S) = éarea S.
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La superficie esta parametrizada por:
g: T— RS? g(u,v) - (U>U7 f(’LL,U)) =

= (u,v,u* +v?*) con

T ={(u,v) € R* | u® + v* < 5}.

:
P={(w,y) Fat+yb5) - f(z,y,2) = /14 x4 3(z% + 32),

por lo tanto

(fog)(u,v) = flu,v,u® + %) = /1 +4(u? + v?)

oo - 1+ (2)"+ (%) -

= /14 (2u)? + (20)2 = /1 + 4(u? + v2).

dg 89
8u o

Por lo tanto

//s fd5= //u2+v2§5 (V144w +02)) - (V1 + 4 +0?)) dudv =

= // (14 4(u? +v?)) dudv.
u2+02<5

Utilizando coordenadas polares se tendra:

27 \/5 7,2 \/5
// f~dS:/ / (1+4’r2)7’d'r’d9:27r[—+7’4] =
s o Jo 2 0

= [g+25} = 7[5 4 50] = | 557 |

Teorema 6.3.7 La integral de superficie es invariante bajo cambio de parametrizacion,
es decir, sean S C R3 una superficie, f: S — R una funcién acotada y sean g: T C R? —
SCR? yh:UCR?— S CR? dos parametrizaciones de clase C* de S tales que existe
©: T — U funcién biyectiva y de clase C* tal que h o p = g. Entonces

J e = |- s

9
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Demostracion.  Se tiene: g(u,v) = h(p(u,v)) = h(p1(u,v), pa(u,v)) = h(s,t). Por lo
tanto

oy _0h dp b O,
ou  Os Ou ot Ou

89 oh 8¢1+@ %
v 0s Ov ot ov

dg 8g_ @Xﬁh Opr Opy Oy Op1\ _ @x@ 01, 92)
u " oo ds Ot ou Ov  Ou v ds Ot I(u,v) ’
por lo tanto
99 . 99 901, 902
du " v '
Ademés se tiene (1) = U y | det ¢'| = '% . Aplicando el Teorema de Cambio

de Variable, tendremos:

Oh  Oh oh  Oh
hs 1)) - || 2 x 90 dsdt:// ohH—X—H:
//U:<p(T) f(hls ) ’ Js Ot o(T) (foh) ds Ot

= (fohoy) Oh  Oh o | |det ¢ =

//T (38 ot >
[/, 009 |(5e0) @w)H\

ff e [ ] e |2

Sea. S C R3 una superficie y sea g: T C R? — S C R? una parametrizacién de S
de clase C' fijada de antemano (después aclararemos porqué la necesitamos fija). Sea
F: S — R3. Extendemos nuestra definicién de integral de superficie a I definiendo:

dudv. N

v

Definicién 6.3.8 La integral de superficie de F' sobre S esta dada por:

// F-ﬁdS:// F-dS,
S S

- Jg
conN——x—;éO
Iyl u

1| =

donde 17 =
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Desarrollando la definicién anterior, se tiene:
dg 9y

//FndS // (uv)‘au En
://TF(g(u,v (% —g> ddv—// %X%)dudv-

Sl F(J],y, Z) = (P(x,y,z),Q(x,y, Z),R(ZL‘,y, Z)) y g(uvv) = (gl(u7U)792<uvv)793(u’v))

99 %9 99 (8(9%93) 9(g3, 91) 8(91,92)>
ou” v I(u,v) " A(u,v) " O(u,v)

dudv =

entonces se tiene:

/ / F-iidS = / / (f’i’g) dudv+
// Qg (93 91 dudv +// (‘E];?gi) dudv.

Notacién 6.3.9

[ potwo) 528 st~ [ [ pozayraz= [ [ payna

// Q(g(u, v)) <93’91 dudv—// Q(z,y, 2) dz/\dx—// Q dz A dz,
// <gl’g2 dudy —// (2,9, 2 dmdy—// R dx A dy.

Con las notaciones anteriores, tendremos:

// F-ﬁdS:// Pdyndz+ Q dzNdx+ R dx A dy.
S S

Observacién 6.3.10 Larazon de prefijar la parametrizacién de g, es que si tomamos otra
parametrizacién podemos obtener el vector —n en lugar de 7 y en este caso obtendremos

—// F-ﬁdSenlugarde// F-ndsS.
S S

De hecho el problema es mucho mas complejo y depende de que la superficie S sea
“orientable” o “no orientable”.

Ejemplo 6.3.11
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z
(0,0,1) Sea S la superficie en R?
. determinado por el plano
N=(1,1,1)
x+y+2z=1en el primer
(0,1,0) y
0 = B octante, parametrizada
AN
(1.0,0) Tty = porg: T — S.

gu,v) = (u,v,1 —u—v), T={(u,v) | 0<u<1,0<v<1—u}.

Sea F(z,y,z) = (22, seny, e?). Se tiene

dg 09 _89 _8g B
%x%_( g ) = (L1,

[ [ pemas=[ [ (Pt 5l 3 duo -

1 l-u 1
= / / (u* +senv + e 7)) dvdu = / [u*v — cosv — €' 7] (1]_“ du =
o Jo 0

Entonces

1 uw o ut 1
:/ {1 —u)—cos(l—u)+1—1+e""} du=|———+sen(l —u)—e' ™| =
0 3 4 0

1 1 1 1 11
:5—1+Sen0—60—0+0—sen1+61:5—1—1—86111—1-6: e—senl—ﬁ.

6.4 Teoremas de Stokes y Gauss

El Teorema de Stokes es una generalizacion al Teorema de Green:

[ (222 v | rarvan

para superficies en R3.
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Definicién 6.4.1 Sea A CR?y F': A — R? una funcién de clase C' con A un conjunto

abierto. Se define el rotacional de F' por:

Pk
rot =V x F = 8_ 8_ 8_ =
or Oy 0z
o F F
oF;  0Fy\ . OF, O0F3\ . oF, O0F)\ -
= (== _ = — 2 ——— ] k=
<8y 8Z>Z+<8z 8x>‘7+(8x 8y>

0F3 B 0Fy, 0F; B 0F3 OF, B 0F;
oy 0z 0z ox ' Oz oy )

También definimos la divergencia de F' por:

OFy O0F, O0OF;

. 0o 90 0
leF_v'F_(%7@7&)'(F1,F27F3)— Oz + 8y + 2

Observacién 6.4.2 Sea S C R?®yseag: T C R? — S C R? una parametrizacién de clase
C! de S fijada de antemano. Sea F: S — R3 una funcién de clase C! con F = (P,Q, R).
Entonces la integral de superficie del rotacional de F' con respecto a la parametrizacion g

[ [ ot reas— [ [ o rmas-
], (5=50) e B e
[ (2RO o) 20 e
[ (222 gy 205 g,

B OR 0Q oP OR 0Q oP
_//S (63/ 82) dy/\dz—I—(aZ 5$) dz/\d:zc+<a$ (9y) dz A dy,

por lo tanto
/ / rot F-dS =
S

oP OR

B OR 90
‘// (a_y‘a—> d“d”(a—a—x)
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Ahora si g: T C R? — S C R3 es una parametrizaciéon de S con g una funcién de
clase C' y definida sobre un conjunto abierto A C R? tal que T C A (g es de clase C*
en A), y ademds T es un conjunto acotado por una curva simple de Jordan I' de clase
C! por tramos orientada (positiva o negativamente), entonces si a: [a,b] — R? es una
parametrizacién de T, es decir, a* = T, se tiene que goa: [a,b] — R3 es la parametrizacion
inducida de g(T') = C'y C tiene la orientacién inducida por I'. También, al haber fijado
g, S tiene la orientaciéon que le da la parametrizacién.

Con estas aclaraciones, podemos enunciar el Teorema de Stokes:

Teorema 6.4.3 (Stokes) Sea S C R?® una superficie y g: T C R? — S C R? una
parametrizacion (fija) de S, con g una funcion de clase C* sobre un conjunto abierto
ACR? tal que T C A. Si T estd acotado por una curva simple de Jordan T' de clase C!
por tramos y I' orientada en sentido positivo y si C = g(I'), la cual es una curva de clase

C* por tramos simple de Jordan, tiene la orientacion inducida por I', entonces para una
funcion F = (P,Q,R): S — R3 de clase C*, se tiene:

// (rotF)-dgz/ F,
s c
o en simbolos:

// (%_@) dy/\d,z—k(&—P—%) dzAdx—&—(@—a—P) dz N\ dy =
S

dy 0z 0z Ox oxr Oy

—/ Pdr+Qdy+ R dz.
C

Demostracion.
N
n
oA " (1)
N g
/ E——
0 Co=4( )
0 > >y
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P
Probaremos : / P dx = // (—— dx N dy + (2— dz N dx) ,

[oa[ [ (-2 anis 2 una)
R dz = ——d /\dx—l——Rdy/\dz
o= | f (5 enaes G o).

Al tener estas tres igualdades, sumando, obtenemos la féormula de Stokes.
Sélo haremos la primera igualdad, pues las otras dos son completamente analogas.

Se tiene
// (—— dx/\dy—i—g—P dz/\dx) =
_ d(g1,92)  (OP (g3, 91)
-1/, {< o °9> ou,v) \2z ) B § M
Ahora: 5 5 5 5
g1 g1\
ou <<P 9 av) ‘%(“%9)%) =
_ 9 g1 g 0 dg1 *q
=0a 709 90 T Buge ~ 50”09 50 T 09 Boge

0? g,
Por ser g funcién de clase C?, se tiene que I _ de donde :
oudv — vdu’

5 (o B) - I ((PoaP2) = fPoa P~ S(Pog) P -

OP Ogi 0g1 0P 0y 391+8_P.%.%_

T Or Ou v dy Ou Ov
9P 0gq1 991 0P 09, 991 0P 0gy dg1 _
dor ov Ou Oy Ov Ou 0z Ov Ou
ap{%.%_%.%}ﬁp{%.%_%.%}_
0z N

oP 8(91,92) aP.3(93791)

dy  O(u,v) 0z I(u,v)’

], (5 S+ 5 G auio-

por lo tanto:
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://T {% ((Pog)%) _% <(Pog)%)} dudv.

Aplicamos el Teorema de Green al segundo miembro de la igualdad anterior y obte-

//T {% <<P°9)%) —%<(Pog)%)} dudv =

- ol g1

nemaos:

Si a: [a,b] — R? es una parametrizacién de T', es decir, o* = I, entonces goa: [a,b] —
R3 es una parametrizaciéon de C que le da la orientacién inducida por I'. Se sigue que:

/C P dx = / Plg(a(t))) (g0 a),(t) df = / P(g(a(t))) (g1(an(t), as(t)) dt =

-/ " Plgla(t)) {50 a0+ 52 o | o

Por otro lado, tenemos que:

OP 0P dg1 g1
- +— — [ (Pog) L du+ (Pog) 2L av =
//S oy dx A dy P dz N dx /r (Pog) 9l du+ (Pog) 9 dv

b
- [ {rutaon 2w+ o) G e a- [ pa.

Por lo tanto
// —a—deAdy+8—szAdx :/ P dz. [
S 8y 82 C

Ejemplo 6.4.4 Comprobemos directamente que el Teorema de Stokes se cumple para la
funcién F(z,y,z) = (vz, —y,2%y) y S es la superficie determinada por 2z + y + 22 = 8,

r>0,y>0,22>0.
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z
S={(z.y.2) | 22 +y+2:=8,2>0,y >0,z >0}

Y,

(0,8)
Qs — 2r+y=28

Qg
- Y
0 ar (4,0 "

T={(z,y)|2>0,y>0,2x+y <8}

Se tiene: S = {(z,y,2) ER3 |22 +y+22=8,2>0,y>0,2>0}yg: T CR? —

8§ —2x — 8§ — 2z —
S C R? g(z,y) = (a:,y,# , es decir, si z = f(z,y) = #, entonces

9(z,y) = (z,y, f(x,y)) con T = {(z,y) | 2 > 0,y > 0,22 +y < 8}.
Ademds T’ = a;UasUas, donde g, ap, az: [0, 1] — R? estdn dadas por oy (t)

as(t) = (4 — 4t,8t), az(t) = (0,8 — 8t).
Si C' = g(T") estd con la orientacién inducida, entonces C' = ;UGB U 5, con B = goay,

B = go g, 3 =g o as, es decir:

Gi(t) = (4,0,4 — 48), Galt) = (4 — 4t,8t,0), PBa(t) = (0,8 — 8t, 4).

= <4t7 O)a

Por dltimo,

rot F=|— — — |=(z%z—2wy,0)

Tz =Y Ty

y
09 g of  of 1 3
9999 (299 ) (1,21 (= 2q),

axxay <8x’ 83/’) <”)( 2n)

Por lo tanto

// rot F-dS — // otF—x—dd—// :U+——:Uy>dydx:

27 8—2x 4
= / {x2y + 22 ﬂ] dr = / (82 — 22° + 4w — 2° — 321 + 162 — 22°) dw =
0 0
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ot T 142?| = 2564+ —— — 224 = | |,

/CF:/1F+/2F+/3F:

:/ Fldx+F2dy+F3dz+/ Fy de+Fy dy+ Fy dz +
A1 B2

B { 232° ]4 1472 32

Por otro lado

=

Fl dx—i—FQ dy+F3 dz =

3

- / (F(BL(0)), Bi(1)) dt + / (F(Bo()), B4(0)) dt + / (F(B5(8))., B5(8)) dt =
_ /1(F(4t,0,4—4t), (4,0,—4)) dt + /1<F(4 44, 84,0), (—4,8,0)) dt+
+ /1<F(O, 8 — 8t,4t), (0, —8,4)) dt =

1
= / {((16t — 16¢,0,0), (4,0, —4)) + ((0, —8¢, 128t — 256t + 128t"), (—4, 8,0))+
0

+((0,8t — 8,0), (0, —8,4))} dt =

1 1 3 12 1
:/ {64t—64t2—64t—64+64}dt:—64/ (t2+t—1)dt:_64{_+__t1
0 0

32
11 1\ 64 [32

= 64(c4+-—1)=-64(—=])=—=|Z|
6(3+2 ) 6(6) 6 |3

Por lo tanto hemos obtenido

//S(rotF)-d§=/C F:%.

Observacién 6.4.5 Si R es una regién en R* y si f = (P,Q): R* — R? es una funcién
de clase C1, se puede considerar la superficie S = R x {0} C R? con la parametrizacién
g: R — S dada por g(z,y) = (z,v,0). En este caso tenemos

0

dg Jdg
— X = =(0,0,1).
dz Oy (0,0,1)
SiT es la frontera de R orientada positivamente, g(I') = I'x {0} = C. Sea F': R® — R?
dada por:

F(x,y,2) = (P(z,y),Q(x,9),0).

dq 8P)

Entonces se tiene rot F'=|0,0, — — —
or Oy
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Adems3s

= dg 0Jg B 8@_813
//SrotF dS—[%(rotF,axxay>dxdy—//S (8:5 8y) dxdy.
Por otro lado:
[ fo
c I'x{0} r

//SrotF-dﬁz/cF,
/R(%_%) dxdy:/Ff:/FdeJery

el cual es el Teorema de Green.
Resumiendo, tenemos:

Por el Teorema de Stokes:

es decir se tiene

’El Teorema de Green es el Teorema de Stokes en 2 dimensiones. ‘

Para un sélido V' C R? entenderemos un conjunto que se puede expresar en las 3
formas siguientes:

{(:c,y, Z) € R? | (:Ii',y) € T17f1<'r7y) <z< gl(xay)} =
= {(:U,y,z) € R? | (%,Z) €T27f2(xvz) §y§g2($,2)}:
= {(I,y,Z) € Rg | <y7 Z) € T37f3<y72) S x S g3<y7 Z)}7

donde T; C R? es conexo y acotado, f;,gi: T; — R son funciones de clase C' en un
conjunto abierto A; C R? tal que T; C A; y ademds f;, g; son inyectivas, i = 1,2, 3.
Fijémonos sélo en la primera expresiéon y pongamos 10 =T, fi = f, g1 = g, f(z,y) =
(2,9, f(2,9)), 9(x,y) = (x,y, 9(z, ).
Ahora si § =9V = f(T) Ug(T) U {(l’,y, Z) € R? | <x7y) € dT, f(a:,y) <z< g(l’,y)},

entonces

F(T) =51, 9(T) =5 y {(z,y,2) e R¥| (x,y) € T, f(z,y) < z < g(x,y)} = S

son tres superficies que orientamos de tal forma que el vector 77;, i = 1, 2, 3, va en direccion
contraria al interior de V.
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ﬁl
z A \ §_(T)/:/Slzﬁz f
9(O¥)
v s
— ’I’L3
— flov)
A ge==ira ;
| I
71’4 |
0 | | > Y
| I
- + |
NN
x - +

f es la parametrizacién de S; y G es la parametrizacién de S,. Ahora 7i3 es paralelo
al plano zy. En Si, para tener la orientacion deseada de 71, debemos tomar I' = 9T
orientada negativamente.

En S5, para tener la orientacién deseada de 7is, se debe tomar I' orientada en sentido
positivo.

Ahora si F: V — R? es de clase C! en un conjunto abierto U C R3 tal que V C U, al

calcular / / F - dS entenderemos:
s

// F-d§:// F-d§:// F-d§1+// F-d§2+// F-dS; =
S )% S1 So S3
:// F-ﬁ1d51+// F-ﬁ2d52+// F -7ty dSs,
S1 So Ss3

es decir, los vectores 711, 72, 713 van “hacia afuera”.
Con las aclaraciones anteriores, tenemos:

Teorema 6.4.6 (de la divergencia de Gauss) Sea V un sélido en R®. Entonces

///V(V-F)dmdydz://SF-ﬁdS://SF- ds|,
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donde S = OV es una superficie y F: V — R3 es de clase C* en un conjunto abierto que
contiene a V. En términos de sus componentes, si

/// (ap aQ+g—f) dxdydz://s (P cosatQ cos B+ R cosy) dS|

Demostracion. Se probaran las igualdades:

/// a—dedydz:// P cosa dS,
v Oz s

///V%dxdydz://chosﬁdS,
///V(Z—fdxdydz—//sﬁ’cosvds.

Una vez obtenidas estas igualdades, suméandolas obtendremos la férmula de Gauss.

Sélo demostraremos la igualdad:

/// —dxdydz—// R cos~y dS,
S

pues las otras dos se hacen de forma completamente analoga.

Para tal fin, consideremos V = {(x,9,2) € R® | (z,y) € T, f(z,y) < 2z < g(z,y)}
con T' C R? conexo y acotado y f,g: T" — R dos funciones de clase C! en un conjunto
abierto que contiene T. Ponemos S; = f(T), Sy = g(T), Sz = {(z,y,2) € R® | (z,y) €

OT, f(x,y) < z < g(x,y)}. En Sy, OT esta orientada negativamente y, en Sy, 0T estd
orientada positivamente.
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Ahora

/// —dxdydz_// {/m) _dz} Loy

~ [ | AB@.y.9w.0) - By, )} dedy

Por otro lado, se tiene:

// R cosvy dS = // R cosm dS+// R cos, dS+// R cosys dS.
S S S3

Sobre Ss3, 173 es paralela al plano xy, por lo que cos~y; = cos 5 = 0 puesto que 73 es el

angulo que forma el vector 713 con el eje z.
Ahora, se tiene que para la superficie 51 = {(z,y, f(z,y)) |

_ (
f(z,y) = (z,y, f(z,y)) v para la superficie Sy = {(z,y, g(x,y
donde g(z,y) = (z,y, g(z,y)), los siguientes vectores normales:

87 8?

z,y) € T} = f(T), donde
) | (z,y) € T} = g(T),

]



168

por estar 0T orientada negativamente, y

Jg y g
P dxr Oy
©[|9g 99
or 0Oy
De aqui se sigue que
I 1 af of - 1
cosy =1y - k=— 8f af << 5 8y71> ,(0,0,1)) =
8x 8y (990 8y
e 1 dg Jdg
cosyy =Ty - k = o7 (9§ (( 90 9y > (0,0,1)) 69
o 8y
Por tanto
R 9
// cosyy dS = // ’ H dxdy =
52 B3]
—// Royg dwdy—// R(z,y, 9(x,y)) dzdy,
T T
// R cosvy, dS = // (?f afHd y=
S1

8f 8fH

T T
// RcosvgdS:// 0-dS=0.
S3 T
Por lo tanto

// Rcos*de:// R00571d5+// Rcos*deS—l—// R cosvys dS =
S S1 So S3

_// R(z,y, f(x,y)) da:dy+// R(z,y, g(z,y)) dedy =
// R(z,y,9(x,y)) — R(z,y, f(z,y))) d:vdy—/// —d$dydz 0
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Ejemplo 6.4.7 Calculemos la integral de superficie // F -1 dS, donde
S

sl

S es la superficie que

acota al cilindro

7 es el vector normal a la

superficie que va hacia

el exterior del cilindro
y F' esta dada por:

F(x,y,z) = (4x, —2y?, 2?).

Entonces, por el Teorema de la Divergencia de Gauss:

//SF.ﬁdS:///VV-Fdxdde:
:///V {%(495)—1—%(—23/2)4—%(,22)} d:vdydzz///v (4 — 4y + 22) dadydz.

Utilizando coordenadas cilindricas, tendremos:

2 ror 3
/// (4 — 4y + 22) dedydz = / / / (4 —4rsenf + 2z) dzdfdr =
v o Jo Jo

2 2m 2 2m
= / [42 — 4rsend z—}—zQ]i d@dr:/ / (21 — 12 rsen) dfdr =
o Jo o Jo
2

2
= / 21 0 412 rcos 02" dr = / (427 + 12r(1 — 1)) dr = [427r)} = [84x].
0

0
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6.5 Ejercicios

1) Sean a: [a,b] — A C R", 3: [¢,d] - A C R" dos caminos de clase C' por

tramos. Entonces o y [ se llaman equivalentes, y se denota por o ~ (3, si
existe u: [a,b] — [c,d] una funcién suprayectiva y derivable tal que u'(t) #
0Vtela,bly fou=a. Probar que ~ es una relacién de equivalencia.

2) Sean f,g: ACR" - R" a,b € Ry a: [¢,d] — A un camino C"* por tramos

3)

en A. Probar que

/a(af—i—bg):a/af—kb/a g.

Sea a: [a,b] — R™ un camino C' por tramos. Sea [c,d] C R cualquiera (con
¢ < d). Demostrar que existe un camino C' por tramos : [c,d] — R™ que es
equivalente a a.

Sean «: [a,b] — R™, f: [c,d] — R™ dos caminos de clase C' por tramos.

Sea 7v: [b,¢1] — R"™ un camino de clase C'!' por tramos equivalente a 3. Si
a(b) = B(c) = v(b), se define:

aUf=aU~v:[a,c] = R por (aU~)(t) =

Probarque/au[i f:/a f+/ﬁ f.

Calcular las siguientes integrales de linea a lo largo de los caminos dados:

i)- f(z,y) = (2? — 2xy,y* — 2zy) de (=1,1) a (1,1) a través de la
parabola y = 22

ii).- f(x,y) = (2a —y, ) alo largo del camino «(t) = (a(t —sent), a(l —
cost)), 0 <t < 2m.

. a? oy .

iii).- f(x,y) = (r+y,xr—y) alrededor de la elipse ] + e 1 en sentido
positivo.

iv).- f(z,y,2) = (2zy, 2% + 2,y) por el segmento que une (1,0,2) con
(3,4,1).

v).- f(z,y,2) = (z,y,72 — y) a lo largo del camino a(t) = (t,t%,13),
0<t< 1.



6.5 Ejercicios

6)

10)

11)

Sea S C R? un conjunto abierto. Sea f: S — R? una funcién de clase C*, con
flx,y) = (P(z,y),Q(x,y)). Probar que si f es el gradiente de una funcién ¢,
oP  0Q

entonces — =

oy Oz’
Usando el ejercicio anterior, probar que las siguientes funciones f no son el

gradiente de ninguna funcién ¢ y hallar un camino cerrado C' tal que / f#0:
c
i).- fz,y) = (y, 2y — ).

En las siguientes funciones f, determinar si son o no el gradiente de cierta
funcién . En caso afirmativo, hallar .

- f() = (@),

ii)- f(z,y) = (2ze¥ +y,2%e¥ + x — 2y).

iii).- f(z,y,2) = (@ +2,—(y +2),2—y).

iv).- f(z,y) = (sen(xy) + xy cos(zy), % cos(zy)).

v).- flx,y,2) = (Byt2? 42322, —322y?).

vi)- f(z,y,2) = (y*cosx + 23, —(4 — 2ysen ), 3x22 + 2).

Usar el Teorema de Green para evaluar la integral / y? dx + x dy, donde:
c

i).- C es el cuadrado con vértices (0,0), (2,0), (2,2), (0,2) en sentido
positivo.

ii).- C es el circulo de radio 2 y centro en el origen en sentido positivo.

iii).- C estd dada por: C(t) = (2cos®t,2sen®t), 0 <t < 27.

Sean P(z,y) = ze ¥y Q(z,y) = —xye vy Evaluar/ Pdx+Q dy

donde « es la frontera del cuadrado |x| < a, |y| < a recorrido en sentido
positivo.

2+ 2

Si f,g: S CR? — R son de clase C!, S una regién y o es un camino cerrado
C! por tramos en S, probar que

/Qf-nga:—/a g-Vfdao.

171



172

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

Calcular directamente y por el Teorema de Green:

/ (y2® + e¥) do + (xy® + xe? — 2y) dy,

donde « se recorre en sentido positivo,
2 2

i).- La elipse x_ + 7

A

ii).- 2?4+ y* = ax.

Sean u,v: S C R? — R funciones de clase C?, S una regién. Sea R la regién
en S que es interior a la curva suave por tramos simple de Jordan «, la cual
es recorrida en sentido positivo. Probar que:

i).- /a uv dr4uv dy = //R {v <% - g—Z) +u (g—; — g—Z)} dzdy.
if).-

1 ou v v ou

5/@( <v%—u%> dz + (ua—y—va—y> dy =

0%u
/ / ( 0xdy 8x8y> ey

Sea A la regién interior a una curva simple de Jordan, C'! por tramos, orientada
positivamente y sea f: A C R? — R de clase C? en un conjunto abierto U C R?

0?f  O*f
tal que A C U y que satisface la ecuacién de Laplace: Er) + 902 0. Probar
que Y
of o 4
dx — = 0.
(9y (9x

Sea S un paralelogramo en R? que no es paralelo a ningtin plano ni eje coorde-
nado. Sean 57, Sy, S3 las areas de las proyecciones de S sobre los tres planos

coordenados. Mostrar que el drea de S es 1/S? + S2 4+ S3.

Calcular el area de la region cortada del plano x + y + z = 0 por el cilindro
2?4 y? = a.

Calcular el 4rea de la porcién de la esfera x? + y? + 22 = a2, situada en el

interior del cilindro 22 + 3* = ay, a > 0.

Calcular el 4rea de la porcién de superficie 22 = 2zy que estd arriba del primer
cuadrante del plano xy y que es cortado por los planos © = 2, y = 1.



6.5 Ejercicios

19) Una superficie S C R? estd parametrizada con (u,v) € [0,4]x[0, 27] y g(u,v) =
(ucosv,usenv,u?). Calcular el drea de S.

20) Calcular el drea de la porcién de la superficie cénica 2% + y* = 2% que estd
arriba del plano xy y que es cortada por la esfera z2 + y? + 22 = 2ax.

21) Calcular el 4rea de la porcién de la superficie cénica 2% + y? = 22 que estd
entre los planos z =0y x + 2z = 3.

22) Calcular el drea de la porcién del paraboloide 2% + 2% = 2ay que es cortada
por el plano y = a.
23) Si S es la superficie exterior de la esfera 22 +y?+22 = a?, calcular / / xz dyN
s
dz + yzdz A dx + 2*dx A dy.

24) Sea S la superficie que recorta el cilindro z? +y* = 2x de la parte superior del

cono 2 + y? = 22. Calcular // (z* —y* +y?2% — 2%2% 4+ 1) dS.
s
25) Utilizando el Teorema de Stokes, calcular:

i).- / (y+2) de+(z+2z) dy+ (z+y) dz, donde C es la circunferencia
x20+y2+z2:a2, r+y+z=0.
ii).- / (y—2) dz+(2—2) dy+(x—y) dz, donde C es la elipse % +y* = 1,
xc—l— z=1
iii).- / zdr+(x+y) dy+(z+y+z) dz, donde C es la curva x = asent,
yC: acost, z = a(sent + cost), 0 <t < 2.
iv).- / , y? dx + 2% dy + 2* dz, donde ABCA es el contorno del

AB
tridangulo AABCA con vértices A = (a,0,0), B = (0,a,0), C =
(0,0,a).

26) Por medio del Teorema de la Divergencia de Gauss, calcular:

i).- // 22 dy Ndz+y* dz Adx+ 2*dx Ndy, donde S es la cara exterior
S
del cubo 0 < x,y, 2z < a.

ii).- / / xdyNdz+y dz Ndx+ z dv N dy, donde S es la cara exterior

s
de la pirdmide limitada por las superficies z +y + 2z = a, x = 0,
y=20,2=0.
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iii).- // 23 dy Ndz +y® dz Ade + 2° dx A dy, donde S es la cara
S

exterior de la esfera 22 + 3% + 2% = a?.
2?2 P
/ / 22,42, 2%) i1 dS, donde S es la superficie del cono -+
a’>  a

b2 =0,0< 2z <by i es el vector normal exterior a la superficie S.

27) Calcular la integral de superficie / / f- ds , donde S es la cara exterior del
s
cubo con centro en el origen y lado de longitud 2 y f(z,y,2) = (22, 9%, 2%).

28) Calcular // f-dS, donde flz,y,2) = (x+y,y+z,2+2), S es la superficie
S
que limita la regién 0 < 22 +9y2 < 9,0 < 2 < 5.

29) Verificar el Teorema de Stokes en los siguientes casos:

i)- F(x,y,2) = (z,2,y), S definida por z =4 — 22 — y2, 2 > 0.

ii)- F(x,y,2) = (22 + y,yz,x — 2%) y S es el tridngulo definido por el
plano 2z +y+22=2, x>0,y >0, 2 > 0.

iii).- F(x,y,2) = (z,2,—y) y S es la porcién de la esfera de radio 2, con
centro en el origen y y > 0.

iv).- F(z,y,2) = (z,y,0) y S es la parte del paraboloide z = 2% + y?,
dentro del cilindro 2% + y? = 4.



Apéndice A

Teorema de Cantor-Bernstein

Teorema de Cantor-Bernstein

En este apéndice, damos la demostracién del Teorema de Cantor-Bernstein, el cual fue
enunciado en el Teorema 1.3.4.

Teorema A.0.1 (Cantor—Bernstein) Sean A, B dos conjuntos tales que existen dos
funciones f: A — B y g: B — A inyectivas. Entonces existe una funcion ¢: A — B
biyectiva.

Demostracion. Sean f(A) = By C B, g(B) = A; € A. Entonces f: A — By y
g: G — A son biyectivas y se tiene que g~!: A; — B es también biyectiva.

Se tiene: g(f(A)) = g(B1) = A2 € A1y f(9(B)) = f(A1) = B2 C B.

Puesto que go f y fog son funciones inyectivas, se tiene que existen biyecciones entre
Ay Ay yentre By Bs.

Ahora sean (g o f)(A1) = g(f(A1)) = A3 C As y (g0 f)(A2) = g(f(A2)) = Ay C A3,

En general, si tenemos Ay, ..., Ap con A1 D Ay D ... D Ay, sea Ap1 = g(f(Ax_1)) C
Ay pues Ay = g(f(Ar—2)) 2 g(f(Ar=1)) = Ap1. Ademads Ay o = g(f(Ar)) € Agy1 pues
Arr1 = g(f(Ar-1)) 2 9(F(Ar) = Arse.

Sea D = ﬂ Ag. Se tiene que:
k=1

A= (A\ AU (A \ A2) U (As\ A3)U... U (A \ Apsr) U...UD =

=D(J <E_OJ(AZ-1 \ Ai)> con Ay = A.

=0
En efecto, para toda i € N tenemos A; 1\ A; C Ay D C A de donde se sigue que
DU <U(Ai1 \ Al)> C A. Reciprocamente, si x € Ay x ¢ D entonces z € A = A

1=0
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y x ¢ Ag para algin k € N. Sea kg el primer natural tal que x ¢ Ag,. Por lo tanto

T € Ago—1 \ Ag,. Se sigue que A C D (U(Ail \ Az))
i=0

Ahora

Por lo tanto

DN (A NA)=0VieN.

Ademéds, si n # m, digamos n > m, A,—1 C A,,—; y por lo tanto A% | D A% |y
(nfl\A) (m,l\A)—An,lﬂAfIﬂAg%lﬂA gAglflﬂAm,l—Q). Por lo

tanto (A1 \ A,) N (A1 \ An) =0V n #m, es decir, A= D U (U(Ail \Az)) estd
i=0
expresado como unién de conjuntos disjuntos dos a dos.
Anélogamente:

Ay =DU (A \ A) U (A3 \ A U. ..U (Ap_1 \ 4p) U _DU<U A-\Aiﬂ)).

Se tiene:

A=p|/ (IQ(A%_l \ A%)) U (Q(Azk \ A2k+1)> -cJ (,DO(A% \ A2k+1)>
| ey

Y ([] (At \ A%)) ¥y (G<A \ A2k+3>) ~c|J (G(A \ A2k+3>)

Sea 1_1: C — C, ¢¥_1(x) = z, es decir, ¢_; = Id¢, la cual es biyectiva.,
Ahora para k € NU {0}, sea ¢p.: (Agx \ Aokr1) — (Asksa \ Aorys) definida por ¢y, =

gof|
(A2 \Asi 1)
Yy, 68 Inyectiva pues g o f lo es y ademds se tiene que:

Vr(Aak \ Azrr1) = (g0 f) (Ao \ Aoyr) = g(f(A2w)) — 9(f(A2r11)) = Asrra \ Aok

Por lo tanto 1, es biyectiva para toda k € NU {0}.
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(Agg—1 \ AZk))

Por ultimo, sea h: A — A; dada por

{ Yvoq(z)=ua si xeC

h(z) = :
¢k($) = (go f)(x) si x € Agk\Agk_H, ke NU {0}

Por ser cada ¢;, i € NU{0, —1} biyectiva y {Aq \ Aokt1}reo v C son disjuntos a pares
y cubren al conjunto A, se sigue que h es biyectiva. Por lo tanto la funcién p: A — B
dada por ¢ = ¢! o h es biyectiva:

Al A, S B
~—_————
—

¥

pues tanto h como ¢g~! lo son.
SizeC, px)= (9" oh)(z) =g
Siz g C,o(x)=(g"oh)(x) =g (go f)(z) = f(x). Por lo tanto ¢ estd dada por:

{ g iz) si zeC

flz) si z&C .

p(z)
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Notaciones

N Conjunto de los niimeros naturales.

7, Conjunto de los ntimeros enteros.

Q Conjunto de los ntiimeros racionales.

I Conjunto de los niimeros irracionales.

R Conjunto de los niimeros reales.

R™ {(x1,22,...,2,) | x; € R}.

B(d,e) Bola abierta con centro en @ € R" y radio e.
B(d, ¢) Bola cerrada con centro en @ € R™ y radio e.

(, ) Producto interno en R".

D;f Derivada parcial de f.

Derivada parcial de f.
8£L'i

S(f, P) Suma superior de la funcién f con respecto a la particion P.

I(f, P) Suma inferior de la funcién f con respecto a la particién P.

/ f Integral superior de la funcién f sobre el conjunto A C R".
A

/ f Integral inferior de la funcién f sobre el conjunto A C R™.
Ja

/ f Integral de Riemann de la funcion f sobre el conjunto A C R".
A

x4 Funcion caracteristica del conjunto A C R".
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vol(A) Volumen del conjunto A C R™.
0A Frontera del conjunto A C R".

A Cerradura del conjunto A C R™.

A TInterior del conjunto A C R™.
FrA Frontera del conjunto A C R™.

A¢ Complemento del conjunto A.

%c f Integral de linea de la funcién f sobre la curva cerrada C'.
/c f Integral de linea de la funcién f sobre la curva C.

/ / ) f - dS Integral de superficie de la funcién f.

/ / < f -7 dS Integral de superficie de la funcién f.

/ / ) f- ds Integral de superficie de la funcion f.

/ / Pdx Ndz + Qdz A\ dx + Rdx A dy Integral de superficie de la funcién f.
S

rot F' Rotacional de la funcion F.

div F' Divergencia de la funcién f.
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