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“Muchos creen que tener talento es cuestion de suerte, pocos
piensan que tener suerte es cuestion de talento”
JACINTO BENAVENTE

“Un problema es tu oportunidad para hacer tu mejor esfuerzo”
DUKE ELLINGTON

“No hay peor error que el no reconocerlo”
R. ESCANDON

“El arte de ser sabio es el arte de saber qué es lo que debemos
ignorar”
WILLIAM JAMES

“FEstamos tan ocupados llevando a cabo lo urgente, que no
tenemos tiempo para hacer lo importante”
CoNFucIo

“No tengas miedo de ir despacio, sélo ten miedo de quedarte
parado”
PROVERBIO CHINO

“Fs facil saber cuando va uno por buen camino, éste siempre es
de subida”
Rarpn W. EMERSON

“Y yo, sporqué?”
VICENTE FOX QUEZADA






Prefacio

Estas notas estdn basadas en el curso propedéutico de Analisis Real impar-
tido por el autor en los anos de 2004 y 2005 en el Departamento de Control
Automético del CINVESTAYV del I.P.N.

Sus objetivos fundamentales son, primeramente, la de proveer a los estu-
diantes interesados en el programa de maestria del Departamento de Control
Automadtico, tanto para la opcién de control como la de matemadticas, con las
bases de calculo de una variable real que se necesitan para iniciar el posgrado.

En segundo lugar, dan una idea de la clase de matematicas que se requieren
para proseguir los estudios en este Departamento.

Finalmente, sirven como una referencia breve y concisa de los temas del
programa del curso propedéutico de Analisis Real.

Es importante mencionar que se usan varias veces propiedades intuiti-
vas de ciertas funciones antes de haber sido introducidas formalmente en el
curso. Por ejemplo, para las funciones logaritmo, exponencial, las funciones
trigonométicas, trigonométicas inversas, etc., usamos ciertas de sus propieda-
des, como por ejemplo la periodicidad de la funcién sen z, o la derivada de
la funcién logaritmo, ain antes de dar siquiera una definicién, ya no digamos
precisa, de estas funciones. La razén principal de hacer este uso indebido de
estas funciones, es el de tener ejemplos mas variados y no sélo ejemplos de
funciones introducidas las cuales reducirian de manera notable nuestra visién
de los conceptos introducidos.

Este trabajo no pretende ser exhaustivo de los temas aqui tratados y sélo
dan una muy breve introduccién de los conceptos fundamentales del programa
del curso propedéutico de analis real.

México, D. F.,
Jjunio de 2005 Gabriel D. Villa Salvador
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1

Numeros reales y funciones.

En este capitulo estableceremos, generalmente de manera intuitiva, las pro-
piedades del orden de los niimeros reales. En particular definiremos la funcién
valor absoluto y probaremos la desigualdad del triangulo.

1.1 Propiedades de los nimeros reales

Entenderemos como los nimeros reales R a los que representamos como pun-
tos en una linea continua la cual llamaremos recta real. Consideramos dos
elementos fijos diferentes de la recta: el cero 0 y el uno 1.

| |
0 1

Los nimeros relaes tienen dos operaciones: la suma (+) y la multiplicacién
(- 0 X) y estan sujetos a las siguientes propiedades (axiomas):

(i) Asociatividad:

(a+b)+c=a+(b+c¢) paratoda ab,ceR
(a-b)-c=a-(b-c) paratoda a,b,ceR.

(i1) Conmutatividad:

a+b=>b+a paratoda a,beER
a-b=0b-a paratoda a,beR

(iii) Distributividad:

a-(b+ec)=a-b+a-c paratoda a,bceR
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(iv) Elementos Neutros:

¢+0=0+a paratoda a€R
a-1=1-a paratoda a€lR.

(v) Elementos inversos:

para toda a € R, existe —a€R talque a+ (—a)=0,
paratoda a ER,a# 0, existe a '€R talque a+a"' =1,

Nota 1.1.1. No existe 071.

Las otras operaciones de los niimeros reales: (=) y (= o /) se relacionan
con la suma y la multiplicacién de la siguiente forma:

—b:=a+ (—b);
=a-b"tb#0.

a
a
b

Nota 1.1.2. No se debe nunca dividir entre 0.

Definicién 1.1.3. Definimos en R un orden <. Se dice que a < b, o equiva-
lentemente si b > a si a estd a la “izquierda” de b en la recta real, o equiva-
lentemente, si b — a(> 0) estd a la “derecha” del 0.

Nota 1.1.4. a < b significard que ¢ < b 6 a = b.
Propiedades del orden:

(i) Para cualesquiera z,y € R se tiene una y sélo una de las siguientes
propiedades:

r<y, x=y 6 x>y (tricotomia).

(ii) Si # < y entonces x + z < y + z para cualesquiera z € R.

(iii) Sie >0y b >0, entonces ab > 0.

(iv) Sia > by b> centonces a > c.

(v) Sia>0entonces —a < 0y sia< 0 entonces —a > 0.

(vi) Propiedad arquimideana: Sea # € R y sea a > 0. Entonces existe
un numero natural n € N tal que na > z.

Como consecuencla tenemos:

Proposicién 1.1.5. Si a < b y ¢ > 0 entonces ac < be. Sia < b ye <0,
entonces ac > be.
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Demostracion. Sia < by ¢ > 0 entonces b—a > 0y ¢ > 0 de donde obtenemos
(b—a)e =be—ac >0 de donde ac < be.

Ahora bien, si a < by ¢ < 0, entonces se tiene —¢ > 0y (b — a)(—¢)
—bc+ ac > 0 de donde se sigue que ac > be.

o

Definicién 1.1.6. Los numeros racionales son Q = {% | a,b € Z,b# 0},

donde Z es el conjunto de los nimeros enteros: Z = {0,+1,£2,...} y N
denota al conjunto de los nidmeros naturales: N={1,2,3,...}.

Finalmente los ndmeros irracionales I son los niimeros reales que no son
racionales, esto es, T=R\ Q.

Ejemplo 1.1.7. /2 € 1.

Demostracion. Si esto no fuese cierto, es decir, v/2 € ), entonces podriamos

escribir V2 = P con p,q € 7Z sin factores primos en comun. Por lo tanto
q

V2¢ = p de donde obtenemos 2¢% = p?.

Se sigue que p? es un nimero par. Es facil ver que esto implica que p
es un numero par, es decir, existe n € 7Z tal que p = 2n. Sustituyendo en
la, expresién anterior obtenemos que 2¢> = p? = 4n? de donde se sigue que
¢ = 2n2.

Por lo tanto ¢% es un nidmero par y por ende ¢ es también un nimero par.
En resumen hemos obtenido que si v/2 es un nimero racional, entonces p y ¢
son ambos nimeros pares, es decir, divisibles por 2. Esto contradice el hecho
de que p y ¢ no tenian factores en comin y prueba que /2 & Q. Por lo tanto

V2 el O
Pregunta 1.1.8. ;2.17565656 - - - =: 2.1756 € Q7 ; Por qué?

El siguiente resultado nos indica que tanto los nimeros racionales como
los numeros irracionales abundan por doquier en la recta real.

Teorema 1.1.9. En cualquier intervalo (a,b) := {# € R | a < 2 < b},
donde a < b, existen una infinidad de nimeros irracionales y una infinidad de
nimeros racionales.

Demostracion. Sea A > 0 cualquier numero real positivo. Por la propiedad
arquimideana, existe un nimero natural ¢ € N tal que ¢(b — a) > A lo cual

: A : :
es equivalente a — < b — a. Veremos que exite un nimero entero diferente a
q

A
cero p, p € Z\ {0} tal que a < p(—) < b.
q

A A
Primero supongamos que a > 0. Sea s € Z tal que s— < a < (s+1)—.
q q

Tal s existe puesto que a es no negativo y a la propiedad arquimideana.
A A A A

Entonces M >ay M =s—+ — <a+(b—a)=5b. Por lo tanto
q q q q
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1
MA € (a,b). Puesto que @ > 0, s # —1, es decir s > 0. Se sigue que

q
s+1 . .
wA # q. Entonces p = s + 1 satisface lo requerido.
q
En el caso a < 0, podemos suponer que b < 0 pues probando este subcaso,
se seguiria la conclusién inmediatamente para b > 0. Asi estudiemos el caso
a<0,b<0.Sean a; := ay by :=b. Entonces puestoque a < 0,0 < by = b <

—a = —aj. Aplicamos el caso anterior para el intervalo (b1,a;) = (—b, —a).
Es decir, existe D1y € (=b,—a), por lo que Py € (a,b) con h # 0.
gl q1 q1
Ahora bien, tomando A = 1, se tiene que Ly € (a,b), b #0y b €.
q q q q

Ahora, tomando A4 = \/2, tenemos que Ly B\/i € (a,b) con b # 0. Por
q q q

lo tanto B\/i e 1I.
q

Hemos encontrado #1,11 € (a,b) con 1 € Q y y1 € 1. Repetimos el
proceso para (a, 1) y para (a,y1) y encontramos z2 € (a,21), y2 € (a,41)
con z3 € QQ, y» € 1. Repitiendo el proceso, obtenemos para cualquier niimero
natural n € N elementos z; € Q, y; € 1,2 =1,... n tales que:

< Ty <Tp_1 < < xg <y <b

a<yYp <Yno1 < <Y<y <0,

de donde se sigue lo afirmado. a

1.2 Supremo e infimo

Una de las propiedades fundamentales de los nimeros reales es la existencia
del supremo y del infimo para sus subconjuntos acotados.

Definicién 1.2.1. Sea A C R. A se dice acotado superiormente si existe M €

R tal que para toda x € A se tiene x < M.
A A

—— ——

|
[ [
M N

El conjunto A se dice acotado inferiormente si existe N € R tal que para
toda & € A se tiene N < .

Sea A un subconjunto no vacio de los reales que es acotado superiormente.
Se define el supremo de A sup A como el minimo nimero real M tal que
x < M para toda # € A, en caso de existir tal M.

Similarmente si A es un subconjunto no vacio de los nimeros reales, el
cual es acotado inferiormente, se difine el infimo de A inf A como el maximo
nimero real N tal que N < x para toda € A, en caso de existir tal V.
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Nota 1.2.2. Se tiene que sup A = d si:

(i) # < d para toda z € A
(i) Si ¢ < d, entonces existe € A tal que ¢ < .

Similarmente, tenemos que para un conjunto A acotado inferiormente que
infA=asi

1) a < x para toda x € A.
1) a < z para tod A
(i) Si @ < b, existe # € A tal que z < b.

Ejemplo 1.2.3. inf N = 1, sup N no existe pero ponemos sup N = co.

Ejemplo 1.2.4. infZ y supZ no existen pero podemos poner: inf Z = —oo,
sup A = 0.

1yee 11
Ejemplo 1.2.5. Sea A := {—} = {1, 23 ,} Entonces sup A = 1 ¢
n/'n=1
inf A =0.
Notemos que 0 € A.

Ejemplo 1.2.6. Si §) denota al conjunto vacio, entonces podemos poner (un
buen ejercicio para el lector es encontrar una buena justificacién):

inf=00 y supl=—cc.

Notacién 1.2.7. Entenderemos como los reales extendidos al conjunto R# :=
R U {oc0, —c0}.
1.3 Intervalos

Definicién 1.3.1. Un intervalo es un conjunto del estilo:

< <
T

A:{JL‘E}R|LLS Sb},

con a€RU{—oc0}, beRU{c0}.

Sia,b € R, entonces tenemos los siguientes tipos de intervalos:

Intervalo abierto (a,b) :={z € R|a <z < b} ——
a
Intervalo cerrado [a,b] :={z e R|a <z < b} —
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as{ como los intervalos semicerrados (semiabiertos) :

a b
(a, 0] ={z eR|a <z <b}; —
a b

@) ={reRlaga<b). _f
Para 00 y —00 tenemos:

(~oob)i={oeR|o<b)y &

(—o0,b] :={r € R |z < b}; S S

(o00) ={reRla<a), ¢ =

a
[a,00) :={x €R |a < x}; _%_)
(—o0,00) = R. A -
Notemos que si a > b, entonces (a,b) = [a,b) = (a,b] = [a,b] = 0.

Finalmente notemos que:

sup(a, b) = sup(a, b] = sup[a, b) = sup[a, b] = b;
inf(a, b) = inf(a, b] = inf[a, b) = infla, b] = a.

1.4 Funciones de variable real

Definicién 1.4.1. Una de funcidn variable real es un asignacién de un sub-
conjunto no vacio A C R tal que para cada a € A le asociamos un tnico

nimero real. Esto se representa asi:

fiA=SR
a— f(a).

Para a € A asociamos f(a) € R. A se llama el dominio de f y la imagen

de fes: f(A) :={f(a) |a € A}.

Ejemplo 1.4.2. Sea f: RTU{0} ={x € R |z > 0} = [0,00) — R dada por
f(z) = —/z. Entonces la imagen de f es R-U{0} = {z e R |z < 0} =

(=00, 0].
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imagen

Ejemplo 1.4.3.Sea f: Rt = {r ¢ R | z > 0} = (0,00) — R dada por
f(z) = Inx. Entonces la imagen de f es R.

imagen

Se definen las operaciones suma (4), diferencia (=), multiplicacién (-),
cociente (=) de manera puntual. Esto es:

Definicién 1.4.4. Sean f,g: A — R. Entonces definimos:

(f +9)(x)
(f—9)(=x) = f(
(f-9)(z) .= f(z) -g(x) para z€A multiplicacién o producto,

L (ay = 1)

g glx)

=f(z)+g(x) para z€A suma,

z)—g(x) para z€A diferencia o resta,

para x €A si g(x)#0 cociente.

Finalmente definimos la composicion de dos funciones como sigue:

Definicién 1.4.5. Sean f: A = R, g: B — R tales que f(A) C B. Entonces
definimos la composicién de f con g como

gof: A=k, (g0 f)(x):=g(f(x)).

xr

Ejemplo 1.4.6. Si f(z) :=senz y g(z) := e”, entonces

(90 Flx) = g([(x) = /) = =0,
(f 0 )(x) = flg(x)) = sen(g(x)) = sen”.

En particular tenemos que go f # fog.

Definicién 1.4.7. Una funcién f: A CR — R se llama sobre o suprayectiva
si la imagen de f es todo IR, es decir, f(A) = R.

fsellama I a I (1-1) o inyectiva si siempre que f(z) = f(y) se tiene que
r=uy.
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Ejemplo 1.4.8. Sea f: R — R dada por f(x) = z2. Se tiene que f no es 1-1
pues f(2) = f(=2) =4y 2 # —2. f tampoco es suprayectiva pues —1 ¢ R
puesto que para toda € R, f(z) = 2% > 0.

4
2
2

i

= -1 1 2

Ejemplo 1.4.9. La funcién f: RT — R dada por f(z) := Inz es 1-1 pues si
Inz = Iny entonces z = ™% = ™Y = y. También tenemos que f es sobre
pues dado @ € R sea z := e® > 0. Entonces x satisface que Inz = Ine® = aq,
por lo que todo a € R estd en la imagen de f, es decir, f(RT) = R. Por lo
tanto f es sobre.

Ejemplo 1.4.10. Sea f: R — R dada por f(x) := arctan z. Se tiene que f(x)

es 1-1 puesto que f'(z) = 1722 > 0, es decir, f es una funcién creciente
x

y por lo tanto si # # y, digamos, # < y, entonces f(z) < f(y) de donde
f(z) # f(y). Por otro lado f no es suprayectiva pues f(R) = (— g, g) +R.

Ejemplo 1.4.11. Sea f: R — R dada por f(z) = z(z? — 1). Entonces f no
es 1-1 puesto que f(0) = f(1) = f(—1) = 0 pero f es suprayectiva puesto que

i 1) = . Jim, S12) = .
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-2 1 1 2

Las funciones 1-1 tienen la propiedad que existe la funcién inversa. Mas
precisamente, definimos:

Definicién 1.4.12. Sea f: A C R — R una funcién 1-1. Sea B := f(A) la
imagen de f. Entonces la funcién inversa de f se define por g := f~': B 5 R
definida de la siguiente forma. Dado y € B, entonces existe un tnico z € A
tal que y = f(x). Entonces definimos g(y) = f~*(y) = =.

f

1
f
Notemos que la funcién inversa g también es 1-1 pues si g(y) = g(z) = a,
entonces, por definicién, f(a) = y = z. Ademds se tiene que

(fH=r

También notemos que g(B) = A pues por un lado, por definicién, se tiene
g(B) C Ay por otro lado, si a € A, entonces f(a) = b € B de donde g(b) = a.

Finalmente f y ¢ = f~! satisfacen que f: A —= B, f7': B 5 Ay fo
J7''B = B fflofitA— Ay (fof Y(y) = yparatoday € By
(f=Yo f)(x) = x para toda z € A.

Ejemplo 1.4.13. La funcién exponencial: exp: R — R, exp(z) = e* = f(x)
satisface que f(R) = R¥ y es 1-1. Su inversa es la funcién logaritmo: f=1 =
In: Rt — R y se tiene:

Inoexp: R - R, In(e®) =2 paratoda =z €R,
expoln: RY - R, €Y =y paratoda yeRT

Ejemplo 1.4.14. La inversa de la funcién seno, cuando la consideramos res-
. ) T ) ., T

tringida al intervalo {— > 5}, es decir la funcién f = sen: {— > 5} - R
. . . T T .

tiene como inversa la funcién arcsen: [—1,1] — { 5 —} y se tiene que

2
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1
0.5
-1.5 -1 -0.3 0.5 1 1.5
-0.3
-1
senoarcsen: [—1,1] = [=1,1], sen(arcsen(z)) =« paratoda x€[-1,1],

e (sen(x))
o] N — -, = — .y =
arcsen o sen 2, 2 2, 2 ,arcsen senix x

T
para toda =z € [— }

2721

1.5 Valor absoluto

Empezamos por definir la funcién parte entera.

Definicién 1.5.1. Se define la funcién parte entera como f: R = R, f(z) =
[¢]:=ndonden <z <n+1,n€Z.

Es decir, al escribir  comox = a+r cona € Zy 0 < r < 1, entonces
[¢] = a. En otras palabras, al desarrollar el nimero en su expansién decimal,
con su parte fraccionaria positiva:

r=Aaaya,---, AEZ, [z]=A.
Ejemplo 1.5.2. [-1.3] = =2, [T.5] = 7.
Definicién 1.5.3. La funcién valor absoluto | |: R — R se define de la si-

guiente forma:
12| ._{ zsixz >0

—zsiz <0
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-2 -1 1 2

Notemos que |z| > 0 para toda = € R. La imagen de | | es RT U {0}.
Se tiene que |z| = | — x| para toda x € .

Proposicién 1.5.4. Se tiene que |¢| < a si y solo si —a < ¢ < a.

Demostracion. Si |z| < a, entonces || = 22 < a, estoes, 2 <ay —z < a, lo
cual es equivalente a —a < z. Juntando estas dos desigualdades; concluimos
que —a < z < a.

Reciprocamente, si —a < = < a, entonces z < a y —a < z siendo esta
dltima desigualdad equivalente a —z < a. Por lo tanto tenemos que +z < a
lo cual equivale a |z| < a. O

Observacién 1.5.5. Notemos que |z| = V2. Por ejemplo, \/(=2)? = /4 =
2=1]-2|

A continuacién probamos un caso particular del Ejercicio 1.6.6.
Proposicién 1.5.6. St a,b > 0, entonces a < b si y sélo si a® < b2,

Demostracion. Si a < b entonces b—a > 0y b+a > 0. Por lo tanto (b—a)(b+
a) = b% —a? > 0, es decir, a? < b2

Reciprocamente, si a* < b2 entonces (b — a)(b+ a) = b* — a* > 0. Puesto
que b+ a > 0 necesariamente se tiene b — a > 0, es decir a < b. a

Teorema 1.5.7 (Desigualdad del Tridngulo). Para cualesquiera z,y € R
se tiene:
|z 4yl < ||+ [yl

Consecuentemente, también tenemos que |x — y| < ||+ |y

Demostracion. Usando la Proposicién 1.5.6 y el hecho de que z < |z|, y < |y|,
se tiene:

le +y* = (x+y)? = 22+ 2xy + v < |el*+20z|ly| + y|* = (=] + |y])*

Por lo tanto |@ + y| < ||+ |y|-
De lo anterior y usando que | — y| = |y| se tiene que |z —y| = |z + (—y)| <
2]+ [ =yl = || + [yl O
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Corolario 1.5.8. Para cualesquiera x,y € R se tiene
2l =fyl <lz =yl v lyl—le| <o -yl
En particular tenemos:
] =1yl < le—yl.

Demostracion. Se tiene del Teorema 1.5.7 que |z| = |e —y + y| < |e — y| + |y
vyl =ly—z+a| <|y—z|+]|z| = |¢ —y|+ || de donde se sigue el resultado.
|

1
Ejemplo 1.5.9. Hallar las = que satisfacen |22 — 1] < 7

Respuesta. Se tiene que las siguiente equivalencias

1 1 1 1 3
2_1 - _ = 2_1 - - 2 e
|z |<2<:> 5 <% <5 = gy =
<:>1<||<\/§<:>1< <\/§ 1< <\/§<:>
— x — — < r<—&—= 0 —<—r<—F
V2 V2 V2 V2 V2 V2
1 3 3 1
<:>—<x<\/_ o —£<x<——<:>
V2 V2 V2

<:>x6(

Por tanto la solucién es

REER YN C .
V2 2 V2R

Ejemplo 1.5.10. Hallar los puntos (z,y) tales que |z|+ |y| = 1.

Respuesta. Como observacién auxiliar, no necesaria para solucion, es que si
|z| + |y| = 1, entonces necesariamente |z| <1y |y| < 1.

Se tiene que las soluciones de |z| + |y| = 1 es la solucién de uno de los
siguientes 4 casos:

(i) Si #,y > 0, entonces # + y = 1. Por tanto estas soluciones son el
segmento de recta {(z,y) |z +y=1,0< 2 <1}

(if) Siz <0y y >0, entonces —x + y = 1. Por tanto estas soluciones son
el segmento de recta {(z,y) |[y=2+1,—1 <z <0}.

(iii) Six <0y y <0, entonces —x —y = 1. Por tanto las soluciones en
este caso son el segmento {(z,y) |z +y=—1,—-1 <z < 0}.

(iv) Siz >0y y <0, entonces  —y = 1. Por tanto las soluciones a este
caso son el segmento {(z,y) |[y=2—1,0< 2 < 1}. O.
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Yy
caso (ii) _x+y:\/ /x+y:1 caso (i)
xr
—1 0 1
casol(iii) x+y:_1/ N w—y=1 caso(iv)

1.6 Ejercicios

Ejercicio 1.6.1. Encontrar el error en la siguiente seudo demostracién: Sea
r = y # 0. Entonces z? = zy. Por lo tanto z? — y? = 2y — y%. De donde
(z 4+ y)(x —y) = y(x — y). Por lo tanto  + y = y. De esta forma obtenemos
2y = y. Puesto que y # 0, se sigue que 2 = 1.

Ejercicio 1.6.2. Encontrar todos los niimeros reales tales que

a)-4—x<3—2x.
b)-az?+z+1>2.
c).- 27 < 8.

z—1
4)- r+1 >0
e)- |z —3| <8
f)-le—1| |z+2]=3.

g)-le—1]+]z+1|< 2.

Ejercicio 1.6.3 (Binomio de Newton). Demostrar por induccién que para
todo a,b € R, n € N, se tiene:

@+ =3 (o
k=0
Ejercicio 1.6.4. Demostrar que /2 + /3 es irracional.

Ejercicio 1.6.5. Hallar sup A e inf A, en caso de existir, de los siguientes

conjuntos:

@

).- {%|nEN}

)- {%mezwo}
c).- {x|x +z+1>0}.
d).- { +(=1)" [n €N}

=p
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Ejercicio 1.6.6. Sean a,b € R a,b > 0. Sea n € N. Probar que a < b <=
a” < b".
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Limites de funciones de variable real

En este capitulo establecermos las propiedades de los limites de funciones
reales de variable real. Demostraremos la mayoria de estos resultados pero
algunos los dejaremos sin prueba.

2.1 Concepto de limite

Consideremos una funcién f: A CR — R y a € R tal que existe un nimero

( | )
Y T 7

real positivo v > 0 tal que (¢ —v,a + ) \ {a} C A. a—v aa+ty
Es decir, existe un intervalo abierto alrededor de a que al quitarle a, esta

contenido en A. El punto a puede o no estar en A. Eso no tiene relevancia
para el concepto de limite.
Decimos que el limite de f(z) cuando # “tiende” a a es ¢ si siempre que »

este “cercano” a a, f(x) esta “cercano” a .
Y Y
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' )

|
|
| .2 0.4 0.6 0.8 1
|
|
|

X

0 a -

El problema consiste en precisar que significa “cercano”. La cercania o

lejania se mide por su distancia y de hecho decir “cerca” o “lejos” carece de
sentido pues es un concepto relativo. ;Estamos cerca del planeta Marte? La
respuesta depende de con respecto a que lo midamos.

Ahora bien, la distancia de ¢ a a se define por |¢ — a|. De manera similar,
la distancia de f(z) a £ se define por |f(z) — £|.

De esta manera, si ponemos |f(z) — | < ¢, estamos distancia de f(z) a £
es menor que el niimero positivo ¢, independientemente si alguien considera
que estdn cercanos o lejanos. Se tiene que |f(z) — £| < £ es equivalente a
—e < f(z) — € < e locual es lo;{ﬂ)smo que £ —e < f(z) < £+ ¢, es decir que

xr

( | )
\ 1 7
fle)e(t—clte) o ¢ 04¢
Andlogamente, |z — a| < § significa que z € (a — J, a + J).
—_——
C 1
a—0 aa+d

Por tanto, la nocién de que f(z) tiende a £ cuando # tiende a a significa
que si queremos |f(z) — £| < ¢, entonces debe existir § > 0 tal que si # #Zay
ademas |z — a| < J, entonces |f(z) — £] < e.

Con las consideraciones anteriores, llegamos a la definicién formal de
limite.

Definicién 2.1.1. Se dice que el limite de f(x) es £ cuando x tiende a a 'y se
denota por

lim f(z) =¢

r—a
si dado cualquier numero real positivo € > 0, existe un nimero real positivo

d > 0, el cual depende de la funcién f, del punto a y del nimero ¢, tal que si
0 < |z —a| < entonces |f(z) —{] < e.
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)
{+e+
L 27 o
SRR
| |
P
{—et ™ .
Lo
Lo
e

0 a—9 a a=4+d

El limite también se denota de la siguiente forma:

fle) — L.
r—a
Observacién 2.1.2. No siempre existe el limite.

Por otro lado, notemos que la definicién de limite no provee al mismo,
sblo se aplica para verificar si un candidato a limite lo es en efecto o no. Es
asunto nuestro el encontrar un candidato a limite por algin procedimiento
independiente de la definicién de limite.

Ejemplo 2.1.3. Sea f(z) = z?, f: R — R. Calculemos lim3 flz).

T —

—4 -z 2 4

Un candidato a limite es 9 puesto que f(—3) = (=3)? = 9. Veamos que en
efecto este es el limite.

Sea ¢ > 0. Queremos hallarun § > 0 tal que si 0 < | —(=3)| = |2+ 3| < 4,
entonces |z — 9| < ¢.

Ahora bien, tenemos que |23 — 9| = |z + 3||z — 3|. Tenemos ya el factor
|z + 3| que queremos estimar y otro factor “sobrante” |z — 3|. Este tltimo
debemos acotarlo. Con este fin, consideremos 6; = 1. Si |# + 3| < 1 entonces
|z] =3 < |z + 3| < 1, por lo que |z| < 4. Por lo tanto, para esta condicién
dada por d; tenemos |z — 3| < ||+ |3| < 7. Es decir, si |# + 3| < 1 entonces
| — 3| < 7. Por lo tanto |22 — 9| = |z + 3||z — 3| < T|x + 3|. Si esta titima
cantidad la hacemos menor a ¢, es decir

|t — 9| = |z +3|lz = 3| < Tz + 3| < ¢,
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€ . . €
entonces basta tener |z + 3| < - Esto es, si definimos d2 := - d =
. 3 .
mm{61 =1, = ?}, entonces si 0 < |z + 3| < J tenemos que |z% — 9| < ¢.
Por lo tanto | lim_f(z) = 9. a
r——3

1
Ejemplo 2.1.4. Sea f(x) := /|z|sen —, x # 0. ;Cudl es lir% f(x)?
x r—r
El primer problema es encontrar, en caso de haberlo, un candidato a limite.

Notemos que la funcién sen siempre esta acotado entre —1 y 1y por otro lado
v/|z| se hace cercano a 0 cuando « se aproxima a 0. Entonces proponemos

lim /(x) = 0.

0.6

0.4
-0.4
-0.6

7

Sea ¢ > 0, queremos hallar § > 0 tal que si 0 < |# — 0] = || < 4, entonces
|f(z) — 0] < €. Considemos:

[f(z) = 0| = /]z]

1
sen —| < /x| < e.
T

Para la validez de esta tltima desigualdad basta tener |z| < 2. Por lo tanto si
§ = €2, obtenemos que 0 < |z — 0] = |z| < § implica que |f(z) — 0] < /|| <
\/S — €.

. 1
Por lo tanto | lim /|#|sen — = 0.
r—0 x

1
Ejemplo 2.1.5. Sea f(z) = sen —, # # 0. Al graficar vemos claramente que
x

alrededor de 0 los valores de la funciones varian de —1 a 1. Motivados por
esto, afirmamos que lir% f(z) no existe.
T
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Para probar nuestra afirmacion, supongamos lo contrario, es decir que el
limite es ¢, es decir, lim f(x) = £. En este caso tendremos que dada ¢ > 0,
r—0

existe § > 0 tal que si 0 < |x — 0] < J, entonces |f(z) — {] < £. Consideremos

los puntos z,, := — con n € N. Entonces
nmw
f(zn) =sen — =sennm =0 para toda n €N.
Tn
. 1
Ahora consideremos los puntos y, = —q ™ nE N. Entonces
(2n+ =)

2

f(yn) = sen L = sen (271 + 1)71' —sen s =1 para toda n € N.
Yn 2 2

Notemos que la propiedad arquimideana nos implica que el conjunto de los

nimeros naturales no es acotado superiormente, pues dado cualquier nimero

real M, tomando a = 1, por la propiedad arquimideana, existe n € I tal que

n=na=mn-1> M. Esto lo aplicamos en nuestro ejemplo considerando un

1 .
n € N tal que — < § y que < ¢, lo cual es quivalente a n > —
nw

1
(271 + —)71' nd

2

1 1
1 1 S 9 2-m
yan+ 3 > 5 n> 71-(52 L= 1471_:;' respectivamente.
Lo anterior nos dice que 2, = — < § y que y, = ————— < J y se tiene
nmw (277, + _)

2
f($n) =0, fl(yn) =1

Sea ¢ = T En ese caso deberiamos tener para el § correspondiente que

Flen) =1 < 5

1
Flom) — =1 < §
lo cual implica que
11— <1=4 < !
- 4

lo que a su vez implica que



20 2 Limites de funciones de variable real

Estas dos desigualdades nos llevan al absurdo:

3 1
2l <o
1<1<3

. 1 .
Por lo tanto | im (sen —) no existe |.
r—0 x

Ejemplo 2.1.6. Sea f: R — R, f(x) = ¢ constante. Entonces tendremos que
lim f(z) = ¢ pues dada cualquier ¢ > 0, para cualquier § > 0 tendremos que
r—a

810 < |z —a| < J, entonces |f(z) —c|=le—c|=0<e.

Ejemplo 2.1.7. Sea n € N, f: R — R dada por f(x) = #”. Dejamos como
ejercicio, usando la definicién de € y é que para cualquier a € R se tiene que

lim f(z) = a" = f(a).

r—a

Mis adelante probaremos lo mismo usando las propiedades de los limites.

2.2 Propiedades de los limites

El Ejemplo 2.1.5 nos indica que si tenemos al menos dos diferentes valores a
los que se aproxima la funcién cuando # se aproxima a a, entonces el limite
no existe. Parafraseando lo anterior, el mencionado ejemplo nos sugiere que
el limite, en caso de existir, es inico. Vemos a continuacién que esto es asi en
efecto.

Teorema 2.2.1. El limite lim f(x) = £, en caso de existir, es unico.
r—a

Demostracion. Supongamos que tuviesemos al menos dos diferentes limites:
lim f(z) = €1 y lim f(x) = {2, {1 # £3. Sea € > 0 cualquiera. Entonces existe
r—a r—a

d > 0 tal que si 0 < |x — a| < J, entonces |f(z) — 1] < ey |f(z) — £l < e.
Por lo tanto, para cualquier ¢ > 0 tenemos:

|6y — £a] = [ — flx) + f(z) — & < |0 — f(z)|+ | f(z) —ba] <e4e = 2e.

Puesto que esto es valido para toda € necesariamente tenemos que {1 = f»

bl

o =~

(pues en caso contrario, ¢1 # {2 implica que ¢ := [f; — f3| > 0. Sea ¢ :=

2t 2
entonces t = €1 — o] < 3 lo cual implica que 1 < 3 lo cual es absurdo). O

Teorema 2.2.2. Sean f,g: A CR —= R dos funciones tales que lim f(z) = £,

r—a
y lim g(x) = s. Entonces:
r—a

() lim (f(2) + g(x)) = lim () + lim () = 6 + £,

r—a
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(i) lim (~F(2) = = lim f(x) = —.
(i) lim (7(2) - (@) = (lim f(@)) - (lim g(2)) = (462,

. lim f(x) .
(;:Ex;) =2z = ﬁ_z siempre y cuando o #£ 0.

lim g(x)
r—a
Demostracion. Nada mas daremos la demostracién de (iii) como muestra del
procedimiento a seguir.
Sea ¢ > 0, entonces:

|f(z)g(z) — bila] = |f(x)g(x) — lrg(z) + lr1g(x) — l1ls] <
< f(@)g(x) = big(x)] + [ig(x) — bila] =
= |g(@)[f(x) = L] + |€u]|g(z) — La].

Ahora si tomamos €1 = 1 para g(z), tendremos la existencia de un §; > 0
tal que si 0 < |z — a| < &1, entonces

(iv) Jim

lg(z)] — [£a] < |g(x) — £a| < 1 lo cual implica |g(z)]| < 1+ |£2].
Entonces para ¢; = 1 tenemos
[f(2)g(x) = Lala] < (14 |2 f(2) = a] + [ lg(w) — Lo

Para hacer la dltima expresién menor a ¢, basta hacer cada sumando menor

3 . .
a5 Por tanto considermos §; > 0y d3 > 0 tales que si 0 < | — a] < &

€
t — ¢ ——— y i — ) t — ¢
en ongces |f(x) 1|<2(1+|£2|)y810<|x a| < 63 entonces |g(z) — fa] <
2(1 4+ |u])
Finalmente, para § := min{dy,ds,d5} tenemos que si 0 < |z — a| < §,
entonces:
[f(2)g(z) — Lulz] < (L4 [E))]f(2) = ]+ [G]lg(z) — L] <
€ € € ¢
< (141 + £ <-4+ -==e
(1] 2|)2(1+ |£]) | 1|2(1+ 1) 27 2
Por lo tanto | lim (f(x)g(z)) = €142 | O
r—a

Como consecuencia de lo anterior, obtenemos varios resultados intere-
santes, algunos de los cuales presentamos como ejemplos.

Corolario 2.2.3. Se tiene que lim 2" = a” paran €Z ya € R cona # 0 en
r—a

el caso n < 0.

Demostracion. Se tiene lim x = a. Por lo tanto, para n > 0, se tiene que

r—a
limz" = lim(z---2) =g ---a=a".
T—a Ta  S—— SN —

n n
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Para n < 0, se tiene que

. . 1 1
lim 2" = lim = =da", a#0.
T—a r—a x— " a—"
Finalmente, para n = 0, a # 0, lim 2° = lim 1 = 1 = a°. ad
r—a r—a

Corolario 2.2.4. Si f(x) = apz” + - -+ a1 + «g es un polinomio, entonces
lim f(z) = f(a) = apa”™ + -+ - 10 + ag. a
r—a

. . 2+ T 1478
EJemp102.2.5.Setlenegﬂxx;+f :111252

VaTE - /a

Ejemplo 2.2.6. Sea ¢ € R, a > 0. El limite hn}J

no puede ser

calculado por las propiedades que hemos probado puesto que el denominador
se anula en h = 0. Procedemos de la siguiente forma:

CEV SN Y S eI e

Wat 4
a+h—a _ 1

h(Va+h++a) Vat+h+a
No es dificil probar por medio de la definicién que %in}) va+ h = +/a, por lo
—

tanto

i Yath=va _ ~ lim 1 1 |1
= S0Vathta  Vata | 2/a|

A continuacién planteamos una pregunta natural. ;Qué significa lim f(x)
r—0oQ

o lim f(x)? En seguida damos la definicién de estos y otros conceptos simi-
T——00

lares. La motivaciéon del por qué de estas definiciones son exactamente iguales
que en el caso finito.

Definicién 2.2.7. Decimos que lim f(z) = £si dada € > 0 existe M € R tal

r—r 00
M
que si & > M, entonces |f(z) — £| < e. _(%735

Similarmente, se dice que lim = ¢ si dada ¢ > 0 existe M € R tal que
T——00

si & < M entonces |f(x) — | < ¢.

Ejercicio 2.2.8. Dar la definicién de los siguientes conceptos:

lim f(z) = o0,
r—a
i f(z) = Feo,

donde a € R.
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Observacidon 2.2.9. Todos los resultados y propiedades que se cumplen para
los limites finitos, se siguen cumpliendo para los diversos limites infinitos.
Dejamos la demostracién de estos hechos al lector.

1 1
Ejemplo 2.2.10. Verifiquemos que lim — = 0. Estamos en el caso f(z) = —,
x

T—00 I
£ =0.Sea ¢ > 0, entonces tenemos:

——0

1 1
—<e = |z|>-.
x g

||

1 ‘ B

1 . . 1
Por lo tanto, dada ¢ > 0, sea M := —, entonces si # > M se tiene f(z) = — <
€ x

e. Por lo tanto | lim — = 0.
r—o0 I
.. . . 1
Similarmente se tiene lim — = 0.
r——00 I

2

Ejemplo 2.2.11. Calculemos lim para lo cual usaremos las propie-

r—oo dg? =+ 7
dades de los limites y el Ejemplo 2.2.10. Se tiene, dividiendo el numerador y

el denominador entre 22 que:

fim T2 gy L a? 1207
B 440 4

roo 422 4+ 7 Z—00

2
2
— =
4+—2

x
x
Ejemplo 2.2.12. Queremos calcular lim sen z. Sea f(z) = sen . Tomemos
r—r 00
1
= nm,on € N, f(z,) =sennm = 0y y, := (2715)71', n €N, fly,) =

1
sen (Qn—l— §)ﬂ:seng =1.
Si lim f(#) existiese, digamos lim f(z) = ¢, entonces tomando ¢ = %.

Ahora bien, para cualquier M € R existe n € N tal que z,, > M y y, > M.
. r . , .
Ahora bien para ¢ = — existiria un numero real M tal que si > M, entonces

|f(z) — £] < e. En particular tendriamos que:

1 1 3
|f(xn)—€|<126, |f(yn)—£|:|1—€|<126 de donde |€|>Z.

Este absurdo prueba que | lim sen x no existe |.
r—0oQ

Notemos la similitud de este ejemplo con el Ejemplo 2.1.5. También hace-
mos notar que podriamos haber resuelto este ejercicio usando el hecho de que
el limite, en caso de existir, es unico.
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Ejemplo 2.2.13.

lim (V22 +ax + b — 2/z) =

r—0oQ
. (Vzd +az +b— oy/x)(Vad + ax + b+ x/x)
= lim
T—o0 (Va3 + ax + b+ z/7)
. > +ar+b—23
= lim =
=0 (vVad + ax + b+ o\ /T)
a b

__|_—
~ lim VT oozJ/x _0-1—0_0.

1+ 2 + 3 +1
Ejemplo 2.2.14.

az®+b
lim (Va3 +azx? 4+ b—zy/x) = lim =
x—mo( V) =0 (Va3 4 ax? 4+ b+ z/7)

b
a/xr + costa>0

/T .
=< —oosta< 0.

/ b S

1_1_2_1__3_1_1 O0sta=0
r

li}m(\/x?’—i—ax\/f—l—b—x\/f):

Ejemplo 2.2.15.

2.3 Ejercicios

Ejercicio 2.3.1. Sea f:[a,b] — R, a < z9 < b. Supongamos que existe
lim f(z) = £. Probar que lim |f(z)| = |£].
r—=To

T—Tg

Ejercicio 2.3.2. Hallar los siguientes limites:

|
a).- hm .
r—1 l‘—|2—1
- —1
b).- .
) r——1 l‘—|—1
. oz3—8
¢).- lim
=2 r —
. oz3—8
d)_il—r% r—2

Va+h—/a

donde a > 0.
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Ejercicio 2.3.3. Demostrar que si lir% fle)/e = £y b # 0, entonces
T

lim f(bx)/x = bL.

r—0

Ejercicio 2.3.4. Demostrar que lim f(z) = lim f(2?).
r—0 r—0

Ejercicio 2.3.5. Dar un ejemplo de que exista lim f(z?), pero no lim f(z).
z—0 z—0
Ejercicio 2.3.6. Demostrar que lim (anx" + 4 ao)/(bmxm + 4+ bo)
r—r 00
existe si y s6lo si m > n. ;Cudl es el limite cuando m = n?7 ;Y cuando m > n?

Ejercicio 2.3.7. Demostrar que lir% 1/(x —3)* = o0.
T

Ejercicio 2.3.8. Demostrar que h%l+ f(z) = ocosiysdlosi lim f(l/z) = oc.
T

r—0oQ

Ejercicio 2.3.9. Hallar los siguientes limites:

b).- lim

r—rt Sen T

¢)- lim (a” —ﬁ).

r—oo \ 1 — ax
2 _ 2 __
d)- lim valta— Vil -a

r—00 2x

711
¢)- lim 1+&).

T —00 r+1

T —00 x

g)- lim (vx +senz) = co.

r—r 00
Ejercicio 2.3.10. Sea [z] la funcién parte entera de 2. Demostrar que

. x
i
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Funciones continuas

Intuitivamente, una funcién continua de variable real es aquella que al trazar
su grafica, no separamos la pluma del papel. En este capitulo formalizaremos
esta idea intuitiva.

3.1 Continuidad y limites laterales

De momento nos confomaremos con dar la definicién de continuidad en puntos
que son “interiores” a un conjunto.

Definicién 3.1.1. Sean f: A C R — R una funcién de variable real, a € A
tal que existe g > 0 con (a — p,a+ p) C A. Entonces f se dice continua en a

sl xh_rg f(x) = f(a).

Implicitamente estamos suponiendo que el limite de la funcién existe en
a, esto es, si el limite no existe la funcién no es continua.

Ejemplo 3.1.2. Sea f: R — R dada por f(z) { ? : i 7_£ 1 .
Y

7_7 Tx)=z,2#1
|
|
|
|
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Entonces lirq fx) =1#7= f(1) por lo que la funcién f no es continua
T

en el punto x = 1.

Ejemplo 3.1.3. Si f(z), g(x) son polinomios y g(a) # 0, entonces I es con-
g

f@) _ W (D))

tinua en a pues lim = = = =
roag(e)  limg(r)  g(a)

Sin presentar la demostracién, al menos de momento, usaremos que las
siguientes funciones son continuas: exp(z) = €”, # € R, senz, ¢ € R, cosz,

1
z€R Inz, 2> 0, tane, z € R\ {x = (n—l— 5)71'}
Definimos dos nuevos clases de limites. Estos son los que en lugar de apro-
ximarnos por cualquier parte al punto a sélo lo hacemos por un lado. Estos

limites reciben los nombres de limite por la izquierda y limite por la derecha.
Estos son los limites laterales. Més precisamente:

Definicién 3.1.4. Se define el limite por la derecha de la funcién f: A CR —
R, denotado por lim+ f(x) = € si para cada nimero positivo € > 0, existe
r—a

otro nimero positivo § > 0 tal que si 0 < & — a < 4, o equivalentemente,
a<x<a+d,entonces |f(z) — £ < e.

— +
a
izquierda | derecha

Similarmente, definimos el {imite por la izquierda de f en a, denotado por
lim f(x) = £ si para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que si 0 < a — x < J o,
r—a=

equivalentemente, a — § < # < a, entonces |f(x) — | < e.
x

i 0
Ejemplo 3.1.5. Sea f(x) = { || sie#

. Entonces:

0 stz=0

lim f(z)= lim == lim 1=1,

z—0t r—=0t T z—0t
lim f(x) = lim — = lim —1=-1.
r—0- r—0- —& z—0+

Es facil verificar el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.6. Se tiene que si lim f(x) = £ (en particular existe), en-
r—a
tonces lim f(z) y lim f(x) exiten y ambos son iguales a £.
z—at r—a~
Reciprocamente, si ambos limites laterales lim f(x) y lim f(x) existen
z—a¥t z—a~

y son iguales, digamos a {, entonces lim f(x) existe y es igual a L. a
r—a
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Definicién 3.1.7. Decimos que una funcién f: A CR — R es continua en A
si f es continua en cada punto a € A.

La siguiente proposicién es valida para funciones que globalmente son
continuas. No presentamos su demostracion.

Proposicién 3.1.8. St f: A CR = R es -1 y continua, entonces f~': B —
R donde B = f(A) es también continua. O

Proposicién 3.1.9. Si f: ACR - R es continuaena € A, f(a) :=bE By
g: B CR =R es continua en b = f(a), entonces la composicion gof: A >R
es continua en a.

Demostracion. Sea € > (. Entonces por continuidad de g en b, existe § > 0 tal
que si 0 < |y—b| < § entonces |g(y) —g(b)| < €. Ahora bien, por la continuidad
de fen a, existe pu > 0 tal que si 0 < |& — a|] < p entonces |f(x) — f(a)| =
|f(z)—b] < d. En particular tenemos |g(f(z))—g(b)| = |g(f(z))—g(f(a))] <e.
|

3.2 El axioma del supremo

Una propiedad fundamental que distingue a R de otros sistemas algebraicos,
como QQ por ejemplo, de los irracionales, etc, es el siguiente axioma.

Axioma 3.2.1 (Axioma del supremo). Sea A # ), A CR.Si A es acotado
superiormente, entonces existe sup A € R.

Equivalentemente, si A # ), A C Ry A es acotado inferiormente, entonces
existe inf A € R.

Como mencionamos al principio, esta propiedad distingue a los nimeros
reales de los demas. El siguiente ejemplo nos muestra por qué los nimeros
racionales no cumplen el axioma del supremo.

Ejemplo 3.2.2. En Q el axioma del supremo no se cumple. Por ejemplo
consideremos el conjunto A = {x € Q | ? < 2}. Supongamos que existe
t=sup A € Q.

(sup A =2 ¢ Q)
| [ |
1 1 1

x t t+1/n

Tenemos que x < ¢ paratoda € A,y paratoda~y > 0, existe z € A tal que
t—~ < z. Elevando al cuadrado, tenemos que 12 < 2242yt 4+~? < 242yt 442,
Claramente esto implica que t? < 2.

Ahora bien, puesto que no existe s € Q tal que s> = 2 (ver Ejemplo 1.1.7),

1y2 2t 1
entonces t? < 2. Sea n € N y consideremos (t—l— —) =t 4+ 4 — - Escojamos
n n o n
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) 2t 1 9 ) 12
n suficientemente grande tal que — + — < 2 —#7, es decir, (t + —) < 2.
n o n n
Notemos que esto siempre es posible pues

A 1 ot + 1 2%+ 1/n
<o e 2> T s T
n+n2< " 2 — 12 "= 2 — 12

2041 2t+1/n
2—1? 2—1?

Puesto que
2 — 2.

1\2 1
Para este nimero natural n tenemos que (t—l— 5) < 2porloquet+—€ A
n

t
, basta tomar n > para tener — + — <
2 n  n?

—t2

por ser un nimero racional. Esto contradice que  es cota superior de A pues
1

t+—>1.
Similarmente el conjunto de los niimeros irracionales T tampoco satisfacen

el axioma del supremo. Por ejemplo, sea B = {# € T | # < 0} (se tendria que
en caso de existir el supremo este debe ser 0 pero 0 ¢ T).

3.3 Los teoremas fuertes de continuidad

Lo visto en la Seccién 3.2 fundamentalmente nos dice que los niimeros reales
no tienen “huecos” u “hoyos”, a diferencia de los nimeros racionales y de los
nimeros irracionales que estdn llenos de huecos (ver el Teorema 1.1.9).

El axioma del supremo tiene como consecuencia el siguiente resultado de
capital importancia para funciones continuas en una variable. No presentamos
su demostracién.

Teorema 3.3.1. Sea f: [a,b] = R wuna funcidn continua donde a,b € R,
a < b. Entonces la tmagen de f es un intervalo cerrado finito, es decir:

f([a,b]) = [c, d]
donde c,d € R, ¢ < d. a
Las consecuencias de este resultado son muchas. Veamos algunas.

Teorema 3.3.2. Se ] C R es cualquier intervalo (finito o no, abierto o cer-
rado, etc.), entonces f(I) es un intervalo. O

Teorema 3.3.3 (Teorema del Valor Intermedio). Si f: [a,b] = R es una
funeidn continua y f(a) < A < f(b), entonces existe algin x € [a,b] tal que
flz) = A

Similarmente si f(b) < A < f(a).

Demostracion. Por el Teorema 3.3.1, se tiene que f([a, b]) = [e, d]. Por lo tanto
e < fla) <A< f(b) <d.Porlotanto A € [¢,d] = f([a,b]). Se sigue que existe
z € [a,b] tal que f(x) = A. 0.
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y
fO)p——-—-—--
|
AL - — = l lrFf
| |
fa)f o
| | |
| | |
e a0

Teorema 3.3.4. Si [ es una funcidn continua en [a,b], entonces [ estd aco-
tada superior e inferiormente en [a,b].

Demostracion. Se tiene que ¢ < f(z) < d para toda z € [a, b]. O
El Teorema 3.3.4 no se cumple para otro tipo de intervalos, en particular
no se cumple para un intervalo abierto.

X

Ejemplo 3.3.5. Sea f: (—1,1) = R dada por f(x) = 1 5
-z

es continua en (—1, 1) pero

. Se tiene que f

lim f(z) =—c0 y lim f(x) = occ.

z——17% z—1-
Por tanto f((—1, 1)) no es acotada.

40

20

Teorema 3.3.6. Todo nimero real positivo tiene una raiz cuadrada. Es decir,

sta €R, a > 0, entonces existe x € R tal que 27 = a.

Demostracion. Sea f: R — R, f(r) = 2. Entonces f es continua en todos
los reales y se tiene que lim f(z) = oo. Por lo tanto existe b > 0 tal que
r—0oQ

f(b) > «a. Consideremos ahora la funcién f restringida a [0, 5], esto es, sea
f1:[0,6] = R. Entonces

0= f(0) < a < b*= f(b).

Por lo tanto existe x € [0, 5] tal que fi(z) = f(z) = 2? = a. O
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Teorema 3.3.7. Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene
una raiz en R. Es decir, si n € N es impar y ag,a1,...,a, € R, ay # 0,
entonces existe x € R tal que

ag+arz+---+a,z” =0.

Demostracion. Notemos que si f(#) 1= ag + a1 + -+ + apz™ y g(x) :

agtf(x) = bo+bix+ -+ 2" con b; = a; la; entonces tenemos que g(z) = 0
siy sélosi f(z).

Ahora bien, tenemos: lim g(z) = coy lim g(z) = —oco. Por el Teorema
=00 T——00
del Valor Intermedio, tenemos que existe # € R tal que g(x) = 0. a

3.4 Ejercicios

|]

Ejercicio 3.4.1. ; Existe alguna forma de definir la funcién — en & = 0 de
T

tal forma que esta funcién sea continua en 07

Ejercicio 3.4.2. Probar que si la funcién f es continua, entonces |f| es con-
tinua.

Ejercicio 3.4.3. Dar un ejemplo de una funcién que no sea continua en
ningln punto, pero que |f| sea continua en todo punto.

Ejercicio 3.4.4. Sea a € R. Hallar una funcién que sea continua en a, pero
no lo sea en ningin otro punto.

Ejercicio 3.4.5. Supéngase que la funcién f satisface f(x+y) = f(z)+ f(y)
para todo  y y y que f es continua en 0. Demostrar que f es continua en
todo @ € R.

Ejercicio 3.4.6. Sea f una funcién que es continua en zg y que f(zg) # 0.
Probar que existe un r > 0 tal que f(x) # 0 para todo & € (xg —r,zg+7) y
que de hecho f(x) tiene el mismo signo que f(xg) en todo # € (xg—r, 2o+ 7).

Ejercicio 3.4.7. Para cada una de las siguientes funciones, decidir cudles
estan acotadas superior o inferiormente, en el intervalo indicado, y cudles de
ellas alcanzan sus valores maximo y/o minimo.

a)- f(z) = 2% en (—1,1).
b).- f(z) = 2% en R.
0 x irracional
¢)- flz) = { 1/q « = p/q fraccién irreducible en [0,1].

d).- f(z) = [#] en [0,a], @ > 0.
e).- f(z) = sen?(cosz + /1 + a?) en [0, a?].
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Ejercicio 3.4.8. Para cada uno de los siguientes polinomios f hallar un entero
n tal que f tenga una raiz entre n y n+ 1.

) =23 — 2 +3.

Ejercicio 3.4.9. Probar que existe un nimero z tal que

179 163

14+ 22 +sen?zx
b).-senz = x — 1.

= 119.

a).-

Ejercicio 3.4.10. Supongamos que f es continua en [a,b] y que f(z) es
racional para toda x € [a,b]. ;Que se puede decir acerca de f7

Ejercicio 3.4.11. Supéngase que f y ¢ son funciones continuas, que f? = g2
y que f(z) # 0 para toda 2. Probar que necesariamente o bien f(z) = g(z) o
bien f(x) = —g(x) para toda x.

Ejercicio 3.4.12. Supongamos que f y g son continuas en [a, b] y que f(a) <
g(a) y f(b) > g(b). Probar que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(e).

Ejercicio 3.4.13. Sea f:[0,1] — [0,1] una funcién continua. Probar que
existe x € [0, 1] tal que f(z) = =.
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Sucesiones

4.1 Limite de una sucesién

Definicién 4.1.1. Una sucesién es una funcién ¢: N — Ry se denota p(n) :=
an € Ry ¢(N) = {a,},_,. En algunas ocasiones ponemos {a,} .

1 . 11
Ejemplo 4.1.2. Seaa, :== —,n=1,2,---. Estoes, {a,},_, = {1, 33" }
n =
Ejemplo 4.1.3. Sea a, = ™3’ n = 0,1,2,---. Se tiene {an}, Ly =
{e? et el =¢ e =1t =¢,.. .

La nocién de limite de una sucesién es totalmente andlogo al concepto del
limite de una funcién cuando & — oc.

Definicién 4.1.4. Se dice que una sucesién {a,}, ., converge a { € R y se
denota por:

lim a, =¢
n—r 00

ay — L,

n—od

si dado ¢ > 0,existe ng € N tal que para toda n > ng se tiene que |a, —£] < ¢.

Any Ang+1
A I N
7

b—e 0 0+¢

Si {ay},_, no converge, se dice que {ay}._, diverge.

1
Ejemplo 4.1.5. Afirmamos que lim — = 0.

n—o0 N
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En efecto, sea ¢ > 0. Entonces tendremos que

1 ‘ 1
——0| = = < ¢ para
n n
1 1 . . 1
n > —. Sea ng = |—| + 1. Entonces s1 n > ng, se tiene que n > — y por lo
€ € €

tanto
n

1
——0‘<6.

. . . 1
Se debe comparar este ejemplo con el calculo del limite de lim — = 0.
r—00 T

Ejemplo 4.1.6. Sea 0 < r < 1. Entonces lim »" = 0. En efecto, sea ¢ > 0.

n—od
Entonces |r” — 0| = 7” < esiy sélosi Inr” = nlnr < Ine. Puesto que r < 1
se tiene que Inr < 0 y por lo tanto la desigualdad anterior es equivalente a
Ine

Inr

) Ine .
Es decir, para n > —— se tiene que |r" — 0| = r® < e. Por lo tanto

Inr

lim 7" =01
n—o00

En este ejemplo hemos usado muchas de las propiedades de la funcién
logaritmo, la cual no hemos introducido de manera formal. Un poco mas
adelante presentaremos la demostracion de este mismo ejercicio sin usar para
nada la funcién logaritmo (ver Ejemplo 4.2.7).

1
Ejemplo 4.1.7. Afirmamos que lim nt = 1. En efecto se tiene:
n—o00 n
n+1 ‘ 1 1 1
—ll=|-|=—<¢ <<= n>-.
n n n €

Ejemplo 4.1.8. Sea a,, := (—1)". Veamos que lim (—1)" no existe. De hecho

n—r 00
se tiene (—1)" = I'sin es par
—1 81 n es impar

, entonces existe ng tal que si

N | —

Supongamos que lim (1)" = a. Si ¢ =
n—r 00

. 1 .
n > ng, se tiene |[(=1)" —a| < e = 3 Sea n > ng. Si n es par, entonces se

: 1 .. : : 1
tiene |1 — a| < —. Si n es impar se tiene | — 1 —a| < ¢ = 3 Por lo tanto, de

esta dltima desigualdad obtenemos
|—1—a|l=]-24+1-q|
de donde, por la desigualdad del triangulo se tiene
2—|1—aqa|l< |—2—|—1—a|:|—1—a|<6:%,

de donde obtenemos, junto con la desigualdad anterior
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1 3
l—a|>2—===,
1 —al 5=3

lo cual es absurdo. Por lo tanto | lim (—1)" no existe |
n—o00

Ejemplo 4.1.9. Se tiene que lim n no existe pues para cualquier a € R y
n—od

cualquier € > 0, existe ng € N tal que para toda n > ng se tiene |n — a| >
n—la| > e.

Observacién 4.1.10. Pondremos lim a, = oo (respestivamente lim a, =
n—r 00 n—r 00

—o0), si para cualquier M € R existe ng € N tal que para toda n > ng se
tiene an > M (respectivamente a, < M).

Esta es solo una notacién pues en cualquiera de los dos caso, la sucesion
es divergente, s6lo que con una divergencia muy especial.

Definicién 4.1.11. Una sucesién se llama acotada si existe M > 0 tal que
|an| < M para toda n € N.

Ejemplo 4.1.12. La sucesién {n?}°2, no es acotada pues para cualquier
M > 0 tenemos que n? > M paran > VM.

Ejemplo 4.1.13. La sucesién {a, }, ., dada por a, := (—1)" es acotada pues
[(=1)*] = 1 < 2 para toda n € N.

Ejemplo 4.1.14. Si la sucesién {a,}, ., converge, lim a, = {, entonces
n—od

{an}zozo es acotada pues si damos € = 1, existe ng tal que para toda
n > ng entonces |a, — £] < 1. Por lo tanto |a,| — [4] < |a, — €] < 1 lo
cual implica que |a,| < 1 4 £ para toda n > ng. Por lo tanto si definimos
M :=sup{lai|, ..., |@no-1], |{]| + 1} tendremos que |a,| < M para toda n € N.

Definicién 4.1.15. Dada una sucesién {a,};. -

ne1, una subsucesion de {a, },_,
es una sucesién extraida de {a,}, ., es decir es otra sucesién {by},-, tal que
para toda k € N, existe niy € N tal que by = an, y 11 < n2 < -+~ < ng <

Observacion 4.1.16. Si una sucesién {a,}, ., converge a a, entonces toda
subsucesién de {a,}, ., converge a a.

Reciprocamente, si toda subsucesién de {a,},., converge al mismo ele-
mento a, entonces la sucesién {a, },., converga a a.

Por ejemplo, en el Ejemplo 4.1.8, la subsucesién de los indices pares as, =
(=1)2" =1 converge a 1 y la de los indices impares as,_1 = (—=1)?"~! = —1
n

converge a —1. Puesto que estos limites son diferentes, la sucesién a,, = (—1)
no converge.
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4.2 Propiedades de los limites de sucesiones

Las propiedades que tenemos para las funciones, siguen siendo vélidas para
las sucesiones.

Teorema 4.2.1. Sean {a,},—,, {bn}, ., dos sucesiones tales que lim = s,
- - n—od

lim b,, =t. entonces:

n—o00
(1) El limite de una sucesion, en caso de eristir, es unico.
(2) 1m (an—l—b y=s+t.
(3) 1m (an—b y=s—t.
(4) ea ¢ € R fijo. Entonces lim ca, = cs y hm (an +e)=s+e.
n—o00

() lim (anba) = .
(6) Sis %0 yan 0, entonces lim — = ~

15 G, entonces lim — = —.

Y n—o0 y, s

(7) hm |an| = | hm an| = |s|.

Demostracion. Todas las afirmaciones son totalmente anédlogas al caso de fun-
ciones y sélo presentamos la ultima.

Sea € > 0, entonces existe ng € maN tal que para toda n > ng se tiene
que |a, — s| < ¢ por lo que

llan| = [s]| < lan —s| <=
para toda n > ngy de donde se sigue el resultado. a

Corolario 4.2.2. Si ¢t £ 0 y b, # 0 para toda n € N entonces
lim — = -. O

Una de las propiedades mas utiles de las sucesiones desde el punto de vista

practico es la siguiente: Si a, < b,, entonces lim a, < lim b, en caso de
- n—o0 - n—oo

que los limites existan.

En efecto, puesto que b, —a,, > 0, entonces si « es el limite de ¢,, := b, —a,,
. . a
veamos que « > (. De otra manera, si o < 0, entonces si € := ——

2

o
ep—a=b, —a, —a< |cn—oz|<—§
o

de donde b, — a, < — < 0 lo cual es absurdo.

Por lo tanto t —s = a > 0 de donde se sigue el resultado.

Como consecuencia de lo anterior obtenemos:
Teorema 4.2.3 (Teorema del “sandwich™). Sean {a,} _,, {ba}._, ¥
{en} tres sucesiones tales que a, < b, < ¢, para toda n y lim a, =

n—r 00

lim ¢, = s. Entonces lim b, existe y him b, = s.
n—r 00 n—r 00 n—r 00



4.2 Propiedades de los limites de sucesiones 39
Demostracion. Dado ¢ > 0, existe ng tal que para toda n > ng se tiene:
cp —8<E y —e < ap — 8.
Entonces para toda n > ng se tiene

—e<ay,—8§<b,—s<e¢, —s<e.

Por lo tanto para toda n > ng se tiene |b, —s| < ¢y por lo tanto lim b = s.
n—od
O

Ejemplo 4.2.4. Se tiene que

1 1.2 1.3
7n3—4n2—2n—|—4_ I 7_4<5)_2<5) +4(5)

R T B S B T> 15
n—00 n n — n—00
1 (=) —2(—
sra(dy -2
_T=4(0) = 2(0)° +4(0)* _| 7
184+ 4(0)2 —2(0)> |18 ]
Ejemplo 4.2.5. Se tiene que
2
n? —4n+2 n—4+ -
li = no— .
Ejemplo 4.2.6. Se tiene
1 1.2 1.3
. 182 + 14n + 2 , 18(=) + 14(=)" +2(=)
A S T Tn? —dn = 20,000 no 1 T T
oo nt A (nt —an — 2, 1+7(=) = 4(=)" = 20,000(=)
n n n
18(0) + 14(0)% + 2(0)3 B @

~ T+ 7(0) — 4(0)2 — 20,000(0)3 _
Ejemplo 4.2.7. Sear > 1, r = 1+ s con s > 0. Entonces, usando el binomio
de Newton (Ejercicio 1.6.3), tendremos que

n

r”:(l—i—s)”:Z(Z)skZl—l—ns.

k=0

Ahora bien, lim (14 ns) = co lo cual implica| lim " = oo para r > 1|
n—00 n—00

1
Ahora, consideremos 0 < r < 1 lo cual implica que (—) > 1. Por lo tanto
r

L .1
i, () = oo = Jim o
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Esto es, para toda M > 0 existe ng tal que para toda n > ng se tiene

1 . o 1
(—)” > M. Consideremos ¢ > 0 arbitrario y sea M = —. Por tanto
r €

1

rn

>

™ | =

para toda n > ng.

Equivalentemente

P =|r" = 0] <e paratoda n>ng.

Por lo tanto | lim 7" =0 para 0 < r < 1|

n—od
Notemos que esta es otra demostracion del Ejemplo 4.1.6 sin usar la
funcién logaritmo.

Ejemplo 4.2.8. Sea a > 0 arbitrario. Calculemos lim /a.
n—od

Primero analicemos la sucesién lim {/n. Sea a, := {/n. Entonces para
n—od

n > 1, a) = n > 1 lo cual implica que a, > 1. Escribamos a,, = 1 4+ x, con
x, > 0. Entonces
n=a, = (14+z,)" > 14 nz,,

n—1
por lo que z, < —— < 1, estoes, |0 <z, < 1|
n

Mids atin, por el Binomio de Newton, tenemos para n > 2,

-1 n
k=3

-1
> 14 nz, + %xi
- n—1 o
Por lo tanto > x, (1 + 5 xn) Dividiendo entre n — 1 obtenemos
que
1 S T n T >0
n"n-—-1 "2 ’
1 n . .
Ahora bien puesto que lim — = lim i = lim 0 = 0, se sigue del
n—oo N n—oo N — n—o00
Teorema del Sandwich que lim %L = 0 lo cual implica que lim z, = 0.
n—00 — 00
n(n—1) V2

xi > 0. Por lo tanto > x>0

Alternativamente, n = a, >
( nZ —

. 2 . . .
y puesto que lim V2 lim 0 = 0 se sigue que lim z, = 0).
n—oo \/n — 1 n—00 n—00

Se sigue que

lim ¢n= lim a, = lim (1+z,)=1.
n—00 n—00 n—00
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Hemos obtenido que | lim ¥/n = 1|

n—od

Ahora sea a > 0 arbitrario fijo. Entonces existe ng € N tal que para toda
n > ng se tiene que

1 1
— <a<n porloque %<{‘/a_<%.
n n

. oW1 . .
Finalmente, puesto que lim [ = lim n =1, se sigue que
n—o00 n

n—od

lim a=1| 0

n—od

Ejemplo 4.2.9. Sea {a, },_, una sucesién tal que a,, > 0 y supongamos que
. an+1
lim

n—00 @y

= £. Por lo tanto, para € > 0, existe ng € I tal que para toda

An41

n > ng se tiene
QAn

— E‘ < ¢. Por lo tanto

a
ey ({—e)a, < any1 < ({+e)a, para n=ng,no+1,....

Qn

Por lo tanto (poniendo n = ng+ k, k > 0),

(E - E)GHD < Gngtl (E + E)Clno
(E - 6)2a”0 < (E - 6)a”0+1 < lpgp2 < (E + 6)anu+1 < (E + 6)2anu

a . a
)P0 (p_ kn . . kn — n__ Ong
() =) (l—e)an, < an <(L+e)fan, = (+¢) SR
Se sigue que

VAL Ap g
(—e)— L0 o< (04 e)—
( )"(E—E)” ( )"(E—I—E)”
Puest lim (£ — &) — 2 (C—2)y lim (€4 ) —L2nme
uesto que lim ({ —e)——— = (L —¢) y lim ) ———— =
n—00 n (E—E)n n—o00 n (£+5)n

(£+ €), se sigue que para toda £ > 0 se tiene
f—e< lim Ya, <l+ce.
n—r 00

Por lo tanto lim #/a, = £.

n—od
Notemos que implicitamente hemos supuesto £ > 0 pues de lo contrario

las primeras desigualdades no tienen sentido. El caso £ = 0 es similar y de
hecho mas sencillo y se deja al cuidado del lector.
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. Gp41
Hemos probado que, si converge, entonces /a, converge y

QAn
lim L = lim /@, |
n—00  p n—oo
. 1 1
Ejemplo 4.2.10. Sea a, = n, Intl _ ntl =14— ——140=1. Por
a n n n—oo

n
lo tanto, nuevamente hemos obtenido

lim &a, = lim ¥n=1.

n—od n—od
Ejemplo 4.2.11. Sea 0 < r < 1. Entonces tendremos que

Pl 1

r—1 noo 1—7

ap =1+l 4. " =

Definicién 4.2.12. Sea A C R. Decimos que a € A si existe un nimero
positivo r > 0 tal que (¢ — r,a+r) C A.

-
Teorema 4.2.13. Sea f: A — R una funcidn y sea a € AU {a}, es decir,
existe r > 0 tal que (a—r,a+r)\{a} C A. Sea xh_rg f(z)=¢ Sea{ay},— CR

tal que ap # a para toda n € N y tal que lim a, = a. Entonces lim f(a,) =
/6 n—od n—od

Demostracion. Sea £ > 0. Existe § > 0 tal que si 0 < | — a] < J se tiene que

|f(z) — £] < e. Existe ng € N tal que para toda n > ng, |a, — a| < J. Por lo

tanto |f(an) — £] < € para toda n > ny. O
También tendremos el reciproco de este resultado, es decir:

[

Teorema 4.2.14. Sea f: A C R - R, y sea a € A/OR}. Se tiene que

lim f(x) = € si y slo si para toda sucesion {a, },_, C A tal que a, # a para
r—a =

todan € N y tal que lim a, = a se tiene que lim f(a,) = L.
Demostracion. Primero, si f(x) — £, entonces para toda sucesién {a,}, .,
r—a

tal que a, — a se tiene que f(a,) —— L.
n—00 n—00

Reciprocamente, supongamos que para toda sucesién {a, },, tal que a,, #
ay a, — a se tiene que f(a,) —— £ pero lim f(x) # £.
n—od n—r 00 r—a
En este caso, existe g > 0 tal que para toda & > 0 existe xs tal que

0 < |zs — a] < pero |f(xs) — £] > =0.

Tomemos para cadan € N, § := — y sea a, := 5. Entonces 0 < |a, —a| <
n

1
— vy |flan) — £] > £o. Por Teorema del sandwich y usando que lim 0 =
n n—00
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.1 . . .
lim — = 0, se sigue que |a, — a|] — 0 lo cual implica que a,, —— a 'y
n—oo N n—od n—o0

|f(an) — €] > €g. Por lo tanto lim f(a,) # €.
n—r 00
Esta contradiccién prueba que f(x) —— £. a
r—a

El Teorema 4.2.14 implica, en particular, que si f es continua en a y
a, — a entonces lim f(a,) = f(a).
n—r 00

n—od

Ejemplo 4.2.15. Se tiene que lim sen (5 — 12) = sen 5.
n—o00 n
Definicién 4.2.16. Una sucesién se llama creciente (respectivamente decre-
ciente) si para toda n € N se tiene a, < ap41 (respectivamente ap, > apy1).
Una sucesion que es creciente o decreciente se llama mondtona.
Una sucesién se llama acotada si existe M > 0 tal que |a,| < M para toda
n € N.

Un resultado de capital importancia para sucesiones es el siguiente.

Teorema 4.2.17. Una sucesidn creciente (respectivamente decreciente) y
acotada es convergente.

Demostracion. Sea {ay },., una sucesién creciente y tal que |a,| < M para
toda n € N para cierto M > 0. En particular tendremos que a, < M para
toda n € N. Sea « := sup{a, | n € N}. Se tiene: ap < an1 < ... < . Sea
¢ > 0. Entonces a — € no es cota superior de {a, }Zozl por lo que existe ng € N
tal que o — € < ay,. Por lo tanto para toda n > ng:

a—e<a, <a<a+te

o — & 0%

lo cual implica que |a, —«| < € para toda n > ng. Por lo tanto| lim a, = «|.
n—od

a

. . Iyn .
Ejemplo 4.2.18. Consideremos a,, := (1 + —) Entonces se tiene que
n

o= (1) = S e

1 .
Ahora sea «,, = —- Se tiene que
n!
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1

Opt1 n+1)t 1

an i T n41 nooo
n!

Por el Ejemplo 4.2.9 se tiene que lim {/a,, = 0. Por lo tanto existe ng tal
n—oQ

. 1 I\~ .
que para toda n > ng se tiene Yo, < 5 Por lo tanto a, < (5) . Se sigue
que

n 1 ng—ll n 1 n 1 k
Ya=ratrgsat () =
k=0 k=0 k=ng k=ng

A

—Aq (%)H(H (%) +oot (%)n_n) =

1\ n—no+l
_A+(l)”” —1_(5) <A+(1)n0 9ol A4
- 2 1_1 - 2 - 2n0—1'

2

1
Sno—7 Para toda n € I, esto es, {an boo, es

2

Es decir, tenemos que a, < A +

una sucesién acotada.

Veamos que la {a,}, ., es una sucesién creciente. Para este fin, primero
probemos que si > —1 entonces (1+2)” > 1+nz. Lo haremos por induccién.
Notemos que para x > 0 hemos probado esto y mas usando el Binomio de
Newton. Sin embargo nuestra prueba no funciona (al menos no tan directa-
mente) para —1 < z < 0.

Para n = 1 tenemos (1+)” = 14+2 = 14+ nz. Suponemos que el resultado
se cumple para n. Entonces para n + 1 tenemos que:

1 = (1 1 o> (1 1 =
(1+ ) (I+2)(14+2)" > (1+2)(1+n)
T
14+x>0
=14+ mn+Dr+ne?>14(n+ e,

Lo cual prueba lo afirmado.
Ahora bien, queremos probar que

(1+3) = o <onwr= (14 57)"
+n =0n < Gp41 = +n+1 .

Esto es equivalente a
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0, equivalentemente,

1 _n—|—2_(

33

1 n+1 (ni?)n_ n(n+2)\»
< +1) ((n+1)2)

_( n? + 2n )” (n2—|—2n—|—1—1)”_(1 1 )”
T \n24 2041 n?24+2n4+1 - (n+1)2/ °

Ahora bien, tenemos:

( _ 1 )” _ n >n—|—1C> 1 S n —
(n+1)2/ = (n+1)2 = n+2 n+2 = (n+1)?

= m+ D) =n*4+2n+1>nn+2)=n>+2n

lo cual se cumple. Esto prueba que a, < a,41 para toda n € N, por lo que
{an} _, es creciente y acotada y por lo tanto convergente.

Definicién 4.2.19. El limite de la sucesién del Ejemplo 4.2.18 se define como
el nimero e. Es decir )
n

lim (1 + —) =e.

n—o00 n
Observacién 4.2.20. En el Ejemplo 4.2.18 hemos obtenido que la sucesién

n
by, = Z 71 s acotada. Puesto que claramente es creciente, {b,} ., es con-
k=0

vergente. Se puede probar que

lim b, =e.
n—r 00

Ejemplo 4.2.21. Consideremos m € Ny a € R fijos. Considermos la sucesion
a” }Oo

{ nm n=1 "

Definimos « := | Jn . Entonces

n
|a|n+1
Opt1 n—+1 n m
vt D (DY el
479 |Cl| n-4+1 n—00
nm
Por lo tanto a,, — |al.
n—od
" 1
Si |a|] < 1, entonces |ay,| = o < — ——0.
n™ n™m n—oco

n

. . a
Se sigue que | lim — = 0 para |a| < 1|
n—oo pMm
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Si |a| > 1, entonces {/a, — |a| > 1. Sea 1 < r < |a|. Entonces existe
. n—od
ng € N tal que si n > ng entonces /a;, > r por lo que o, > r» —— 0.

n—od

. . a
Hemos obtenido que | lim el =0
n—oo N'M

4.3 Sucesiones de Cauchy

La propiedad de la existencia del supremo en los nimeros reales nos dice que
R es “completo”, esto es, no tiene hoyos. Otra forma equivalente de decir lo
mismo es:

Teorema 4.3.1 (Propiedad de los segmentos encajados). Sea una
sucesion de intervalos cerrados {[a,, b,]}5L, tales que [apy1,bn41] C [an, by
oQ

para toda n € N. Entonces ﬂ [an, bn] # 0, esto es, eriste zop € R tal que
n=1

a, < xg < b, para toda n € N.

Demostracion. Se tiene que [a,41,bnt1] C [an, by] implica que a, < ap41 <
bp41 < by, para toda n € N.
Sean a :=sup{a,},—, y B := inf{b,},—,. Entonces a, < « para toda
n

n. Por otro ladg notemos que a, < b,, para cualesquiera n,m € N pues si
n < m, entonces a, < dmy < by ¥ 8110 > m entonces a,, < by < by,

Por tanto tenemos que a < by, para toda m. Se sigue que « € [ay,, b,] para
toda n € IN.

(o]
Similarmente tenemos que a, < § < b,. De hecho se tiene ﬂ [an, bn] =
n+1

o, 8] # 0. 0

Observacién 4.3.2. El Teorema 4.3.1 no se cumple para intervalos abiertos.

1 1 1
Por ejemplo los intervalos (0, —) satisfacen que (0, —) C (0, —) para
n n+1 n

oQ
1 o 1
toda n pero ﬂ (0, —) = § pues si tuviésemos 0 < x < — para toda n,
n n

entonces se seguiria que 0 < x < 0 lo cual es imposible.

Observacién 4.3.3. Si consideramos @ en lugar de R el Teorema 4.3.1 tam-

poco se cumple. Por ejemplo, si Pn_ a, € Qy = = b, € Q son tales
n Sn

que an S An 41 S \/§ S bn+1 S bn y ademads ap —— \/§ y bn — \/§a
n— 00 n—00
00

entonces ﬂ [@n,bn] = 0 (en Q). Esto se debe a que @ no es completo.

n=1

Como consecuencia, tenemos
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Teorema 4.3.4. Sea a, una sucesion creciente y b, una sucesion decreciente
tales que a, < b, para toda n y lim (bn — ap) = 0. Entonces las sucesiones
n—

{anyo 2, y {bn}, ., son convergentes y se liene hm an = hm by.
n—r

Demostracion. Tenemos que si o := sup {an .,y B := mf{b 152 |, entonces

n=1»
a< B, a= lim ay, 5= lim b,. Dada6 > 0, se tiene 0 < b, — a, < €. Por
n—od n—od

lo tanto
an < b, <a,+e locual implica a<g<a+eVe>0.
Se sigue que a = 3. a

Definicién 4.3.5. Dos sucesiones {a, } ., {bs },.—, que verifican las hipdtesis
del Teorema 4.3.4 se llaman adyacentes.

Finalizamos este capitulo con el concepto de sucesién de Cauchy.

Definicién 4.3.6. Una sucesién {a,} ., se llama de Cauchy si dada € > 0
existe ng tal que para toda n,m > ng se tiene |a, — a;n| < €.

Observacion 4.3.7. Notemos que si una sucesién {a,}, ., es convergente,
entonces es de Cauchy, pues si lim a,, = a, dada ¢ > 0, existe ng tal que para
n—o0

. 3 .
toda n > ng se tiene |a, —a| < 7 Por lo tanto para toda n,m > ng, se tiene:

e ¢
|an—am|:|an—a—|—a—am|§|an—a|—|—|a—am|§§—|——:6

2

El reciproco también se cumple en R y de hecho es equivalente a la com-
pletitud de los nimeros reales. Por eso mismo, el reciproco no se cumple, por
ejemplo en @@. No presentamos la demostracién de este resultado.

Teorema 4.3.8. Una sucesidn {a, }, ., converge si y sélo si es de Cauchy. O

4.4 Ejercicios

Ejercicio 4.4.1. Comprobar los siguientes limites:

a).- lim n =1.
n—>oon—|—13
n—+
b m —— = 0.
) n—>oon3—|—4
c).- hm \/712 —vn+1
!
d).- hmn—n—O
n—o0 N

e)- lim ¥/n?2+4+n=1
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f).- lim ¥a” 4+ ™ = max(a,b), donde a,b > 0.

n—r 00
. a(n) , , ) .
g).- lim ——= =0, donde a(n) es el nimero de nimeros primos que divi-
n—oco 7
den a n.

Ejercicio 4.4.2. Supongamos que {a,}52,; es una sucesién convergente y
a, € Z para toda n € N. ; Que se puede decir acerca de la sucesién?

Ejercicio 4.4.3. Demostrar que la sucesién v/2,v/2v2,1/2V2V?2, ... con-
verge y hallar el limite.
2" 4 37

an

Ejercicio 4.4.4. Calcular lim ( ), con a > 0.
n—r 00

Ejercicio 4.4.5. Calcular los limites de las siguientes sucesiones:

2”
a).- cos —-.

n!
n? 4+ (=1)"
A
n®++/n
c)- V3 —sen?n.
3 n
d)- n°+2 .
371

e).- (cosn)sen

(="
N

1:3.-... M — 1
(2n ) Probar que

Ejercicio 4.4.6. Sea a,, = Tl < 3
n! ap,

ducir el valor de lim «,,.
n—r 00

1 1
Ejercicio 4.4.7. Probar que lim (1 + ) + .+ —) = 00.
n

n—od

1 n
Ejercicio 4.4.8. ;Cudl es es lim (1 + —) ?
n— 00 \/ﬁ

1 1 1
Ejercicio 4.4.9. Sea a,, = (1 ) (1 - —) (1 - —2) .Hallar lim a,.
n

2 32 n¥oo
Ejercicio 4.4.10. Sea f: R — R tal que para toda z, f(z) = f(2z). Probar
que si f es continua en 0, entonces f es constante.

n

Ejercicio 4.4.11. Probar que lim —— =

n! 1

n—oo M 6.

Ejercicio 4.4.12. Sea f: [a,b] — [a,b] tal que para todo z,y € [a,b] se
cumple

£ (z) = f(y)] < cle -yl
para algin 0 < ¢ < 1.



4.4 Ejercicios 49

a).- Demostrar que f es continua.

b).- Demostrar que f tiene a lo sumo un punto fijo, esto es, un punto
zg € [a,b] tal que f(zg) = 0.

c).- Considerando la sucesién x, f(x), f(f(=)), f(f(f(z))),... para cual-
quier z € [a, b], demostrar que f tiene un punto fijo. (Sugerencia: Probar
que la sucesién a; = z, ap = f(an—1) es de Cauchy).

Ejercicio 4.4.13. Sea ap41 = /1 + an, n > 1, a1 > —1. Probar que {a, 52,

es convergente y hallar lim a,.
n—od
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Derivada de una funcion

5.1 Definiciones y ejemplos
Recordemos la definicién de derivada de una funcién.

Definicién 5.1.1. Sean f: ACR = R, a € A. Se dice que f es derivable o
diferenciable en a si %in}) M
—

la llama la derivada o la diferencial de f en a y se denota por f'(a). Se tiene

g LW (@) @) @) A

h—0 r—a r—a - dx

existe y en este caso este limite se

().

y

recta secante ¢— recta tangente a la gréfica en el punto (a, f(a))

b, f(a+h))
flath)—f(a)

Ejemplo 5.1.2. Sea f(x) = ¢ = constante. Entonces:

f/(a)Illmf(a+h)_f(a) . c-¢

h—0 h h—0 h
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Ejemplo 5.1.3. Sea f(z) = . Entonces

iy Jflad+h)— f(a) . a+h—a
f(a)_flbl—% h h=0 h h=0

Ejemplo 5.1.4. Sea f(z) = z?. Entonces

. fla+h) = fla) . (a+h)? —a?
/ _ _ _
o= = =
2 2ah h2 _ 42
= fim E 2R 9+ k) = 2a.
h—0 h h—0
Ejemplo 5.1.5. Sea f(x) = |z|. Entonces
im O R) = F(O) e 1R]
h—0 h h=0 h
Consideremos i > 0. Entonces 5= = 1. Ahora, si h < 0, tendremos
Al _ =h _ -
= = —1. Es decir:
_|A] _|h|
1 =1 1 — = —1.
ot D Yooado- h

. |h .
Por lo tanto lim u no existe.
h—0
La relacién entre diferenciabilidad y continuidad nos la proporciona el
siguiente resultado.

Teorema 5.1.6. 5t una funcion f es derwable en un punto a, entonces f es
continua en a.

Demostracién. Se tiene:

im /() - £(a)) = Jim (

r—a r—a

= limM~lim(x—a):f/(a)~0:0.

r—a r—a r—a

Por lo tanto lim f(z) = f(a) y f es continua en a. O
r—a

Observacién 5.1.7. El reciproco del Teorema 5.1.6 no se cumple. Por ejem-

plo, f(x) = |x| es continua en 0 pero no es derivable en 0. De hecho, es posible

construir una funcién continua en todo R pero que no sea derivable en ningin

a€R.
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Definicién 5.1.8. Se define la derivada por la derecha de f en xq por
S~ fa)

r—at r—a

={:= f/(xo—l—).

Es decir, si para cada ¢ > ( dada, existe § > 0 tal que si 0 < x —a < 4§, es

tiene M —f <e.
r—a
Anélogamente, definimos la derwada por la 1zquierda de f en xg por:
T G R C) R
r—a~ r—a

Observacién 5.1.9. Se tiene que f es derivable en ¢ si y sdlo si existen las
derivadas de f tanto por la izquierdo como por la derecha en zg y son iguales.

derivada por la derecha

-

derivada por la izquierda

/ x
Ejemplo 5.1.10. Sea f(x) = |#|. Entonces
S-S
4 =1 s T/ — ] — =1
T .
F0-) = tim {H IOy e
r—0— x—0 r—=0- X

Puesto que f'(0+) # f/(0—) se tiene que f no es derivable en 0.

5.2 Propiedades de las funciones derivables

Las propiedades algebraicas de las funciones derivables son:

V]
Teorema 5.2.1. Sean f,g: ACR >R, a € A, f yg derivables en a. Sea
c € R. Entonces f £ g, f-g y cf son derivables en a. Adicionalmente, st

g(a) #0, entonces — es derivable en a. Ademds tenemos

(1) (f £ 9)"(a) = f'(a) £ ¢'(a).
(2) (cf)'(a) = cf'(a).
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(3) (f9)'(a) = ['(a)g(a) + f(a)g'(a).

) 5i0(a) £0, (7) (o) = 05

Como consecuencia de ( (4), se tiene:

3)
(5) Si g(a) # 0, entonces (

) es derwable en a y se tiene

Q [~

Demostracion. (3): Tenemos que

(f-g)la+h)—(f 9)(a)  fla+h)gla+h)— f(a)g(a)

h h
_ flath)gla+h) = f(a)g(a+h) + f(a)gla+h) = f(a)g(a) _
h
=g(a+h)- w + f(a) - gla+ h}z —g(a) —
5 9@ (@) + fla)g'(a).

(4): Para la inversa procedemos igual:

1 1 1 1
(P+n -0 omm i@ st -t

h h = hglat hygla)

__(dlath gty 1 ~g'(a)
h gla+h)g(a) r=so" g(a)? "’

Como consecuencia de estos resultados tenemos:

Ejemplo 5.2.2. Sea f(r) = 2™, n € Z. Entonces si n > 0, f'(z) = na"~!
para toda r € Ry si n < 0, f/(z) = nz"~! para z € R\ {0}.
En efecto, si n = 0, f(x) = 2° = 1 = constante. Por lo tanto f’(z) = 0.
Sin > 0, entonces probaremos lo afirmado por induccién.
Paran = 1, tenemos f(z) =z y fl(z) =1=n2""t =127 = 1.
Suponemos que para n > 1 se cumple que si f(z) = ", entonces f'(x) =
nz™~1. Ahora para n + 1, sea f(z) = z"*!. Queremos probar que f'(z) =
(n+1)2™. Se tiene f(z) = "t = 2 - 2™ por lo que

)= () 2" +z@") =1 2" 42 -ne" ' = 2" 4+ nz" = (n+ 1)2".
1

— por lo que
x

l
5
l

Finalmente, si n < 0, entonces —n > 0y f(x)
_(x—n)/ (_n)x—n—l

/ _ _ _ —n—14+2n _ -1
f (m) - (x_”)z - r—2n = +na™" b= naT
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2 _
Ejemplo 5.2.3. Sea f(x) = % Entonces
() = Be? —de+1)(#®+7)— Ba? =4z + 1) (2> + 7))
o (34 7)2 N
6z —4)(2® +7) — (32 — 4z + 1)(32?)
- R '

Un resultado basico para diferenciabilidad es la llamada Regla de la Cadena

55

la cual nos permite calcular la derivada de una composicién de funciones

derivables.

Teorema 5.2.4 (Regla de la Cadena). Sean f: (a,) CR =R, g: (¢,d) C
R — R funciones tales que f((a,b)) C (c,d), 2o € (a,b), f(wo) = yo € (¢,d)
con f derwable en xg y g derivable en yg. Entonces g o f es derivable en xg

y se ltiene

(g0 1) (wo) = ¢'(f(wo)) - f'(w0) = ¢’ (1) - F'(wo0).

Demostracion. Sea h # 0y sea k = f(xo + h) — f(»o). Notemos que si k = 0,

9(f(xo + 1) — g(f(20))

entonces f(xg + h) — f(zg) = 0 por lo que

h
Definimos
;= 9o+ 1) = g(f(xo)) _
J— A =
g(yo + k) —g(yo) flzo+h)— flxo) .
_ . . Y sik#£0 |
0 sik=0

= 0.

Consideremos dos situaciones. La primera, s1 para cada € > 0 existe x. tal

que 0 < |o. — wo| < ey f(ze) = f(wy). En este caso

lim J(@) = J(xo) _ lim flze) = f(xo)

r—To r — Tg e—0t+ T — g

=0,

por lo que f'(zg) =0y ¢'(yo) - f' (o) = 0.
Por otro lado, %in}) I, = 0 por lo que
—

i YU @0 + 1)) — g(f(0))

h—0 h

=0=(go f)/(xo) = g’(yo) : f/(l‘o)~

El teorema queda probado en este caso.

Consideremos el caso complementario, esto es, supongamos que existe € >
0 tal que para toda 0 < |z — zg| < ¢, f(z) # f(xo). Entonces poniendo

k= f(eo+h) — f(xo), f(wo+ k) = yo + k, se tiene
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(gof)xo+h) = (g0 f)(x0) _ 9(f(zo+h)) —g(f(z0))
h

)
9o+ k) —gly) &
k h
9o + k) —glyo) [

(o +h) — flzo)
h

Cuando h — 0 se tiene que k = f(xg + h) — f(xo) = 0, por lo tanto

o (90 D)o+ 1) = (g0 /) (@0)
h—0 h

=¢'(yo) - [ (w0). O

Observacién 5.2.5. Puede haber funciones f: R — R 1 a 1, derivables pero
la derivada ser 0 en algunos puntos. En la imagen bajo f de esos puntos,
(f=1) no existe.

Ejemplo 5.2.6. Sea f: R — R dada por f(z) = 23. Entonces [ satisface que
es creciente (ver Definicién 5.3.1 més adelante) pues f/(z) = 32? es positiva

para x £ 0y f/(0) = 0. Ahora bien f~!(z) = Yz y (f71)(z) = ——=,
3V?
lo que (f=1)(0)“ =700, es decir (f~1)(0) no existe.

por

0.03

0.02

0.01 : /;—1)/(0):00

Con el fin de dar un tipo mas general de ejemplos y resultados, debe-
mos calcular lim 2™
r—0

intuitivas que tiene la funcién sen x aunque nosotros no hemos introducido

. Este limite lo calcularemos utilizando las propiedades

formalmente tal funcion.

sen x

Lema 5.2.7. Se tiene lim =1.

r—0 x

Demostracion. Consideremos primero & > 0. Denotamos A(XY Z) al tridngulo
con vértices X, Y y Z. Entonces:



5.2 Propiedades de las funciones derivables

b > 0)
D recta: y = (tan o) x
A——/‘”’ﬂ_’f
—-l\c r
tan x
o sen x
O B /A
(Se tiene sector
COos X del dngulo x en
radianes)
1

Area A(OAC) < Area sector (OAC) < Area A(OAD);

Area A(OAC) = %(O—A)(C—B) = %(1)(sen z) = %sen x,
AC 1, - 1

_ a1 _ 1
Area sector (OAC) = - (1) 5 Q(AC') 21‘

Area A(OAD) = (O—A)(M) = %(l)tanx = %tan z.

N | —

Se sigue que

senz < & < tanz.

Por lo tanto
sen &

< 1.

cos & <

. x
Ahora bien, tenemos 1 — cos # = 2sen® = por lo que |1 —cosz| < 2
2 2

x

QZ =5 En particular, se tiene que:

1
0 < lim(1 —cosx) < lim —z? = 0.
z—0 T—

Por lo tanto lim cosz = 1.

r—0
. . senx
Se sigue que lim =1
z—0t &
sen(—z sen x
Ahora, para x <0, —z >0y (=2) = 1.
—T xr r—0—
sen x

Por lo tanto | im
r—0 x

=1]

sen —
2

57

2
| <
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Como veremos inmediatamente, el limite anterior nos permite calcular las
derivadas de las funciones trigonométricas.

Recordemos que si A, B € R, entonces: sen(A + B) = sen Acos B +
cos Asen B. Se sigue que:

sen(A + B) = sen Acos B + cos Asen B,
sen(A — B) = sen Acos B — cos Asen B,

por lo que

sen(A + B) —sen(A — B) = 2cos Asen B.

POHieHdOA—I—B:ayA—B:ﬁ,entoncesA:Q;B,B:agﬁy

sena—senﬁ:?sena_ﬁ oz—i—ﬁ.

COs

2 2
Usamos las identidades anteriores para probar:
Proposicién 5.2.8. Se tiene (senz) = cosz y (cosz) = —sen z.

Demostracion. Tenemos:

(sen )’ = lim sen(z + h) —sen _

h—0 h
h— h
:thSen(x—i—Q x)cos(x+2+x):
h—0 h
sen (g) h
= lim ———%% lim cos (l‘—|— 5) =1-cos(x+0)=cosu.

h—0 h h—0
2

Por lo tanto ‘ (senz) =cosx ‘

Ahora bien, cosx = sen (g — l‘) . Por lo tanto, por la Regla de la Cadena,
T

(cosz) = cos (5 - l‘) (—1) = —sen z, esto es, ‘ (cosx) = —sen x. ‘ 0.

Ejemplo 5.2.9. Calculemos (sen(z® +2)). Sea f(z) = 2> +2y g(x) = sen z.
Entonces (g o f)(z) = g(f(z)) = g(x® + 2) = sen(2® + 2). Por lo tanto

(sen(z® +2)) = ¢'(f(x)) - f'(x) = (cos(x® + 2)) - 32 = 3% cos(x® + 2).

Continuamos probando que la inversa de una funcién diferenciable también
es diferenciable bajo ciertas circunstancias.
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Teorema 5.2.10. Sea f: (a,b) = R wuna funcidn I1-1 y supongamos que

F(a,8) = (e;d), g = f~L:(e,d) — R. Si f es derivable en o € (a,b) y

f'(x0) # 0, entonces f~!' = g es derivable en yo = f(xo) y (f71) (o) =
1

F(xo)

Demostracion. Se tiene f~1(yo) = xo, f~1(yo + k) = xo + h. Entonces h =
J= o + k) = f~ (wo) =

Se tiene
S 'y +k) = (yo) _woth—zg _h _ h -
k - k k f(zo+h)— f(xo)
B 1 1
T flzo+h) = flzo) F=0 I(zo)
h
Por lo tanto (f~*(yo)) = ﬁ. O

Observacién 5.2.11. El calculo de la derivada de la funcién inversa, supo-
niendo que ya se sabe que es derivable, es la siguiente: f~1 o f: (a,b) — R,

(f=Yo f)(z) = z, por lo tanto (f~1 o f)/(z) = 1 = (f=1)'(f(2))f (x) lo cual
1
implica que (f~1)(f(x)) = : O
YD) = 5
. . Tow T

Ejemplo 5.2.12. Se tiene que sen: (— 5 5) — Res 1-1, sen ((— > 5)) =
(—=1,1) y (senz)’ = cosz # 0.

Sea arcsen: (—1,1) — R la funcién inversa. Sea z = seny € (—1,1).
Entonces

( )/( ) 1 1 1 1
arcsen)’ (z) = = = = )
(seny)’  cosy \/1 —y2  V1—z2

Aqui hemos usado que cosy = /1 — y? es la raiz cuadrada positiva pues la

. T T . .
funcién seny en ( — 3 5) es creciente y por tanto su derivada, cosy, es
positiva. Inmediatamente recordamos este concepto.

1
V1I—z2 |

Por lo tanto | (arcsen z)’ =

5.3 Maximos y minimos locales

Definicién 5.3.1. Una funcién f: I — R es creciente (respectivamente de-
creciente) si ¥ < y implica f(x) < f(y) (respectivamente si # < y implica
f(z) > f(y)). Una funcién que es creciente o decreciente, se llama mondtona.
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creciente ecreciente

Definicién 5.3.2. Sea f: I — I = [a,b] — R una funcién cualquiera, z¢ € ;
se llama mdzrimo local de la funcién f (respectivamente minimo local de la
funcion f) si f(xg) > f(x) (respectivamente f(zg) < f(x)) para toda z €
(zg — 7,29+ r) para algin r > 0.

Teorema 5.3.3. 51 f: I — R tiene un mdzrimo 6 un minimo local en zy y f
es derivable en xq, entonces f'(xg) = 0.

Demostracion. Sea ¢ punto donde f alcanza un méaximo local. Para |h| < r,

h) —
se tiene que f(xzg + h) < f(xo). Para h > 0 tenemos: 2o+ /1 f(z0) <0
por lo tanto lim f@o+ ) = Flzo) < 0.
h—0+t h
h) —
Para valores negativos h < 0 tenemos que f@o + ]z f(z0) > 0 por lo
tanto lim H@o +h) = f(2o) > 0.
h—0— h -
Puesto que f es derivable, tenemos:
0< lim LE0TN =T _yp, Soth) = Jlxo) _
h—0- h h—0 h
= fim LN =)
h—0+t h -
lo cual implica que f’(zg) = 0. a

Observacién 5.3.4. El reciproco del Teorema 5.3.3 no se cumple en general.
Por ejemplo, la funcién f(z) = z? satisface que f'(0) = 0 pero f(—h) =
—h3® < 0 < h® = f(h) para toda h > 0, es decir, f no alcanza ni maximo ni
minimo local. También notemos que la funcién f(z) = |z| en [—1, 1] tiene un
minimo local en 0 pero f no es derivable en 0.

Definicién 5.3.5. Un punto singular o punto critico de una funcién f es un
punto zg tal que f'(zg) = 0.

En consecuencia, si queremos hallar el maximo o el minimo de una funcién
f: I — R debemos considerar los puntos zg tales que f/(zg) = 0 asi como los
extremos a y b de I y finalmente en los puntos en que f no sea derivable.
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Ejemplo 5.3.6. Sea f(z) = 23 — 22 + # — 4 en [-2, 3]. ,Cudl es el maximo
v el minimo de f7
Tenemos que f es derivable en todo [—2, 3] y la derivada de f se anula en:

flz)=32" —424+1=0 <

AP —4(1)(3)  4xV/I6—12  4xV4 4x2
B 2(3) B 6 6 6

= =z

—_

Ahora bien tenemos:

f(-2)=-8-8-2—-4=-22
F3)=2T—184+3-4=8,
f(l):1—2+1—4:—4,
f(l):i_g 1_4:1—6—1—9_4:4—108__104
219 3

3 27 21 2T

maximo: f(3) =8,
Por lo tanto tenemos:
minimo: f(-2) = —22.

. 1 1
Por otro lado tenemos que f alcanza un maximo local en x = —, f(—) =

3
104

BT alcanza un minimo local en = 1, f(1) = —4.
-3.6
-3.7
-3.8
-3,9/\
-2 -1 /1 1 2 2
-4.
-4
3 3 27 9 3
En {0,5}, tenemos f(0) = —4 = f(1); f(i) =3~ 9. 1 + 5 _4 =
3641232 12-41_ 20 101 7
8 8 8 27 '
2
MAaximo: f(%) = ——9,
Por tanto: 8

minimo: f(0) = f(1) = —4.

Teorema 5.3.7 (Teorema de Rolle). Si f: [a,b] — R es una funcidn
continua en todo [a,b] y f(a) = f(b), entonces existe xy € (a,b) tal que
f(xg) = 0.
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Demostracion. Por ser f continua en el intervalo cerrado [a, b], f tiene maximo
y minimo en [a, b]. Si el maximo y/o el minimo estd(n) en el intervalo abierto
(a,b), entonces f'(xq) = 0.

Ahora bien, s1 el maximo y el minimo se encuentran en los extremos, esto
es, el maximoy el minimo valor de la funcién es simultaneamnete f(a) = f(b),
entonces la funcién es constante en [a,b] y por tanto f/'(z) = 0 para toda

€ (a,b). O.

Observacién 5.3.8. Si f no es derivable en todo punto de (a, b) el Teorema
de Rolle no necesariamente se cumple.

Ejemplo 5.3.9. Sea f: [—1,1] = R dada por f(z) = |z|. Entonces f(1) =
—lsiz<0
f(=1) =1 pero f'(z) = y f no es derivable en 0.
lsiz>0

0.3 1
Una consecuencia y a su vez generalizacidén del Teorema de Rolle es:

Teorema 5.3.10 (Teorema del Valor Medio). Si f es una funcidn con-
tinua en [a, b] y derivable en (a,b), entonces existe xqg € (a,b) tal que

f() — f(a)

1 _

f(wo) = b—a

Demostracion. Definimos la funcién h(z) = f(z) — M(r —a). En-
—a

tonces h(z) satisface h(a) = h(b) = f(a). Por el Teorema de Rolle, existe

£ — ()

zo € [a,b] tal que A’ (zo) = 0 = f/(x0) — T

a
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Observacién 5.3.11. De la demostracién del Teorema del Valor Medio, ten-
emos que éste es consecuencia inmediata del Teorema de Rolle, el cual a su
vez, es un caso particular del Teorema del Valor Medio (cuando f(a) = f(b)).

Corolario 5.3.12. 5i [ es cualquier intervalo abierto de R y f: I — R es tal
que f'(x) = 0 para todo » € I, entonces f es constante.

Demostracion. Sea a,b € I cualesquiera con a < b. Entonces existe zg € (a, b)

tal que
0= f(z0) = Lb?} : af(a) 5

de donde obtenemos que f(a) = f(b). O

Corolario 5.3.13. Si f,g: I — R son dos funciones tales que f'(z) = ¢'(x)
para toda © € (a,b). Entonces existe ¢ € R tal que f = g+ ¢, es decir,
f(x) = g(x) + ¢ para toda x € (a,b).

Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario 5.3.12 pues (f—yg)’'(x) =
f(z)— ¢'(z) = 0 para toda z € (a,b). O

El concepto de creciente o decreciente se puede refinar o enriquecer con los
conceptos de no creciente o no decreciente. Esto lo hacemos para poder ser
mas precisos en los resultados sobre maximos y minimos.

Definicién 5.3.14. Una funcién se dice que es

(1) estrictamente creciente is para toda a < b se tiene f(a) < f(b).
(ii) estrictamente decreciente is para toda a < b se tiene f(a) > f(b).
(iii) no ereciente is para toda a < b se tiene f(a) > f(b).

(iv) no decreciente is para toda a < b se tiene f(a) < f(b).

Corolario 5.3.15. 57 una funcion definida en un intervalo abierto I, f: I —
R satisface que f'(0) > 0 para toda x € I, entonces [ es estrictamente cre-
ciente (respectivamente, si f'(x) < 0 para toda x € I, entonces [ es estrita-
mente decreciente).

Demostracion. Hacemos el caso f'(z) > 0. Sea a < b. Entonces, por el Teorema

B) —
del Valor Medio, existe a < zg < b tal que f'(zq) = M
—a

implica que f(b) — f(a) > 0. O
El reciproco parcial del Corolario 5.3.15 es:

> 0 lo cual

Proposicidén 5.3.16. Si [ es creciente y derivable, entonces f'(z) > 0 para
toda x (respectivamente, si f es decreciente y derivable, entonces f'(z) < 0
para toda ).

Demostracion. Fijamos zg. Entonces

oy = J@oth) = flwo) o flzo+h) = flwo)
f (o) = lim = lim A

h—0 h h—0t
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Observacién 5.3.17. El reciproco completo del Corolario 5.3.15 no se cum-
ple. Por ejemplo, la funcién f(z) = 23

1.6.6) y derivable pero f'(0) = 0.

es estrictamente creciente (ver Ejercicio

. . ., 1 5
Ejemplo 5.3.18. Consideremos la funcién f: R - R, f(z) = gl‘?’ — 51‘2 +
62 — 18. Veamos como es la gréfica de esta funcién.

Se tiene que f'(z) = 2? —5x + 6 = (z — 2)(x + 3). Por lo tanto f'(z) =
0 < z =2,3. Tenemos lo siguiente:

Para « < 2, f'(x) > 0 por lo que f es estrictamente creciente.
Para 2 < # < 3, f/(x) < 0 por lo que f es estrictamente decreciente.
Para « > 3, f'(x) > 0 por lo que f es estrictamente creciente.
8 40 .
o f(2) = 3 10+12—-18 = —3 es un maximo local.

4 2
e f(3)=9- 75 +18—-18 = —77 es un minimo local.

o f(0) =—18, f(—o0) = —00, f(o0) = 0.

En consecuencia, f sélo tiene una raiz real.

5.4 Criterios de la segunda derivada para maximos y
minimos locales

Los ejemplos anteriores nos muestran que los maximos y minimos locales estan
relacionados con los puntos donde la derivada de la funcién se anula, pero si
la derivada de una funcién se anula, no podemos determinar si es un maximo
o un minimo local o ninguno de estos (por ejemplo considérense las funciones:
z?, —2? y 23 en z = 0). Como veremos a continuacién, la segunda derivada de
la funcién en el punto en cuestidn, en caso de existir, proporciona, en algunas
ocasiones mas informacién. No siempre es suficiente la segunda derivada sino
que tendria uno que continuar con derivadas de orden superior y atin asi,
hay funciones que aunque sean infinitamente diferenciables en el punto, no

podemos determinar la naturaleza del punto.
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Teorema 5.4.1. Supongamos que f es deriwable en una vecindad del punto
a €R (es decir, [ es derivable en un intervalo abierto del tipo (a —r,a+7)).

St f'(a) =0y
(i) f(a) > 0, entonces f tiene un minimo local en a.
(i) f"(a) < 0, entonces f tiene un mdrimo local en a.

Demostracion. Por definiciéon tenemos que

. flath) = fa) . flath)
1 _ —
FOo=m= =
Por tanto, si f”(a) > 0, entonces para alginr >0y h € (a —r,a+7) \ {a}
!
h
tenemos que w > 0. Esto implica que si & > 0, entonces f'(a+h) > 0,

es decir, f es creciente en (a,a+ r) y si h < 0, entonces f'(a + h) < 0, esto
es, f es decreciente en (a — r,a). Por lo tanto tenemos que f(a) < f(x) para
toda z € (a — r,a+ r), lo cual nos dice que a es un minimo local de f.

./

|
( | )
T T 7

a—7y a a+vy

El caso f”(a) < 0 es totalmente andlogo y no lo haremos. O

1
Ejemplo 5.4.2. Para la funcién f(z) = gx?’

Ejemplo 5.3.18, tenemos que f/(z) = 2% —5r+ 6y f”’(x) = 22 — 5. Entonces
F(2) =0, f7(2) = =1 < 0 por lo que f alcanza un maximo local en z = 2.
También tenemos que f/(3) =0, f(3) =1 > 0 lo cual nos dice que f alcanza
un minimo local en z = 3.

— gl‘z + 62 — 18 estudiada en el

Observacién 5.4.3. Hay puntos g tales que f'(zg) = 0 pero que f no tiene
ni maximo ni minimo local en zg. Notemos que si xg es uno de estos puntos
y ["(xo) existe, entonces, necesariamente se tiene que f”(xg) = 0 pues si
"’ (z0) > 0, f tendria un minimo local en z¢ y si f”(x9) < 0, entonces f
tendria un maximo local en zg.

Por otro lado, existen funciones f y puntos g tales que f/(z9) = " (x0) =
0y f alcanza un maximo é un minimo en xg.

Ejemplo 5.4.4. Sea f(z) = x>, entonces f es creciente por lo que f no tiene
ni maximos ni minimos locales y se tiene que f'(z) = 32 y f”(z) = 6z, por

lo que f/(0) = f"”(0) = 0.
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Ejemplo 5.4.5. Sea f(x) = z*. Entonces f alcanza un minimo local en 0 que
de hecho es el minimo global de la funcién pues para toda z € R, f(0) =0 <

z* = f(z). Por otro lado tenemos f'(z) = 423 y f(x) = 1222 lo cual implica

que f'(0) = f(0) = 0.

Considerando f(z) = —a* tenemos la misma conclusién que la anteriro
para un maximo local y global.

En resumen, si f/(z0) = f'(x0) = 0, no podemos decidir con los criterios
anteriores si f alcanza un maximo, un minimo o ni MAaximo ni minimo en xg.

A continuacién estudiamos una consecuencia del Teorema de Rolle, el cual
a su vez es una generalizacion del Teorema del Valor Medio, es decir, final-
mente los tres son equivalentes.

Teorema 5.4.6 (Teorema del Valor Medio de Cauchy). Sean f y g
continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Entonces existe x € (a,b) tal que

[£(b) — fa)lg () = [9(b) — g(a)]f(x).
Demostracion. Sea h(z) = f(x)[g(b) — g(a)] —g(2)[f(b) — f(a)]. Entonces h es

continua en [a, b], derivable en (a,b) y tenemos

h(a) = f(a)g(b) — g(a) f(b) = h(b).

Se sigue del Teorema de Rolle que existe # € (a,b) tal que h'(z) =
F(@)g(b) — g(a)] — ¢'(x)[f(b) — f(a)] = 0. O

Observacién 5.4.7. El Teorema del Valor Medio de Cauchy generaliza el
Teorema del Valor Medio. Basta tomar g(z) = « y por lo tanto ¢'(x) = 1.
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Un uso inmediato del Teorema del Valor Medio de Cauchy es la mal lla-
mada Regla de L’Hopital. Este resultado cuyo nombre lleva el de L’Hopital,
por haber sido publicado en el libro de Guillaume Francois Antoine Marquis
de L’Hopital titulado “Analyse des infintment petits pour intelligence des

lignes courbes” (1696), se debe en realidad a Johann Bernoulli.

. . . ==
La Regla de L’Hopital sirve para calcular liimites del tipo i o} :I:;.O
e%)

Teorema 5.4.8 (Regla de L’Hopital). Supongamos que lim f(z) = 0 y
r—a

!
lim g(#) = 0. 57 lim (@) existe, entonces lim 1)
r—a r—a g (x) r—a g(x)

fim L) i L)

r—a g(x) xl—rf}z g’(x)'

!
., . x
Demostracion. Puesto que lim I'(z)
e—a g'(x)
un intervalo (@ — r,a + ) excepto posiblemente en a y ademds ¢'(z) # 0 en
ese intervalo.

Podemos definir f(a) := lim f(z) = 0y g(a) := lim g(x) = 0 aunque f
r—a r—a

existe y

existe, entonces f'(z) y ¢'(x) existen en

y/0 g no estén originalmente definidas de esta forma.
Para a < < a + r, se tiene por el Teorema del Valor Medio de Cauchy
que:

[/(x) = f(a)lg' (y2) = [9(2) = 01" ()

para algin a < y, < z. Notemos que si £ — @ entonces y, — a. Por lo tanto,

AL [ T ) N i)
z—rat g(l‘) r—at g’(yx) y—a g’(y)'

Procedemos de manera andloga para a — r < z < a. a

Observacién 5.4.9. El caso en que lim f(z) = £ lim g(#) = 00 es similar
r—a r—a

aunque requiere de algin manejo de tipo algebraico adicional.
Ejemplo 5.4.10. Tenemos:

. senzx . (senz) . coszx
lim = lim = lim =cos0=1.
z—0 I z—0 (x)’ z—=0 1

Este ejemplo sélo sirve para indicar como se usa la Regla de L’Hopital
. . . . senz
pero estamos siendo circulares pues precisamene usamos que lim =
z—=0 x

para hallar (sen z)’.

. . 3322 +3z-1 .
Ejemplo 5.4.11. Calculemos }71_}1111 i 2121‘_ ; _f? . Se tiene
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lirrll(x3—3x2—|—3x—1):1—3—1—3—1:0;
T—
lim(22? —4z4+2)=2-4+2=0.

r—1
Por lo tanto

. 22 =322+ 321 . (23 =327 + 32— 1) . 3z2 — 62+ 3
im = lim = lim ———.
1 222 —4x+ 2 e—1 (222 —4dx 4+ 2) o1 4r — 4

Nuevamente tenemos que
lim(32 —6x+3)=3-6+3=0; lim(4e—4)=4—-4=0.
z—1 z—1

Aplicamos nuevamente la Regla de L’Hopital:

3902—690—1—3_

lim — i 26 _ 66

z—1 4 — 4 z—=1 4 4 0.

n

Ejemplo 5.4.12. Suponiendo conocido que (¢”) = e”, calculemos lim —,
z—o00 e¥

n € N. Se tiene lim z"” = oo = lim ¢“. Entonces:

.ooz" . onztt . n(n—1)2""?2 . on!
lim — = lim =lm ——F—=...= lim — =0.
r—o0 e rz—oo e¥ r—00 e® z—o0 ¥

Observacién 5.4.13. Hay muchas versiones de la Regla de L’Hopital. Ten-

!
emos: Si xh_}r% flx) = :I:xh_{% glz) =A yxh—>HI1] ;[/((;)) = &, entonces xh_}r% ;[Eg =
!
lim () donde O =a,at,a™,00, —00; A = 0,00, —c0; b = £, 00, —00.
=0 ¢'(x)

5.5 Funciones céncavas y funciones convexas

Definicién 5.5.1. Una funcién f se llama convera o céncava hacia arriba
si para cualesquiera ¢ < & < b, f(x) < h(x) donde h(z) es la recta que

pasa por (a, f(a)) y (b, f(b)), esto es h(z) — f(a) = W(l‘ —a). Por
lo tanto f(#) < h(x) es equivalente a f(z) < W(l‘ —a)+ f(a) o

fe) = fla) _ 1) = J(a)

r—a b—a

para a < x < bl
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Observacién 5.5.2. Notemos que en el caso de que la funcién sea convexa y
derivable, de la desiguladad obtenemos f'(a) < f'(x) < f'(b), es decir, f' es
estrictamente creciente.

Reciprocamente, si f’ es estrictamente creciente, entonces f es convexa.

Anélogamente, tenemos la definicién de funcidn céncava.

Definicién 5.5.3. Una funcién f se llama cdncava o cdncava hacia abajo si
f(z) > h(x) donde h(z) es la recta que para por (a, f(a)) y (b, f(b)), para
a < z < b. Equivalentemente, si

f@) = fla) _ f(b) — f(a)

>
r—a b—a

para a <z <b.

Observacién 5.5.4. Notemos que [ es céncava <= —f es convexa.

Definicién 5.5.5. Un punto donde una funcién f cambia el sentido de con-
cavidad, es decir, de convexa a céncava o de céncava a convexa, recibe el
nombre de punto de inflexion.

Observacién 5.5.6. Notemos que si g es un punto de inflexién de la funcién

[y existe f”(xp), entonces necesariamente tenemos que | f”/(xg) = 0 | puesto

que f' cambia de creciente a decreciente o de decreciente a creciente y por lo
tanto f” cambia de signo de 4+ a — en caso de que f’ cambia de creciente a
decreciente o de — a + en caso de que f’ cambia de decreciente a creciente.

Ejemplo 5.5.7. Consideremos la funcién f(z) = z%. Entonces f'(z) = 2.
Se sigue que f’ es creciente puesto que f”(z) = (f'(z)) = 2 > 0 para toda
z € R. Se sigue que f es convexa.

-2 -1 1 2

En general, si f”(x) > 0 en (a,b), entonces f es convexa en [a, b].
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3. Tenemos que f'(z) =

6ar >0siz >0
<0siz<0”

Ejemplo 5.5.8. Consideremos la funcién f(z) =

z2.
322 > 0 por lo que f es creciente. Ahora bien, f(r) =

4 convexa

Por lo tanto f’ es creciente en (0,00) y decreciente en (—o0,0). Se sigue
que f es céncava en (—oo,0) y convexa en (0,00). Finalmente tenemos que
F7(0) =6(0) =0 y 0 es entonces un punto de inflexién de f.

Ejemplo 5.5.9. Consideremos la funcién f(z) = z* Entonces f"(z) =
1222 > 0. Por lo tanto f/ es creciente y por tanto f es convexa. Sin embargo
£7(0) =0 y 0 no es punto de inflexién de f.

= -1 1 2

5.6 Ejercicios

Ejercicio 5.6.1. Hallar f' para f(z) = [z].

Ejercicio 5.6.2. Sea f(x) = x? si x es racional, y f(z) = 0 si x es irracional.
Probar que f es derivable en 0 y hallar f/(0).

Ejercicio 5.6.3. Sea f una funcién tal que |f(z)] < z? para todo z, De-
mostrar que f es derivable en 0 y hallar f/(0).

Ejercicio 5.6.4. Para cada una de las siguientes funciones, hallar el méximo
v el minimo en los intervalos indicados, hallando los puntos del intervalo en
que la derivada es 0 y comparando los valores en estos puntos con los valores
en los extremos. Tracese la gréfica y hallense los puntos maximos y minimos
locales.

a).- f(z) = z° + = + 1 sobre [—1,1].
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1
b).— f(l‘) = W sobre [—1/2, 1]

] sobre [0, 5].

x2 —

Ejercicio 5.6.5. Demostrar que si f'(z) > M para toda & en [a, ], entonces

f(b) = f(a) + M(b—a).

Ejercicio 5.6.6.  a).- Supongamos que que f’(z) > ¢'(¢) para toda z, y
que f(a) = g(a). Demostrar que f(z) > g(x) para z > a 'y f(x) < g(x)
para x < a.

b).- Demostrar mediante un ejemplo que las conclusiones anteriores no son
vélidas sin la hipétesis f(a) = g(a).

Ejercicio 5.6.7. Hallar todas las funciones f tales que

Ejercicio 5.6.8. Demostrar que para cualquier m, la funcién fp,(z) = 2% —

3z + m no tiene nunca dos raices en [0, 1].

Ejercicio 5.6.9. Supongamos que la funcién f es continua y derivable en
[0,1], f: [0,1] = [0,1] ¥y que f'(x) # 1 para toda « € [0, 1]. Demostrar que
existe exactamente un nimero z en [0, 1] tal que f(x) = «.

Ejercicio 5.6.10. ; Dénde se encuentra el error en la siguiente aplicacién de
la regla de L’Hopital?:

T x3+x—2_, 31‘2—1—1_1, _61‘_3
ol 22— 32 +2 ool 2r—3  em1 2

Ejercicio 5.6.11. Hallar los siguientes limites:

. x
a).- lim
z—0 tanza:
. cos“x—1
b).- lim 5
r—0 xr

y 9(0) =¢'(0) =0y ¢"(0) = 17.
Ejercicio 5.6.13. Demostrar que si lim f(z) y lim f’(z) existen, entonces

. pos
xli}rrgof (z) = 0.
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Ejercicio 5.6.14. Supéngase que |f(z) — f(y)| < | — y|” para n > 1. De-
mostrar que f es constante.

Ejercicio 5.6.15. Demostrar que f es convexa en un intervalo si y sélo si
para toda x y y del intervalo tenemos

flle+ (1 =ty <tf(x)+ (1 =0)f(y), para 0<t<].

Ejercicio 5.6.16 (Teorema del incremento acotado). Demostrar: Sea [
un intervaloy f: I — IR una funcién derivable. Supongamos que existe M > 0
tal que |f/(t)] < M para toda ¢ € I. Entonces |f(y) — f(x)| < M|y — x| para
toda z,y € I.

Ejercicio 5.6.17. Probar que x cosz —senx < 0 para z € (0, 7).

Ejercicio 5.6.18. Sea n € N.

(14 z)"

a).- Mostrar que la funcién f : [0,00) = R definida por f(z) = I
x’ﬂ

tiene como maximo a 27~
b).- Sean a,b € R, a,b > 0. Probar que (a 4 b)" < 2"~ !(a" + b").
Ejercicio 5.6.19. Demostrar que 2z/m < senz < z para x € (0, 7/2).

Ejercicio 5.6.20. Demostrar que existe un tnico nimero real a tal que
cosa = a. Probar que a satisface 0 < a < 1.

. | . .
Ejercicio 5.6.21. Sea f(z) = 5 4+ — 4+ —. Definimos la sucesién recurrente
a, como sigue: ag = 0, ap41 := f(an). Probar que la sucesién ay, es creciente.
Probar que f(3/4) < 3/4y deducir que a, < 3/4. Entonces a,, es convergente.
Probar que su limite es un nimero £ tal que 0 < £ < 3/4.
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Integral de Riemann

6.1 Definicién del concepto de integral

Intuitivamente, la integral de una funcién definida en un intervalo cerrado, se
define como el area comprendida entre la grafica de la funcién y el eje z, entre
los puntos # = a y # = b. Para definirla formalmente procedemos a “partir” el
intervalo [a, b] en una cantidad creciente de subintervalos y nos fijamos en la
suma de los rectangulos que aproximen tanto por “arriba” como por “abajo”
esta grafica y nos fijamos en el limite cuando el didmetro de los subintervalos
se va a 0. Mas precisamente:

Definicién 6.1.1. Una particion P del intervalo cerrado [a, b] es una coleccidn
de puntos P:={a=1o <1 < ...< 1, = b}.

a b
Procedemos ahora a dar el concepto formal de integral. Sea f :[a,b] — R
una funcién acotada. Sea P = {lg,11,...,1,} una particién. Sean

my = inf{f(z) [ t;-1 < 2 <1},
M; = sup{f(z) | ti-1 <= < 1}

Se definen la suma superior y la suma inferior de f con respecto a P como
sigue:

suma superior S(f, P) := Z Mi(t; —t;21);
i=1
suma inferior I(f, P) := Zmz(tz —ti1);

i=1
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Y Z/

/

X

|
|
|
|
|
|
b

Claramente, se tiene que para toda particién P: I(f, P) < S(f, P). Por otro
lado, notemos que si Py y Py son dos particiones de [a, b] tales que Py C Ps,
entonces

I(f, o) <I(f, P2)  y S(f,P2) <S(f, P1).

0 a b

Probemos lo anterior.

Proposicién 6.1.2. Sea f: [a,b] — R una funcidn acotada. Sean Py y Py dos
particiones de [a,b] tales que Py C Ps. Entonces:

I(f, o) <I(f, P) y S(f, P2) <S(f, ).

Demostracion. Sea Po \ Py = {y1,...,y} con y; < ya < -+ < y;. Definimos

las particiones Qo,Q1,--,Q: por Qo = Py Qi = Qi1 U {w} para i =
1,2,...,1. Entonces tenemos que:

Qo=PICQ C---CQ:=DPD.

Si probamos para cada ¢ = 1,2,....¢t que I(f,@Q;—1) < I(f,Q:) ¥
S(f,Qi—1) > S(f,Q:), entonces:

I(f, Pr) = 1(f,Qo0) < I(f,Q1) < - < I(f,Qe) = I(f, P2) ¥
S(f, P1)=5(f,Qo) > S(f,Q1) > --->S(f,Q:) = S(f, P2).

Por lo tanto basta suponer que P = {a =1{p,...,t, = g} y P» = PLU{y} con
i1 <y <ty
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m’ P _\l;k
7 N
' N
| |
mi=myr g - = — k=
1 | 1
. y 4

Sean m; = inf{f(x) | © € [ti—1, 4]} y M; = sup{f(z) | © € [t;—1,L]}.
Ademas, sean
m; =inf{f(x) |z € [t;—1,y]}; m" =inf{f(z) |z €[y, t;]};
M/ = suplf(e) |« € iy 0]l; My = sup{/(x) | 2 € [y 5]}

Se tiene
m}ij, ”ij; M]/»SM]'; MjHSMj.
Por lo tanto
faPZ Zmz i —t +m( _tj—1)+
+m;"(t; —y) + Z m;(t; —ti1) >
i=j+1
> Zmz i—tic1) +mi(y—ti—1+t; —y) + Z mi(ti —ti_1) =
i=j+1
—Zmz z_ i—1 —I(fapl)
por lo que [ 1(£, 1) < I(J. P) | ¥
-1
S(f, Pa) =D Myt —tic1) + Mj(y — tj-1)+
i=1
+ M;"(t; —y) + Z M;(t; —ti-1) <
=) +1
j-1 n
<D Mi(ti—tica) + Mi(y—tj—1+t —y) + Z M;(t; —ti-1) =
i=1 i=j+1
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por lo que‘S(f,Pl)ZS(f,Pz) ‘ a
Ahora sean Py y P, dos particiones cualesquiera y se Ps la unién de Py y
P5. Por lo tanto

I(f’Pl)SI(faP?))SS(f’P?))SS(f’P?)'

Esto es, para cualesquiera dos particions Py y Ps de [a, b] se tiene

[[(£,P) < SU, Po)]

Definicién 6.1.3. Se define la integral inferior de f en [a,b] por

/f_ sup  I(f,P),

P part1c1on
de [a,b]

y la integral superior de f en [a,b] por

/ f - P p;?tfl'm]on (f’ P)
de [a,b

Como consecuencia de las desigualdades anteriores, tenemos:

/abféff.

Demostracion. Puesto que I(f, P1) < S(f, P2) para cualesquiera dos parti-

Proposicién 6.1.4.

b
ciones Py y P; de [a, b], se sigue que I(f, P) < / f para toda particién P de

[a,b]. Tomando el supremo en la desigualdad antaerior, se sigue la desigualdad
deseada. a

Definicién 6.1.5. Una funcién f: [a,b] — R se llama integrable en [a,b] si

e

En este caso el numero:

/abf:/ibfsz

se llama la integral (de Riemann) de f en [a,b].

b
También es usual denotar la integral por / / / flz)dx
[a,b] a
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Geométricamente / [ es el drea “debajo” de la gréfica de f sobre [a, b].
[a,b]
Observacién 6.1.6. Si tomamos una sucesién de particiones {P,},_, de
[a,b] y lim I(f, P,) = lim S(f, Py) = A, entonces f es integrable en [a, b]
n—od b n—od
y se tiene que / f = A. De hecho el siguiente resultado generaliza esta
a
observacion.

Proposicién 6.1.7. Sea {P,},_, una sucesién de particiones de [a,b] tales

que li_}rn (S(f, P)—=I(f, Pn)) = 0. Entonces que hm S(f, P )y hm I(f, Pn)

eristen, f es integrable y tenemos:

lim S(f, P,) = hm I(f, P / I

n—od

Demostracion. Sean apn, := S(f, Py) v by := I(f, P). Entonces tenemos que:

b b
ap > by, anZ/fa bng/fa y hm(an_bn)zo

n—o00
Por lo tanto

b
0<an—/f§an—bn—>0.

- n—00

b b b
Se sigue que lim a, = / f> / f> / f. Por lo tanto
n—00 a a Ja_

b b
/f:/f y li}man_llmbn_/f. a

Ejemplo 6.1.8. Sea f: [a,b] = R tal que f(x) = cparatodaz € Ry ceR
fijo. Es decir, f es constante. Entonces para toda particién P de [a, b] se tiene
que m; = M; = ¢ para toda ¢ y por lo tanto

n

ZmZ i —ti—1) cZ:c(tn—to):c(b—a),

P) = ZMl(tl —tiiq) = CZ =c(ty, —to) = ¢(b—a).

//C

" b
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b
Por lo tanto / f=clb—a)|

Ejemplo 6.1.9. Sea f(z) = z en [0,2]. Dejamos probar como ejercicio que

/OZf:Q.

)
| x
0 2
Ejemplo 6.1.10. Sea f(r) = % en [0,1]. Para n € N, consideremos la par-
. 1 2 n—1n
t1c1onPn:{0,—,—,..., ,—:1}.
n’'n n 'n
1
0.2
0.6
0.4
0.2
0.2 0.4 0.é 0.g i
Se tiene que t; = i, 0 < 7 < n. Tenemos que la funcidén es creciente en [0, 1]
n
por lo que:
. i—1)2
m; =inf{f() [tio1 <2<t} =17, = %
y
o B
M; =sup{f(z) [tic1 <z <t} =t = pok
. . i =1 1 .
Adem3s tenemos para toda ¢ que ; —t;_1 = — — = —. Se sigue que:
n n n
n n . n n—1
(i—1)%/1 1 ) 9 1 "
I P =Y milt = 1) = 3 () = o -0 = 5
i=1 i=1 i=1 i=1
Anélogamente, tenemos:
1 n
9
S(f, Pn) = ﬁ .
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Por lo tanto

de donde

0 0 n—od

n
Ahora, probemos por induccién que Ziz = 124224 ... 4 0? =

i=1
2n+1)(n+ 1)n
6 .
Paran=1:1% = (2() + 1)6(1 + D) = 3(2(2(1) =1, es decir tenemos la
igualdad.

Suponemos cierto el resultado para n > 1, esto es 12 +2% 4+ ...+ n? =

(2n+1)(n + 1)n.

6
Para n + 1 debemos probar que

2 _ (2n+3)(n+2)(n+ 1)n.

P4+224+- 40+ (n+1) 5

Tenemos:

(2n—|—1)6(n—|—1)n a1y =
(2n+ 1)(n+1)n+6(n+1)? _
_ (n+1)((2n+61)(n)—|—6(n+1)) _

(n+1)(2n* —|—n6—|— 61 + 6)
_ (n+1)(2n2—?—7n+6)
(n + 1)(2n66+ 3)(n+2)

4224+ 4+n’+(n+1)* =

lo cual es lo que queriamos demostrar.
Por curiosidad, presentamos otra demostracién de la férmula anterior que
tiene la ventaja de ser mas constructiva, en el sentido de que si conocemos

n(n+1)
2

la férmula para 12 4- 22 4 - - + n?. Tenemos (i 4+ 1) — i* = 3i* + 3i + 1. Por
lo tanto:

una férmula para 14+ 24 - - -4 n, lo cual es igual a , podemos deducir
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(n+1)°=1=n’+30"+3n=>_ (i+1)°=i)) =

i=1
:3ii2+3i+i1:3ii2+3@+n
i=1 i=1 i=1 i=1

lo cual implica que:

3n? + 3n
Z,Z n”+ 307+ 3n —n 9 2n3 + 6n% +4n — 3n? — 3n
17 = = =

3 6

i=1
B M3+ 3n%+n B n(2n2—|—3n—|—1) _n(n+1)(2n+1)
6 o 6 o 6 ’

Regresendo a la integral, tenemos:

/1952: . i((Qn—i—l)(n—l—l)n) _

n—00 n3 6
1 1
24— )14+ =)(1
= lim (( +”)( +n)( )):3:
n—o0 6 6
Ejemplo 6.1.11. Sea f(z) = 821 ZEE(% , flz): [0,1] = R.

Para toda particién P de [0, 1], tenemos que existe un racional y un irra-
cional en (¢;_1,t;) por lo que m; =0y M; = 1, por lo tanto

ZmZ i —t;-1) =0 por lo que /f_O

= ZMi(ti —tiq) = Z(ti —tio1) =

T
=t,—tt=1—-0=1 porloque /f:l,
0

Por lo tanto f no es integrable y tenemos

/Llf:0<1:ff.

Los siguientes resultados son rutinarios y los presentamos sin demostacién.

Teorema 6.1.12. Sia < ¢ < by [ es integrable en [a,c] y en [c,b], entonces
| es integrable en [a,b] y se tiene

[r-frfs :
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Teorema 6.1.13. Si [ y g son integrables en [a,b] y si ¢ € R entonces

/ab(erg):/aber/abg y /abCfIC/abﬁ O

Notacién 6.1.14. Si f es integrable en [a, b] denotamos

[

6.2 Resultados fundamentales de integracién

Primero hacemos notar que la integral preserva orden.

Proposicién 6.2.1. Sean f,g: [a,b] — R funciones integrables y tales que
f(z) < g(x) para toda x € [a,b]. Entonces

/abfé/aby

Demostracion. Primero consideremos una funcién integrable h(z) tal que
h(z) > 0 para toda x € [a,d]. Entonces para cualquier particién P de [a, b]
se tiene que para toda ¢, m; > 0. Por lo tanto I(f, P) > 0. Por lo tanto

b b
/h:/ h>o.
Ja_ a ,

Ahora consideremos h = g — f > 0. Entonces g — f es integrable y / h=

a

/ab(g—f):/abg—/abfZO.Porlotanto /abfg/abg. 0

Corolario 6.2.2. Si f es integrable en [a,b] y ademds m < f(x) < M para
toda © € [a,b]. Entonces

m(b—a)g/ F<Mb-—a).

b
Demostracion. Puesto que m < f(x) < M se sigue que / m=m(b—a) <
b b ¢
/fSM(b—a):/M. a
a a
El siguiente resultado nos muestra que la integal de funciones integrables
nos proporcionan funciones continuas.

Teorema 6.2.3. Sea f integrable en [a,b] y sea F': [a,b] = R dado por F(z) :
/ f. Entonces F es continua en [a,b].
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Demostracion. Puesto que f es integrable, f es acotada. Sea M tal que
|f(z)| < M para toda x € [a, b]. Consideremos h > 0 y la diferencia:

F(gg+h)_F(x):/aerhf—/jf:/:Jrhf,

Puesto que |f(z)| < M se tiene —M < f(x) < M y por tanto
r+h
_Mh:M(x—l—h—x)§/ fF<M(x+h—2z)=Mh

xr

Se sigue que
[F(z +h) — F(z)] < M]h].

Ahora considermos h < 0. Entonces F'(z)— F(z+h) == / fy|F(z)—
r+h

F(x+ h)| < M|h|.
En resumen, para cualquier h se tiene |F'(z + h) — F(z)| < M|h|.

€ .
Sea € > 0 y tomemos § = i entonces para |h| < J se tiene que |F(z +

h)— F(z)| < M|h| < MJ = ¢ probando que . O

En el siguiente corolario, usaremos que una funcién continua es integrable.
Este resultado lo probaremos més adelante (ver Teorema 6.2.13).

Corolario 6.2.4 (Teorema del valor medio para integrales). Sea f una
Juncidn continua, f: [a,b] — R. Entonces existe ¢ € [a,b] tal que

b
/ fF=0—=a)f(c).
a
Demostracion. Como mencionamos anteriormente, usaremos que la funcién es

integrable por ser continua. Sea f([a,b]) = [m, M]. Entonces m < f(z) < M
para toda « € [a, b]. Por lo tanto

fmslﬂslﬁ4pmbwem@—wsf}SM@ﬂw

Se sigue que

fla)=m < [ 7 <M= 1w

con &,y € [a,b]. Por lo tanto existe ¢ € [#,y] o ¢ € [y, «] dependiendo si & < y

1 b
ox >y, tal que f(e) = A / I O
—a/,
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Teorema 6.2.5. 51 f es una funcion mondétona, es decir, creciente o decre-
ciente, entonces [ es integrable.

Demostracion. Supongamos que f es creciente. Sea P = {lp = a < t; <
... < i, = b} cualquier particién de [a,b]. Puesto que f es creciente, para

toda @ € [t;_1,1;] se tiene f(t;—1) < f(z) < f(t;), por lo que m; = f(t;-1) ¥y
M; = f(t;). Se sigue que

S(f,P) = ZMz(tz —tiy) = Zf(ti)(ti —ti-1),

I(f,P) = Zml(tl —ti_1) = Zf(ti—ﬁ(ti —ti_1),

D (f(t) = fltima))(E = tima).

i=1

S(f, P) = I(f,P)

i(b—a)

En particular, tomemos t; = a +

b —

a
t_1 = . Por lo tanto

. En este caso tendremos t; —

:b;“(E:fm)—E:fm;ﬁ):

=200 - fa) ——0.

n—od

Se sigue que /Lbf:ff:/abf. O

Teorema 6.2.6 (Teorema Fundamenal del Calculo). Sea f integrable

en [a,b] y sea F: [a,b] — R definida por F(z) := / f. Entonces si [ es
continua, entonces F es derivable y F'(x) = f(x).
|-

(an) - h

Demostracidn. Se tiene

Flz+h)—F(z) 1| ™" T
h _ELL f_A

r+h
f=1-f

> =
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con ap € [,z +h]si h>00ap €[z+h,z]si h<0. Ahora bien tomando
h — 0, tendremos
x%x<ah<x—|—h—>$

0«h h—0
r h) —
Por lo tanto %in}) (z+ /1 F() = f(z), es decir, | F'(z) = f(z) | a
—

Corolario 6.2.7. 5i [ es conlinua en [a,b] y si f = ¢’ para alguna funcion
g, entonces

| =90 - 9@ = [o)]’.

Demostracion. Sea F(x) = f. Entonces F'(x) = f(x) = ¢'(x). Por lo
tanto existe ¢ € R tal que F(;) = g(#) + ¢ para toda x € [a,b]. Por lo tanto

b
/ f=F(b) =g(b)+c. Ahora bien, F'(a) = 0 = g(a)+c por lo que ¢ = —g(a).

b
Por lo tanto / F=gb)+c=g(b) —gla)| O

b
Ejemplo 6.2.8. Si n € Z, entonces consideremos ¢ < by / 2"dx. Para
a

xn+1
n # —1, se tiene ( ) = 2", por lo que
n+1

b xn+1 b bn+1 _ an+1
z'dr = [ } = )
/a n+1la n+1

Ejemplo 6.2.9. Tenemos
1 1 1 1
x4—|—/ (—3x3)dx—|—/ (4x)dx—|—/ bdx =
0 0 0

/
1 1 1 1
:/ x4dx—3/ J:de—l—4/ xdx—|—5/ dr =
0 0 0 0

1 2

1
/ (l‘4 —3x3+4x+5)d1‘ =
0

= (51,305, + 4l bl =
:(% )—%1—0 ;1(1—0)+5(1—0):
:%—%+2+5 4—120+140 12209.

Ejemplo 6.2.10. Hallemos el drea de la regién limitada por las graficas de

las fuciones f(z) = 2% — 2z y g(z) = 2”.
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/1 1 2 3
-1

Los puntos de interseccién estan dadas por las soluciones de la ecuacion:

3 2 esto es x(x?—1) = 2?. Las soluciones son 1 = 0,y ?—1 = z. Las

r"—r =

. . . 1144
soluciones de esta tltima, es decir, de 2 —x — 1 =0, son = = % =
1+5

Entonces el area A buscada, es:

Az/iﬁ(f—g)Jr/OlQM(g—f):

2

0 hE e
:/ (x?’—xz—a:)dx—l—/ (J:Z—J:S—I—x)dx:
1—v5 0

) +[_x_4+x_‘°’+x_2}lzﬂ_
e T3 T 2 1 T3 Tl T
R A ST
- 4-16 3-8 2.4
(+vh)*  (+vE)?  (14V5)
-ty e )
: e ,
Ejemplo 6.2.11. Sea f(z) = /0 5 cos3tdt' Hallemos f/(z).
v dt 4
Sean F(z) = /0 T ot ¥ G(z) = «* Por lo tanto f(x) = (F o
_ ! _ / ! _ 1 3 _
G)(x) = F(G(x)), de donde, f'(x) = F'(G(x)) G(x)_72—cos3x4 4o° =
423
2 —cos? x4 |

4

Ejemplo 6.2.12. Sea f(z) = [f(f;(u4_u3_3u+4)du) sen? (ﬁ)dt _ Halle-

0
mos f'(z).

Sea F(z) = /Ox sen® (1it2)dt’ H(z) = /Z))x(u4—u3—3u—|—4)du, G(r) =
z*. Entonces f(r) = (G o Fo H)(x) = G(F(H(z))) de donde
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f(@) = G'(F(H(z))) - (F o HY (2) = G'(F(H(x))) - F'(H(2)) - H'(2) =

(fax(u4—u3—3u+4)du) 1 3
_ 3 ,
_4[/0 sen (1+t2)dt]

. 1
een (1—1— (f;(u‘1 —ud — 3u—|—4)du)2) (

x4—x3—3x—|—4).

El siguiente resultado nos prueba que las funciones continuas son inte-
grables. Esto ya lo usamos en el Corolario 6.2.4.

Teorema 6.2.13. S¢ f: [a,b] — R es una funcidn continua, entonces f es
integrable.

Demostracion. Definimos g(x / f)dt y p(x) := / ft)dt. Sea h >0y
=inf{f(t) |z <t <xz+h},
My i sup () | 2 <1 < 24 1)
Entonces

r+h r+h
mh~h§/ ' f(t)dts/ " pwar < My n,
mp - h < g(x+h) —g(x) < p(

Por lo tanto

0+h

flx) &——my < (x—i—h]z—g(l‘) Sp(x—l—h]z—p(x) SMhmf(l‘),

por ser f continua. Se sigue que

gt h)—glz) . pleth)—plx) _ iy
i - i, BRI = 1 = ) = o),
Similarmente para h < 0 y tenemos f(z) = ¢'(x) = p'(z).

Por lo tanto existe ¢ € R tal que g(x) = p(x) + ¢. Ahora bien, g(a) =
p(a) = 0 por lo que ¢ = 0 y obtenemos que g(x) = p(z), es decir,

[o=[=]

Por lo tanto | f es integrable | a
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6.3 Algunas funciones elementales

. . T dt
Empecemos considerando # > 0. Definimos p(x) := / 7 Puesto que la
1

1
funcién f(t) = e continua en (0,00), se sigue que p(x) es derivable y
1
/ — —
P(z)=—.

Definicién 6.3.1. Se define la funcién logaritmo In: (0,00) — R como la

funcién derivable
/ Cdt
Inz = —.
1 t

1 . .
Tenemos que (Inz)’ = = > 0 por lo que Inz es creciente y en particular
x
1-1.
Por otro lado, se tiene: In: (0,00) > Ry

Iim Inz = —oc0 ™my lim Inz = o0,
z—0+ T—00

cuya verificaciéon dejamos como ejercicio.
En particular, lo anterior implica que In: (0, 50) — R es suprayectiva.

Lema 6.3.2. Para x,y > 0, se tiene que In(zy) = Inx + Iny.
Demostracion. Sea h(z) := In(zy) con y fija. Entonces A'(z) = y(In(zy)) =

1
— = (Inz)’. Por lo tanto h(x) = Inz + ¢ para algiin ¢ € R.
z

1
dt
Ahora bien, h(1) = Iny = lnl—i—c:/ T—I—C = 0+ ¢ = c¢. Por tanto
1

c:lnyy‘h(r):ln(ry):lnx—i—lny‘. 0.

En particular obtenemos que para n € N, Inz” = nlnz.
Sea e: R — (0, 00) la funcién inversa de In z. Por lo tanto

eMT =g para x>0 y Ine” =z para z€R.
Se tiene:

Lema 6.3.3. Para z,y € R, Y = ¢%e¥.

Demostracion. Sea a := e*TY b = e¢* ¢ = ¢Y. Entonces Ina = ¢+ y =
Inb + Inc = Inbe lo cual implica que €Y = a = be = %Y. a

Proposicién 6.3.4. Para toda © € R se tiene que (e”) = e”.
Demostracion. Sean f(z) =Inzy g(x) = f~1(x) = %. Entonces x = (fog)(z)
1
y 1= f"(g(x))g (z). Esto implica que () = (¢'(x)) = =
(0())e'(2) (@) = (0) = Fros = s
g(z) = e". O
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6.4 Ejercicios

Ejercicio 6.4.1. Decidir cudles de las siguientes funciones son integrables so-
bre [0, 2], y calcular la integral cuando sea posible.

z, 0<ze<l
o ={, 7, V5120
b)- f(z) = x + [z]. .
c).— f(g;):{l’-l-[x], x racional

0, @ irracional

Ejercicio 6.4.2. Hallar las dreas de las regiones limitadas por

2
a).- Las graficas de f(z) = 2% y g(z) = % +2.
b).- Las graficas de f(z) = 2% y g(z) = 1 — 22

Ejercicio 6.4.3. Demostrar que si f es integrable sobre [a,b] y f(z) > 0 para
b

toda 2 de [a, b], entonces / f>o0.

a

Ejercicio 6.4.4. Supongamos que f estd acotada sobre [a,b] y que f es con-
tinua en todo [a, b] con excepcién de zg € (a,b). Demostrar que f es integrable
en [a,b].

b
Ejercicio 6.4.5. Sea f continua en [a,b] y / fg = 0 para toda funcién
a

continua en [a, b]. Probar que f = 0.

Ejercicio 6.4.6. Sean f continua en [a,b] y g integrable y no negativa sobre
[a,b]. Demostrar que

b b
[ rwtein = 1) [ atwe
para algin £ € [a, b].

Ejercicio 6.4.7. Identificando una integral adecuada, calcular los siguientes
limites:

i A VR Y

1 1
b).- L e — ).
) nl—{go(n—l—l—i_ +2n)

) i b
AN W R R nZ4+n2)’
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1
Ejercicio 6.4.8. Demostrar que < In(n+1) — In(n) < —. Deducir de

) n+1 n
esto que la sucesion

ST S SRR
n=17T5T3 P

es decreciente y a, > 0, por lo que es convergente. El limite se conoce como
la constante de Fuler.

Ejercicio 6.4.9. Probar que la hipdtesis sobre ¢ en el problema 6.4.6 es in-
dispensable. (Sugerencia: Considerar g(z) = x en [—1,1]).

Ejercicio 6.4.10. Demostrar que si f es integrable sobre [a, b] entonces |f| es

integrable y
b
< [ 1rwlat

Ejercicio 6.4.11. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

t)dt

3

a).- F(z) = / sen® tdt.

(fz sen® tdt) 1
b)- F(e) = 1—|—sen6t—|—t2dt

oot = ([ [ vt )
d).- (F~1Y(x), donde F(x) /0 mdt.

Ejercicio 6.4.12. Hallar (f=1)"(0) si f(z) = /x(l + sen(sent))dt.
0

Ejercicio 6.4.13. Hallar F'(z) si F(z) = / zf(t)dt donde f es una funcién
0

continua.

xr
Ejercicio 6.4.14. Demostrar que si f es continua, entonces / flu)(z —
0

u)du = /Ox </0u f(t)dt) du.

b
Ejercicio 6.4.15. Hallar / Yedr con b > a > 0.

Ejercicio 6.4.16. Demostrar que si h(z) es continua, y f y g son derivables

g(x)
y F(z) = /f(x) h(t)dt, entonces F'(z) = h(g(z))g' (z) — h(f(z)) [ ().
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Ejercicio 6.4.17. Hallar los siguientes limites:

e —1—z—2%/2

a).- lim 5
r—0 X 9
In(1 — 2
b).- lim 20T —r /2
r—0 x

Ejercicio 6.4.18. Hallar la derivada de las siguientes funciones:

e

. ec .
b).- f(z) = a®, a > 0 (aqui se define a® := 7" %),

@ o=t? g

c).- f(x):e( 0 )

Ejercicio 6.4.19. Hallar lim

T 00 ( nx)”'

Ejercicio 6.4.20. Hallar lim z(lnx)".

r—0+

Ejercicio 6.4.21. Hallar lim 2”.

r—0+

Ejercicio 6.4.22. Demostrar ¢ = lim (1 + a/z)".

r—r 00
Ejercicio 6.4.23. Demostrar que si « es una raiz de la ecuacién: a,z” +
an_12" "1+ - 4 a1z + ap = 0, entonces la funcién y(z) = e
ecuacién diferencial: any(") + an_ly("_l) + 4 ary +agy=0.

T satisface la
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4
dx

b
/ J = integral de la funcién f en el intervalo [a, b].

(a) = f'(a) = derivada de la funcién f en el punto a.

b
/ J = integral superior de la funcién f en el intervalo [a, b].

b
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a
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r—a
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r—a

lim f(z) = limite de la funcién f(z) cuando # tiende a a por la izquierda.
N = conjunto de los nimeros naturales.
@) = campo de los nimeros racionales.
R = campo de los nimeros reales.
Z = anillo de los ntimeros enteros.
() = conjunto vacio.
O = final de una demostracién.
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