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Prefacio

Una teoria es lo mas impresionante,

lo mas simple son sus premisas,

lo mas distinguible son las cosas que conecta,
y lo mas amplio es su rango de aplicabilidad.

Albert Einstein

Existen dos formas de ensenar algin tépico de la ciencia moderna, a saber,

1. la forma tedrica sistematica, y

2. la aplicacién - forma orientada.

La primera significa una presentacién sistemédtica del material gobernada por
el deseo de perfeccién (desde un punto de vista matematico) y plenitud de los
resultados presentados. En contraste a la primera, la segunda comienza a partir
de la cuestion ;Cual es la més importante aplicacién del tépico considerado"?
y entonces trata de responder la cuestién tan pronto como es posible y no
discurre en todo lo bueno y posiblemente interesante del camino adyacente.

El presente libro esta basado en ambos métodos dando los fundamentos pre-
cisos y matemadticos de la mecénica como una ciencia natural complementados
por varios ejemplos précticos que ilustran las enunciaciones bdsicas que es-
tdn bajo consideracion. El lector siente que la teorfa esta siendo desarrollada,
no solamente por si misma, sino por la solucién efectiva de problemas con-
cretos. Este curso aborda diferentes clases de modelos mecédnicos, eléctricos,
electromecédnicos proporcionando el andlisis profundo de cada uno incluyendo
los correspondientes cédlculos numéricos.

Este libro esta dirigido a estudiantes por graduarse, pero bdsicamente a es-
tudiantes graduados (Maestria y Doctorado) de las facultades de ingenieria

XIII



XIV Prefacio

eléctrica, mecdnica y control quienes deseen aprender mds de como la elegante
teoria de Mecdnica Analitica resuelve diferentes problemas que se presentan
en nuestro mundo real.

El material presentado esta basado en los més de 25 anos de experiencia en-
senando del autor inicialmente en Rusia (Instituto Técnico de Fisica de Moscu,
Catedra de Mecénica y Procesos Controlados durante 1979 - 1993) y después
en México (Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del IPN, Depar-
tamento Control Automdtico, Ciudad de México durante 1993 - 2004). Los
conceptos fundamentales de este curso fueron creados por cientificos mundial-
mente conocidos como F.R. Gantmacher, M.A. Aizerman, E.S. Pyatnickii y
posteriormente desarrollados por I.P. Devyaterikov, G.N. Yakovenko, N.M.
Truhan y Yu.l. Khanukaev.

Al autor le gustaria expresar su amplio agradecimiento a sus colegas de la
Céatedra de Mecénica y Procesos Controlados (Instituto Técnico de Fisica de
Mosci, Rusia) y a sus estudiantes de doctorado mexicanos (ahora doctores)
J. Medel, J. Correa-Martinez, Daishi Murano, F. Bejarano y M. Jiménez por
su amable colaboracién y ayuda en la creacién de este manuscrito.

Alex S. Poznyak
Meéxico, Avandaro, Diciembre , 2005.
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A Rusia, mi tierra natal con amor.
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Notacion

Escalares

Los escalares son los elementos de los campos real () o complejo (C) y se
denotan por letras mintsculas en itdlica, por ejemplo a, b.

Dado el escalar a, |a| representa su valor absoluto si a € R y su médulo si a

e C.

Vectores

Los vectores son denotados con letras en negrita, por ejemplo a, K.

Los vectores unitarios en las direcciones coordenadas cartesianas x, y, z se
representan respectivamente por i, j, k.

Dado el vector a, su magnitud es denotada por a, o bien, |a|.
(a,b) denota al producto interno de los vectores a y b.

[a, b] denota al producto vectorial de los vectores a y b.

a/,l\a denota al dngulo menor entre los vectores a y b.

al|b indica que los vectores a y b son paralelos.

alb indica que los vectores a y b son ortogonales.

AB denota al segmento dirigido con origen y extremo en los puntos A y B,
respectivamente.

g denota al vector aceleracién de la gravedad
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Matrices

Las matrices se representan con letras maytsculas en itdlica, por ejemplo

A, B.

Dada la matriz cuadrada A, su determinante se denota || Al| y su traza por
tr A.

Dada la matriz A, su traspuesta se representa por AT = ||a;q|| .
Ker (A) denota el Kernel de la matriz A, i.e.,
Ker (A) ={z: Az =0}
Funciones

Para representar a las funciones se usan las letras segin el tipo a que pertenece
el valor de la funcién, por ejemplo

flzm%% fg:éRn—>§R
g :N—-RN" go N — RN
A R— R Ay R — R

donde n, m son nimeros enteros positivos.

Derivadas
a, a indican la primera y segunda derivadas temporales del vector a.
Para la funcién real f (r): R" — R se usan las siguientes notaciones:

Primera derivada

ﬁ_{ﬁ or ﬁ]

or N 87"1 87“2 aTn
Gradiente .
of
v~ (%)
[ 0*f 0 A
Oor{0r;  Ori0r ori0r,
“f f o
Sequnda dem’vadag% =V2f=| Ors0ry 0Ory0ry dra0ry,
*f B P
| Or,0ry  Or,0ry or,or,, |




Notacion

La derivada de la funcién vectorial g (r) : R — R™ estd dada por

ar1 Org ary,
g8 _ | 092 09 = 992
or 87‘1 87"2 a’f‘n
9m  Ogm O9m
_87‘1 87"2 arn_

Cuaternion ;
A=+ Nij =X+ A
j=1
Producto de dos cuaterniénes:
Ao A= /\050 — <)\, (S) + )\0(5 + 50)\—’— [)\, (S]
donde

A=+ A
AI:(SO—F(S
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Introduccion

Varios buenos libros dedicados a modelos mecénicos, eléctricos y electromecéni-
cos son bien conocidos dentro de la drea de las ciencias tecnolégicas. Entre el-
los podemos citar (Bartlett 1975), (Goldstein 1980), (Barger & Olsson 1973),
(Gantmakher 1970), (Kwatny & Blankenship 2000), (Burghes & Downs 1975),
(Lawden 1974), (Fowles 1986), (Arnold 1989), (Arya 1998).

Este libro difiere de los libros antes mencionados en diferentes aspectos. Man-
teniendo la precisa y rigurosa forma de explicacién matemética, este libro
esta orientado basicamente a lectores del drea de ingenierfa. Los modelos mas
tratados de sistemas practicos son considerados en detalle.

Una discusién del contenido del libro es presentada a continuacion.

El estudio de la cinemética de un punto tiene en el capitulo uno como finalidad
la obtencién de las expresiones que describen el comportamiento temporal
de su posicién, velocidad y aceleracién. En este capitulo se introducen los
conceptos basicos necesarios y se muestra como se deducen dichas expresiones.
Un aspecto fundamental del tema es el concerniente al sistema de coordenadas
empleado, pues las expresiones matematicas obtenidas dependen de éste. En
vista de que el sistema mads natural y por ende el empleado es el cartesiano, se
definen las coordenadas generalizadas en base a este sistema, y se obtienen las
relaciones que permiten la transformacion de las cantidades cinemadticas entre
distintos tipos de coordenadas.

En el capitulo dos se introduce el concepto de cuerpo rigido y se obtienen
expresiones bastante generales para la descripcién de la cinemética de este
ente mecdnico. Una herramienta fundamental para el estudio de la cinemética
del cuerpo rigido es el teorema de Euler, con el cual aparecen conceptos im-
portantisimos como velocidad y aceleracién angulares, los cuales permiten el
célculo de la velocidad y aceleracién de los puntos del cuerpo. En particular
el método puede extenderse al caso del movimiento de un punto en presencia

XXI
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de un sistema coordenado relativo mdévil, tema que se aborda en la seccion
final. La descripcién de las rotaciones usando cuaterniones como coordinadas
generalizadas esta también considerando.

La motivacion del capitulo cuatro es el estudio de la relacion existente entre las
cantidades cinemdticas de un sistema de puntos y las causas que las originan, es
decir las fuerzas. Este estudio lleva a la introduccién de importantes conceptos,
como son energfa cinética, impulso, momento del impulso, momento de una
fuerza, etc., los cuales van a permitir obtener resultados muy importantes.

Las relaciones obtenidas en los capitulos previos estdn basadas en la consid-
eracién de que el sistema absoluto de referencia no estd acelerado. Sistemas en
que se cumple esta condicién son llamados inerciales. En el capitulo cinco se
analiza la dindmica de los sistemas no inerciales, es decir, sistemas cuya ref-
erencia absoluta sufre una aceleracién. Otra consideracién hecha previamente
es en relacién con la masa, ésta se ha supuesto constante. El tratamiento de
algunos casos en que la masa es variable es el otro aspecto de este capitulo.

La Segunda Ley de Newton y las ecuaciones dindmicas de FEuler son el formal-
ismo que permite obtener las ecuaciones de movimiento en sistemas mecéni-
cos, sin embargo generalmente su aplicaciéon se complica si la geometria del
movimiento no es simple y/o por la presencia de restricciones a éste. Las ecua-
ciones de Lagrange, cuyo estudio se aborda en este capitulo, resultan una
herramienta imprescindible para estos casos, pues incluyen de manera nat-
ural las restricciones, ademds de que se basan en el concepto de coordenadas
generalizadas, las cuales permiten describir la dindmica en términos de las
variables asociadas con los grados de libertad del sistema. Esta particularidad
hace también posible aplicar el mismo formalismo a sistemas eléctricos e inclu-
sive electromecdnicos. Parte fundamental de las ecuaciones de Lagrange son
las fuerzas generalizadas, éstas se definen en el capitulo seis y caracterizan con
antelacién a la obtencién de dichas ecuaciones.

En los sistemas dindmicos en general y en los mecénicos en particular, la de-
terminacién de las posiciones de equilibrio y su calidad de estabilidad son
problemas tradicionales de fundamental importancia, que a la fecha han sido
parcialmente resueltas. En el capitulo siete, con el apoyo de los conceptos y
resultados estudiados hasta este punto, como son las coordenadas y las fuerzas
generalizadas, se aborda el estudio de estos topicos y se consignan los resulta-
dos més importantes. Como se verd, la teoria més desarrollada es la que trata
de los sistemas conservativos, misma que ocupa la mayor parte del capitulo.
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Las ecuaciones de Lagrange son una herramienta invaluable en la determi-
nacién de las propiedades importantes de los sistemas mecédnicos. La aplicacion
de dichas ecuaciones y el estudio de las consecuencias derivadas han sido el ob-
jeto de los dos capitulos precedentes. En el que en el capitulo ocho se comienza,
se hace una aplicacién maés al estudio del importante problema de las oscila-
ciones de los sistemas en torno a los puntos de equilibrio. Mediante la técnica
usual de linealizacién alrededor de un punto de equilibrio, las ecuaciones de
Lagrange se pueden aproximar por una expresién lineal que describe con sufi-
ciente detalle la dindmica del sistema en una vecindad suficientemente cercana
del punto de interés. Sobre esta expresién aproximada pueden ser aplicadas
todas las técnicas conocidas para sistemas dindmicos lineales, llevando a con-
clusiones de gran utilidad. Ademads, si el sistema en cuestién se restringe a
ser del tipo conservativo, entonces la expresién se ve reducida, lo cual permite
caracterizar y calcular de manera muy simple sus soluciones, en particular
aquellas que interesan en este capitulo: las oscilaciones.

En el capitulo nueve se contintia el estudio de los sistemas lineales obtenidos del
proceso de linealizacién de las ecuaciones de Lagrange, y que fue introducido
en el capitulo anterior. Esta continuacién abarca dos vertientes, primera, la
consideracién de fuerzas no potenciales dependientes tnicamente del tiempo
permite el uso de la importante herramienta de la transformacién de Fourier,
lo cual lleva a la consideracion de la respuesta frecuencial del sistema; segunda,
se consideran sistemas disipativos, que generalizan a los de tipo conservativo
y permiten la introduccién del concepto de equilibrio asintéticamente estable,
extension de la idea de equilibrio anteriormente manejada.

En el capitulo diez se considerardn sistemas de tipo conservativo y los im-
pulsos generalizados esta introducido. Las variables de Hamilton también es-
ta considerando y esta demostrando que ellas puedan describir completa-
mente la dindmica de un sistema en una forma canénica de Hamilton. Al-
gunas propiedades de las ecuaciones canoénicas esta estudiando igual como sus
primeres integrales.

Las transformaciones canénicas de las variables dindmicas cual guardan de la
descripciéon Hamiltoniana en nuevos variables estdn considerando en el capit-
ulo once. Varios criterios de las canonicidad esta estudiando. La ecuacién de
Hamilton-Yacobi que corresponda a las ecuaciones canonicales de Hamilton
esta también considerando. Sus integrales completas estdn encontradas.

Algunos modelos de los sistemas concretos (como un robot de tipo del PUMA,
el pendubot, DC y induccién motores y también un convertidor de el poder)
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estan desarrollando en el capitulo dose.

La idea basica de este libro es construir un puente entre de la teoria y
la practica relacionados con sistemas mecanicas, eléctricas y electro-
mecdanicas.



Capitulo 1

Cinematica de un Punto

El estudio de la cinemdtica de un punto tiene como finalidad la obtencién de las
expresiones que describen el comportamiento temporal de su posicién, velocidad
v aceleracién. En este capitulo se introducen los conceptos bésicos necesarios y se
muestra cémo se deducen dichas expresiones. Un aspecto fundamental del tema es el
concerniente al sistema de coordenadas empleado, pues las expresiones matemédticas
obtenidas dependen de éste. En vista de que el sistema mds natural y por ende el
empleado es el cartesiano, se definen las coordenadas generalizadas en base a este
sistema, y se obtienen las relaciones que permiten la transformacién de las cantidades
cinemdticas entre distintos tipos de coordenadas.

1.1. Productos de Vectores

En las siguientes lineas se definen dos operaciones sobre los vectores, siendo
el producto una de las més interesantes tanto en su modalidad escalar como
vectorial, y se obtienen sus propiedades m&s importantes.

1.1.1. Producto interno

La Fig. 1.1 ilustra los detalles de las dos definiciones siguientes relativas al
llamado producto interno.

Definicién 1.1 Sean los vectores a y b, la componente de b sobre a estd
definida como

comp? = bcos (a/,T)> (1.1)
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Figura 1.1: Componente de un vector en la direccién de otro.

Definicién 1.2 Se llama producto interno de los vectores a y b al escalar
dado por

(a,b) := abcos (ﬁ)) = acomp® (1.2)

La definicién (1.2) tiene varias consecuencias interesantes, mismas que se
enuncian en el siguiente lema.

Lema 1.1 (Propiedades del producto interno) Sean a,b,c vectores en R3.

1.  Conmutatividad, i.e.,
(a,b) = (b, a)

2. Distributividad sobre la suma, i.e.,

(a,(b+c)) =(a,b) + (a,c)

3. Criterio de paralelismo; si a,b # 0, entonces

(a,b) [ 1, iy sdlo siaybson paralelos,
ab | —1, siysdlo siaybson antiparalelos.

4. Criterio de ortogonalidad, i.e., si a,b # 0, entonces
(a,b) =0
sty solo st a y b son ortogonales.

5. Magnitud de un vector;
a = <a7 a>



1.1. PRODUCTOS DE VECTORES 3

Prueba. Forma alterna; si el sistema de vectores unitarios (ky, ko, k3), aso-
ciado a las coordenadas generalizadas ¢, es ortogonal, es decir,

(ki kj) =6 (1.3)

donde

I T A A
5i’j._{0, Z%j Z,j—1,2,3

denota la funcién delta de Kroneker, y

a=a, ks +ag,ks + agks

b = by Ky + by ks + by ks (14)

entonces
(a,b) = Qq, bql + gy bg, + Gggbgy (1.5)

Las propiedades 1, 3, 4 y 5 son inmediatas a partir de la definicién mientras
que la segunda sigue de

(a, (b + c)) = acomp2 ™ = a (compy + comp) = (a,b) + (a, c)

Por otro lado, la expresién (1.5) se sigue de la propiedad de distributividad
del producto interno sobre la suma y (1.3), bajo la consideracién de (1.4). m

Observacién 1.1 Es claro por la definicion (1.2) y las propiedades 1 y 2 que

el producto interno es una operacion bilineal.

1.1.2. Producto vectorial

Se presentan ahora los conceptos bdsicos relativos al producto vectorial, cuyos
detalles se ilustran en la Fig. 1.2.

c=[a,b]

Figura 1.2: Producto vectorial.
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Definicién 1.3 Para a,b € R, su producto vectorial, denotado por
c:=[a,b]

queda definido como el vector perpendicular al plano formado por a y b, de
direccion la del avance de un tornillo de rosca derecha que sigue la rotacion de
a hacta b y con magnitud

c=absena (1.6)

donde o := ﬁ).

Como se ve en la Fig. 1.2, el drea del paralelogramo formado por a y b esta
dada por
A=ah

donde
h =bsenwo

es decir,
|[a,b]| = A

A partir de la definicién de producto vectorial es posible obtener varias con-
secuencias, las cuales se dan en el lema que sigue.

Lema 1.2 (Propiedades del producto vectorial) Sean a,b,c vectores en

§R3
1. Anticonmutatividad, i.e,

[a,b] = — |b, a]

2. Distributividad sobre la suma, i.e.,
[a, (b+c)] = [a,b] + [a, c]

3. Criterio de paralelismo; st a,b # 0, entonces
[a,b] =0
sty solo si a y b son paralelos.

4. Criterio de ortogonalidad; si a,b # 0, entonces
|[a, b]|
ab

st y solo st a y b son ortogonales.

=1
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5. Productos vectoriales entre los vectores unitarios; si el sistema de vec-
tores unitarios (ki, ko, k3) asociado a las coordenadas generalizadas q es
ortogonal y tiene la configuracion de la Fig. 1.3, entonces

[k17 k2] - k3
[k27 k3] - kl
[k37 kl] = k2

Figura 1.3: Sistema ortonormal derecho.

6. Formula explicita; en las condiciones del punto anterior, sean

a — aqlkl +aq2k2—l—aq3k3
b = by ki + byks + byks

entonces

[a> b] - (aqzbqs - aq3bQ2) kl + (aq3bq1 — Qq, b%) k2 + (aql qu — Qg bql) k3

(1.7)
haciendo uso del concepto de determinante coincide con
ki ks kj
[a,b] = aq ag, aqg
bql bl]z bQ3

Prueba. Las propiedades 1, 3, 4 y 5 se obtienen de manera directa a partir
de la definicién de producto vectorial. La demostracién de la propiedad 2 se
deja como ejercicio al lector, en tanto que la propiedad 6 sigue de manera
inmediata a partir de las propiedades 1, 2y 5. =
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Observacion 1.2 De nueva cuenta se sigue facilmente de la definicion (1.6)
y de las propiedades 1 y 2 que el producto vectorial es bilineal.

En las definiciones siguientes se involucran 3 vectores, de ahi que las opera-
ciones en cuestiéon se denominen triples productos.

Definicién 1.4 Dados los vectores a, b y ¢ en 3, el escalar
(a, [b,c])

se llama triple producto escalar, en tanto que el vector
[a, [b, c]]

se llama triple producto vectorial.

1.1.3. Los triples productos

El siguiente lema da algunas propiedades titiles de los triples productos.

Lema 1.3 (Propiedades de los triples productos) Sean a, b y c vectores
en N3

1. Formula alterna del triple producto escalar; bajo la condicion de ortogo-
nalidad de los vectores unitarios (ki, ko, k3) asociados a las coordenadas
generalizadas q y con

a = Cqu k1 + aq2k2 + aq3k3
b = b, ki + by, ka + by, k3 (1.8)
CcC = qu k1 —+ Cq2k2 + Cq3k3

se cumple que
(g, Qgp Ogg

(a,[b,c]) = || bg, bg D (1.9)

Cq, Cq2 Cgs
2. Rotacion del triple producto escalar:

<a7 [bv C]) = <b> [Cv a]> = <C7 [a> b])

3. Formula alterna del triple producto vectorial:

[a,[b,c]] = (a,c)b—(a,b) c (1.10)
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4. Identidad de Jacobi:

[a, [b,c]] + [b,[c,a]] + [c,[a,b]] =0 (1.11)

Prueba. De la forma alterna, del producto escalar (1.5) y de la férmula
explicita del producto vectorial (1.7)

(a,[b,c]) = Qq, (qu Cq3 — bqacqz) + g, (bq3cq1 - bql ng) T gy (bql Cqp — qucql)

coincide con (1.9). La propiedad 2 se sigue inmediatamente de la propiedad
de los determinantes consistente en cambiar de signo su valor si hay un in-
tercambio entre dos lineas, asi que dos intercambios dejan invariante el valor.
Para mostrar la propiedad 3, considérese que los vectores a, b y ¢ son como
se estableci6 en (1.8), entonces

k, ko ks
[a,[b,c]] = q, (go (gs
bgsCqs = bgsCqr DgsCqy — g, Cqs g, Cqp — bgyCq,
= [bql (GgyCay + Ag3Cqy) — Cq, (Agybg, + Ggsbgs )] K1 +
[bfm (aql Cq, + aq3cq3) — Cgo (aql bq, + aqsbqa)] ko +
[bqs (aql Cq + aqchz) ~ Cgs (aql by, + aqzqu)} ks

de donde, sumando y restando a, by ¢, en el término correspondiente y ar-
reglando, se obtiene la expresion buscada. Por tltimo, con la propiedad 3 el
término izquierdo de (1.11) resulta

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [c, [a, b]]
= (a,c)b—(a,b)c+ (a,b)c— (b,c)a+ (b,c)a—(a,c)b=0

Observacién 1.3 Si en la ecuacion (1.10) se considera ¢ = a con a # 0,
entonces se obtiene

b= <a(;2b>a+ 3 [ab; a (1.12)

es decir, cualquier vector b puede representarse como una combinacion lineal
de un vector a cualquiera y el vector perpendicular a éste y contenido en el
plano formado por a y b.

El siguiente ejercicio es un problema de solucién de ecuaciones simultdneas
cuya respuesta es inmediata, via (1.12).
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Ejercicio 1.1 Considérese el siguiente sistema de cuatro ecuaciones

(rpa) = m
r,a] = b

donde los vectores a y b € N3 y el escalar m € R son dados. Encontrar el
vector r € R3 que lo resuelve.

Solucién. Considerando la ecuacion (1.12) y las relaciones previas, se tiene

(ar)  [afra]] m  [ab]
TR at a? :?a—i_ a?

1.2. Coordenadas Generalizadas

1.2.1. Diferentes coordenadas posibles

Sean p un punto movil en el espacio y r (t) el vector que describe su posicién
al tiempo t respecto de algin sistema de referencia dado. La descripciéon de r
puede ser efectuada en tantas formas cuantas se dote de coordenadas al sistema
de referencia. Dentro de estas descripciones, la mas usada es la cartesiana,
pero en ciertos problemas puede ser mas natural emplear otras, por ejemplo,
las representaciones en coordenadas cilindricas o esféricas. En la Fig. 1.4 se
muestran estos tres tipos de descripcion y sus relaciones.

1.2.2. Coordenadas generalizadas

La relacién entre distintas descripciones vectoriales de la posicién de p tiene
especial importancia en la derivacién de las expresiones que describen su
movimiento, es decir, las expresiones de posicién, velocidad y aceleracién. En
el estudio de la cinematica de la particula son especialmente 1itiles las descrip-
ciones que guardan relacién con la representacién cartesiana, es aqui donde
surge el concepto de coordenadas generalizadas.

Definicién 1.5 Una triada de nimeros q = (q1,q2,q3) que permiten especi-
ficar de manera unica la posicion de un punto p en el espacio, se dice que
forman un conjunto de coordenadas generalizadas de p. Al conjunto de co-
ordenadas generalizadas q de todos los puntos del espacio se le llama sistema
de coordenadas correspondiente a las coordenadas generalizadas q.
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z
IR ~_ P (X,}’,Z} (cartesiana)
- (p.,2) (cilindrica)
z : (r,(p,@) {esférica)
r I
& |
|
I
£ , — 7
| -
/ 14 Py
——— |
X ¥

Figura 1.4: Representaciones vectoriales cartesiana, cilindrica y esférica y su
relacion.

Es claro que las coordenadas cartesianas forman un sistema de coordenadas
generalizadas, de hecho se usan como criterio para establecer si un sistema
dado califica como sistema de coordenadas generalizadas.

1.2.3. Relacion de coordenadas generalizadas con carte-
sianas

El siguiente resultado es claro a partir de la definicién previa y de las propieda-
des de las coordenadas cartesianas.

Lema 1.4 El conjunto de todas las posibles triadas q = (q1, g2, q3) donde q; €
S; CR,1=1,2,3, forma un sistema de coordenadas generalizadas si y sélo si
existe una relacion uno a uno entre la descripcion cartesiana r = (z,y,2) de
cada punto p € R* y una triada q = (q1, g2, q3) -

En otros términos, el lema previo establece que el conjunto
S::{q:(Q17Q27Q3)7 Q1€S'Lg§Ra i:172737}g§R3
forma un sistema de coordenadas generalizadas si y sélo si el mapeo

r:S—®
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dado por
r=r(q) (1.13)
donde
r=(z,y,2) (1.14)

constituye una transformacién.
El criterio siguiente caracteriza a una transformacién.

Lema 1.5 Una funcion vectorial v (q) : 2 — R3 es una transformacion si y
solo st la derivada de r, llamada matriz jacobiana de r, dada por

[ O O Or T
9q1 Oq2 O
Or Ot O

oq | 0 0g Ogs
d E ol

dq1 gz Oy

es no singular, lo cual a su vez se cumple si y solo si

or
det | — 0
(0<1) 7
La existencia de la transformacién (1.13) garantiza que se pueden determinar

las coordenadas cartesianas de p a partir de la trfada q mediante algunas
funciones

t=2(q1,9,6), Y=y@, 0 ¢), z==z2q,90, 0)

Si un conjunto de coordenadas tiene la propiedad de ser generalizadas, facil-
mente se pueden derivar las expresiones que describen la cinemética del punto
movil que representan, a partir de las correspondientes a la descripcién en co-
ordenadas cartesianas y viceversa. Esta derivacién requiere antes de algunos
conceptos, mismos que se introducen a continuacién.

Definicién 1.6 Supdngase que en la transformacion (1.13) se mantienen dos
coordenadas generalizadas constantes y se permite que la otra varie; a la curva
generada se le conoce como curva coordenada correspondiente a la coordena-
da variable, y la direccion que sigue tal curva al incrementarse la coordenada se
dice que es su direccion positiva. Un sistema de coordenadas generalizadas
se llama rectilineo si sus curvas coordenadas son rectas, st resultan curvas
entonces recibe el nombre de curvilineo.
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Las curvas coordenadas permiten determinar los vectores unitarios del sistema
de coordenadas generalizadas en cuestion. El vector unitario correspondiente a
la coordenada ¢;, 7 = 1, 2, 3, queda dado por la direccién positiva de la tangente
a la curva coordenada correspondiente a ¢;. Este concepto queda formalizado
en las dos definiciones siguientes.

1.2.4. Coeficientes de Lamé

Definicién 1.7 Los wvalores

or\ > oy \? 02\ .
_\/(8%) +(aqi> +<8q¢)’ i=1,2,3 (1.15)

son llamados coeficientes de Lame correspondientes a las coordenadas gen-
eralizadas q.

or
0q;

Definicién 1.8 Los vectores

1 Or
K= —— =12, 1.1
. 94, 7 3 (1.16)

son llamados vectores unitarios del sistema de coordenadas generalizadas q.

Los vectores unitarios definidos forman lo que se conoce como la base del
sistema de coordenadas generalizadas q. Notese que en general dichas bases
no son ortogonales, ademds de que varfan de un punto a otro; por esta tltima
razén se conocen como bases locales.

A partir de los conceptos previos, dado un sistema de coordenadas general-
izadas q, la representacion de un vector genérico respecto de este sistema queda
dado por

P = Pg, K1 + pgka + pg.ks (1.17)

donde p, , i = 1,2, 3, es llamada la componente de p sobre la coordenada g;.

1.3. Cinematica en Coordenadas Generalizadas

Los conceptos hasta aquif introducidos permiten obtener de manera sencilla las
expresiones para la velocidad y la aceleracién de una particula mévil p, cuando
la descripcién se hace en las coordenadas generalizadas q.
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1.3.1. Velocidad en coordenadas generalizadas

Sea r (t) el vector que describe la posicién al tiempo t del punto mévil p en
el espacio coordenado cartesiano. La velocidad v del punto p estd definida
como la derivada temporal del vector de posicién r ()

_dr
Cdt

vV

Sea ahora q un sistema de en coordenadas generalizadas, por tanto existe la
transformacion

r(t)=r(a(t))

asf que, por la regla de la cadena

d or or or
_ 1)) = —g¢ —_ — 1.18
v = 0 (@0) = g+ G s (1.18)
donde
. d(]i .
= 9
qZ dt? Z ) 73

Ahora bien, usando las definiciones de los coeficientes de Lamé (1.15) y de los
vectores unitarios (1.16) para el sistema de coordenadas q, (1.18) se rescribe
en la forma

3
v =Y Hik; (1.19)
=1
donde
Vg = Higi, i=1,2,3 (1.20)

es la componente del vector v en la direccion k;.

Observacion 1.4 La magnitud de v estd dada por
v =1/(V,V) (1.21)

y por (1.20), si el sistema q es ortogonal, (4.26) se reduce a

(1.22)
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1.3.2. Aceleracién en coordenadas generalizadas

Se define la aceleracién del punto p como la derivada temporal de su vector

velocidad, es decir
_dv

T dt
Ya que en las coordenadas generalizadas q, v estd dada por (1.18), la expresién
de w en estas coordenadas se presenta como

we (g gy )
g 8q1q1 8qQQ2 8q3q3

w: (1.23)

cuyo desarrollo lleva a una expresion de notacion compleja. Una expresién més
sencilla se puede obtener por un método alterno, para ello nétese que en el
sistema de coordenadas generalizadas q, el vector de aceleraciéon w tiene una
expresion de la forma,

w = wy ky +wy, ko +wy ks (1.24)

donde, en el caso de que el sistema de coordenadas generalizadas q sea ortog-
onal, la i—ésima componente wy,, ¢ = 1,2, 3, estd dada por

wy, = (ki, W) (1.25)

o bien, usando la definicién (1.16) de k;

1 or
es decir or d
r dv
Hw, = {( —,— 1.2
wn =55 ) (1.27)

Los pasos adicionales requieren algunas relaciones, mismas que son el objeto
del lema y la observacién siguiente.

Lema 1.6 El vector v obtenido en (1.18) cumple con las siguientes relaciones

ov _ or
9q; B aqi7
d Or ov

— = , =1.2.3 1.29
Gog o T LZ (1.29)

i=1,2,3 (1.28)
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Prueba. La igualdad (1.28) es inmediata, pues de (1.18) se tiene

ﬁ:iﬂiﬁzi(%'+ﬁ%}ﬁhiﬂ&3
j=1

dq; = dq; aqz@%q] dq; 0q; dq;

ya que r no es funcién de las velocidades ¢; y g_? = 0;;. Para la igualdad (1.29),
en vista de que en Mecdnica las funciones son suaves y por tanto
Pr  Or
9q;0q;  0q;0q;’

se tiene

-0 (),

d Or
Toa ~ 2 0,

0 o
Zﬁq dq; 8_%;% a
| ]

Observacion 1.5 La derivada del producto escalar de dos funciones vectori-
ales tiene como resultado

%dﬁ%¢®>=<%ﬂ¢>+<ﬂ%¢>

de donde se obtiene

d d d
(£.550) = 5 0. 00) - (GE0) (1.30)
Con el resultado (2.29), se tiene para el lado derecho de (1.27)
or d d /or d Or
o) =i o)~ i) 1A
y con las expresiones (1.28) y (1.29) se llega a que
d /ov ov
Huw, =—{(— —( — 1.32

Una tltima definicién es necesaria para llegar a la expresion final.
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Definicién 1.9 Sea una particula de masa m y velocidad v. La cantidad

T .= %02 - % (v, V) (1.33)

recibe el nombre de energia cinética de la particula.

Con el concepto de energfa cinética para m = 1, (1.32) es equivalente a

d (0T oT
Hin =g (8@-) " 9,

de donde finalmente se tiene que

1 {d (0T or
- (&) ) 1

Con la expresién (1.34) y en vista de que

w =/ (W, w) (1.35)

se llega a que

3

1 [d /or\ ar]’
oSl (o) ) o

=1

considerando que el sistema coordenado q es ortogonal.

1.4. Ejemplos y Ejercicios

El poder de los conceptos hasta aqui introducidos y de las expresiones deduci-
das se evidencia en algunos ejemplos.

Ejemplo 1.1 La posicion de una particula en el espacio estd referida a un
sistema de coordenadas cilindricas, como se ilustra en la Fig. 1.5. Obténganse
las expresiones para los vectores de velocidad y aceleracion respecto de estas
coordenadas.

Solucién. Siguiendo la notacién empleada se tiene que

qgq=p QqG2=¢, (q3==z

donde
@120, 0<qp<2m, —-o0o<qg<o
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Z

o (09,7)
Z I
|
|
|
|

1 , — ;
| -
/ ¢ Py

i y i

Figura 1.5: Representacién de un punto en coordenadas cilindricas.

y de la Fig. 1.5 se obtienen facilmente las funciones

T = PCOSY = (1 COS (2
Y = pseny = qj senqs (1.37)
Z=4q3

las cuales se verifica facilmente que componen una transformacién, y en con-
secuencia las coordenadas q constituyen un sistema de coordenadas general-
izadas. A partir de las expresiones (1.37) se obtienen facilmente los coeficientes
de Lamé utilizando la férmula (1.15). Las derivadas parciales de las funciones
(1.37) respecto de ¢ estdn dadas por

Oz cos 0 se 0z 0
R , = = n , — =
B, q2 O q2

9q,
con las cuales resulta que
H =1
De manera similar, las derivadas parciales de las funciones (1.37) respecto de
qz y 43 Son

Oz se Oy COS 0z 0
- — — n - = —
8q2 (:II QQ ) aqz Q1 Q2 9 8q2

or oy 0

dq, dq, dq,



1.4. EJEMPLOS Y EJERCICIOS 17

por lo tanto
H2 =q,=p

H3:1

Una vez obtenidos los coeficientes de Lamé, el cdlculo de las componentes de
la velocidad respecto del sistema q es inmediato via la expresién (1.20). Se
tiene asi que

Vg, = (1, obien, v, =p
Vg, = @4y, Obien, v, =pp
Vg = (,, ODbien, v, =2

Estas expresiones sustituidas en (1.22), en vista de que el sistema q es ortog-
onal, llevan a que la magnitud de la velocidad estd dada por

v = \/,'02+p2g'02—|—732

expresién que permite el calculo de la energfa cinética (8.2), la cual, para
m = 1, resulta ser
L. . .
T:5 (p2—|—p2<p2+z2)

y que permitird la determinacién de las componentes de la aceleracién referida
al sistema q mediante (1.34). Asi que

d ... L .
wg, = w, == (p) = pp’ =p—pp’
17d . L/ e
Wy, = W, = — (°¢) =0 =;<2pps0+p<p)=2p<p+ps0
d .
Wy, = wzzﬁ(z)—():z

Ejemplo 1.2 Considérese la misma particula del ejemplo anterior, pero ahora
con su posicion referida a un sistema de coordenadas esféricas, situacion que
se muestra en la Fig. 1.6. Obténganse nuevamente las expresiones para los
vectores de velocidad y aceleracion respecto de estas coordenadas.

Solucién. Las coordenadas q estdn ahora dadas por

Q=1 ¢G=9, q==0
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Figura 1.6: Representaciéon de un punto en coordenadas esféricas.

donde
120, 0<@g<2r, 0<g@<n7

Con base en la Fig. 1.6 se obtiene

x = rsenfcosp = g, senq, cosq,
y =rsenfsenyp = ¢, senq, sengq, (1.38)
z =rcosf = q, cosq,

que se comprueba facilmente constituyen una transformacién, por lo cual q
compone un sistema de coordenadas generalizadas. Las derivadas parciales de
las funciones (1.38) respecto de la coordenada ¢,, quedan expresadas por

ox Jy 0z
—— =Seng,cosq,, —— =seng,senq,, —— = CoOsq,

dq, dq, dq,

de donde, con (1.15) se tiene

Hy = 1/ (sen g, cosq,)? + (sen g, seng,)? + (cos ,)* = 1

Procediendo de manera parecida, las derivadas parciales de las funciones (1.38)
respecto de g, y ¢, resultan

Oz se se y se Ccos 02 0

_— = —_ 1 n s _— = 1 s _— =

8q2 q, qs q, 8q2 q1 qs 4, a a0

oz 0z

— = cOs (@, COs(q,, —— = (, COS(,Senq,, = —q, sen
Ba, a, qs q, Ba, q, q, q, Ba, q, q
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entonces
H, = \/ (—q, sen q3senq2)2 + (g, seng, cos q2)2 = g,seng, = rsenf
2 2 9
H; = \/(q1 cos q, cos q,)” + (g,seng, cosq,)” + (—¢q,seng,)” =q, =7

Los coeficientes de Lamé calculados y (1.20) permiten la determinacién de las
componentes de la velocidad respecto del sistema q, las cuales se verifica que
son

Vg, = ¢,, obien, v =p
Vg, = (,G,8enq,, o bien, v, =rpsent
Vgs = q,4;, O bien, v, =10

Estas expresiones y (1.22), que puede usarse dado que el sistema coordenado
q es ortogonal, llevan a que la magnitud de la velocidad es

v = \/p2 + (r¢sen6)” + (r«9>2

y, con (8.2) y m = 1, se tiene para la energia cinética

1 :
T = 3 (p2 + r2p%sen?d + 7“292)

La expresion anterior y (1.34) llevan a que las componentes de la aceleracién
en el sistema q tienen las expresiones

wy = w, = % p — rp?sen?f) — g’ =7 —r (gb2sen26 + 92>
o _ 1 d 2 . 2 _ . ./ ..
Wy, = W, =g ldt (r psen 0) 0} =r (gosen&+2g00c:os€> + 2ppsend
1 : - ,
W, = W, = {% (7“20) — r?¢? sen f cos 0] =r (9 — p*sen B cos 0) + 2p0
|

Ejercicio 1.2 Fl anillo de la Fig. 1.7 se mueve con velocidad de magnitud v
constante sobre el alambre fijo cuya configuracion estd descrita por la funcion

y=azr’, a>0 (1.39)

Determinar las componentes de la aceleracion w experimentada por el anillo,
asi como su magnitud, en funcion de la abscisa x.
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v=u:unst/

Figura 1.7: Anillo con velocidad de magnitud constante.

Solucién. Dado que el sistema de referencia es cartesiano, se verifica que

Vp =T, Uy=Y

Wy =T, Wy =Y

entonces ) )
v =349 wi=12 +y (1.40)

La expresién para x se obtiene a partir de (1.39), nétese que
Y = 2axx (1.41)

expresion que al ser sustituida en la primera relaciéon de (1.40) la transforma
en

v? = (1+ 4@2352) i

de donde

2
5 v

Tr = —

1+ 4a2a?
La derivacion temporal implicita de esta expresién, considerando que v es
constante, lleva a

(1.42)

B 4 2,,2
P i (1.43)
(14 4a222)?
puesto que & # 0 por (1.42). Por otro lado, para obtener la funcién correspon-
diente a y derfvese (1.41), entonces

=2 (:&2 + m;)
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expresion que, al ser sustituidas (1.42) y (1.43), se convierte en

2av?

(1 1 da?2?)? (1.44)

y =

La determinacién de w es inmediata una vez que se tienen las funciones (1.43)
y (1.44). La sustitucién de estéds funciones en la segunda expresién de (1.40)

resulta en

2av?

W=—"
(1 + 4a2x?)/?

Ejercicio 1.3 Una particula que se mueve en el espacio cartesiano tridimen-
sional de la Fig. 1.8 estd sujeta a la aceleracion dada por

w(t) = [a, v(t)] (1.45)

con a un vector constante. Encontrar las coordenadas de la posicion como
funciones temporales.

Z

‘A‘WV

—

w=[a,v] a=const

Figura 1.8: Trayectoria de una particula en un sistema cartesiano.

Solucién. Partiendo de que

_dv
Cdt

w

se tiene que la derivada de (1.45) se puede escribir como

w = [a,V(t)] = [a, W]
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de donde
i j k i j k
w = Qry Ay Gy = Qr Ay Az (146)
Wy W, W, Ty oz

con i,j y k denotando los vectores unitarios en las direcciones de los ejes
coordenados x,y y z, respectivamente. Del desarrollo de la expresion (1.46) se
obtienen las componentes del vector de la derivada de la aceleracion, los cuales
son

wx:i:ayé—azy'

Wy = Y = —ay7 + a,r

wZ:'z“:awy'—ay:i

o bien en forma matricial

T 0 —a. ay T
y | = a, 0 —a, y (1.47)
z —ay a; 0 z
Usando la notacién
0 —a. ay
A= a, 0 —a, |, O:=|y
—Qy Oy 0 p

se tiene para (1.47) _
O =40, 0(0) =0,

expresion en la cual ha sido incluida la condicién inicial. La solucién de este
problema estd dada por
O (t) = exp (At) g

relacién que, mediante doble integracion, lleva a las funciones buscadas, es

decir
t

01 ] Jown

u=07=0

Ejercicio 1.4 Considérese la particula del ejercicio anterior, cuya aceleracion
estd dada por
w(t) = [a,v(t)] (1.48)

con a un vector constante. Mostrar que en tal caso las magnitudes w(t) y v(t)
son constantes.
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Solucién. Como condicién del problema se tiene que

w(t) = d‘;—gt) — [a,v(t) (1.49)

Multiplicando escalarmente ambos lados por v(t) y tomando en cuenta que
v(t) y [a, v(t)] son ortogonales, se obtiene

<v(t), d:l—it)> — (v, [, v(E]) =0 Wt (1.50)
pero
(V0. 542 ) = 53 00 = 55070 = (03

y por (1.50), necesariamente 0(t) = 0, es decir, v(t) es constante. Por otro
lado, derivando (1.48), se llega a

) _ [a, djﬂ ~ fa, wi(t)

expresion en la cual se puede aplicar un proceso similar al efectuado para
(1.49), entonces

<W(t), dv;_it)> = (w(t),[a,w(t)]) =0 WVt

dw(t)\ 1d ld 5 o
(w5 ) = 53 twlt)wi0) = 5 550°(0) = (0 =0
de donde se sigue que necesariamente w(t) es constante.

Ejercicio 1.5 Un punto se mueve siguiendo la trayectoria eliptica de la Fig.
1.9, de tal forma que se cumple la restriccion

() (t) =k (1.51)
Si la ecuacion de la elipse es
P
R 1.52
" +ecoso (1.52)

con P y e constantes conocidas, encontrar

Wy = Wy (Ta ¢)

wy = we(r,¢)
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¥
L
r= P
l+ecosg

F.e=rconst

Figura 1.9: Particula sobre una trayectoria eliptica.

Solucién. Si se hace
g =7, go = ¢

donde
r>0 0<o¢<2m

de la Fig. 1.9 se obtiene

7 COS ¢ = (1 COS @

8

= rsen¢ = ¢ senqs

Estas funciones componen una transformacién como puede verificarse de man-
era muy facil, entonces las coordenadas (7, ¢) forman un sistema de coorde-
nadas generalizadas. Se determinan ahora los coeficientes de Lamé

or \ 2 dy >

y dado que
or Ccos Oy _ sen
O q1 sen q 0 ¢1€OSq
5 = Q1 2 Ao =0 2
0qz 0q2

se tiene entonces que
Hl = 17 H2 =q1
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Ahora pueden determinarse las componentes de la velocidad mediante

Vg, ‘= 411G, 1= ]-a 2
asi que
Uy = @1, o bien, v, =7
Vg, = (1G2, O bien, v, =10

En vista de que el sistema de coordenadas en cuestién es ortogonal, la energfa
cinética, con m = 1, estd dada por

1
T=-v?=

5 (& + id3)

N —

lo cual permite el célculo de las componentes de la aceleracién via la expresion

Yo T et \og ) agq |0 T

por lo cual
Wy = G — @3, o bien, w, =7 — 1’ (1.53)
1d ) . . ) » -
Wey = @ dt (61d2) = 2G1d2 + q1q5, 0 bien, w, = 27¢ +r¢  (1.54)
1

Por otro lado, de (1.51) se sigue

mientras que de (1.52) y la relacién anterior

Peéﬁ sen ¢ e ke

. 2 y
F=-———7/7/9—5 = —=r‘¢gsen¢ = — sen
(1+ecosg)® P pseng P ¢
A partir de estas dos ultimas expresiones se obtiene
- 7 2k%e sen ¢
= —2k— =-—
¢ r3 P
. ke - k2e cos ¢
r o= ng cos P = > 2
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La sustitucién de estos cuatro resultados en (1.53) y (1.54) llevan finalmente
a las expresiones buscadas

k2 p P k2
w, = —s|ecosp——)=——
Pr? r Pr?
w, =0
|

Si bien la velocidad y la aceleracién han sido obtenidas por un proceso
similar de derivacion, tienen caracteristicas bien distintas, en particular, la
aceleracion es el resultado de dos componentes de aceleracién muy importantes.
El estudio de estos elementos es la motivacion de la siguiente seccion.

1.5. Aceleraciones Normal y Tangencial

Una particula en movimiento, en general estd sujeta a una aceleracién que
puede ser vista como formada de dos componentes perpendiculares: una tan-
gencial a la trayectoria, responsable del cambio de magnitud de la velocidad
del movil, y otra normal, a la cual se debe el cambio de direccién. En la Fig.
1.10 se muestran las direcciones de estas aceleraciones y su relacién con la
trayectoria, donde 7 y n son vectores unitarios en las direcciones tangencial y
normal, respectivamente.

Z
v -
T
P
n
k r \ (radic de
\’_/ \\p ourvatura)
: ¥
]

i

Figura 1.10: Vectores normal y tangencial a la trayectoria.

En el sistema ortogonal cartesiano formado por los vectores T y n la aceleracion
se representa en la forma
W = W, T + Wyl (1.55)
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donde, en particular,
_dv

Cdt
con v siendo la magnitud de la velocidad en el punto p. Respecto de la com-
ponente wy,, su valor estd dado en el siguiente resultado.

W

Lema 1.7 Si el radio de curvatura de la trayectoria en el punto p es tal que

p70

la componente normal de la aceleracion en p queda expresada por

Wp = — 1.56
P (1.56)

Prueba. Dado que la componente normal de la aceleracién es tan solo
responsable del cambio en la direccion de la velocidad, para determinar dicha
componente normal se puede considerar que la magnitud de la velocidad es
constante. La Fig. 1.11 muestra un segmento de la trayectoria de la particula

v(t+At)

travectaria

Figura 1.11: Velocidades, radios y centros de curvatura en dos instantes dis-
tintos.

de la Fig. 1.10 con los vectores de velocidad y los radios de curvatura en dos
instantes de tiempo: en el instante ¢ se supone que la particula tiene velocidad
v (t) y se encuentra en el punto A de la trayectoria, la cual en ese punto tiene
radio de curvatura p (t) y centro en el punto Oq; en el segundo instante, ¢+ At,
la particula se halla en el punto B con velocidad v (t + At) y la trayectoria
tiene radio de curvatura p (t + At) y centro en O,. El punto en que se cruzan los
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(a) (b)

Figura 1.12: Detalle de la figura anterior.

radios de curvatura se denota por O. Los puntos A y C' se encuentran sobre una
circunferencia con centro en O, por lo que estdn a la misma distancia de este
centro: A sobre p (t) y C sobre p (t + At) .La parte (a) de la Fig. 1.12 muestra
en detalle el tridngulo ADE formado por las velocidades v (t) y v (t + At),
el cual es isésceles en vista de que la magnitud de la velocidad permanece
constante. Por otro lado, la parte (b) de la misma figura muestra en detalle el
tridngulo isésceles ACO de la Fig. 1.11. Claramente estos dos tridngulos son
semejantes, y se puede establecer la relacion

DE  AC
v AO
donde AC, DE y AO representan la distancia entre los puntos en cuestién.

De la relacién previa, dividiendo sobre la diferencia de tiempos y tomando el
limite cuando ésta tiende a cero

o DE_ 1 AC
Ao At a0 AO At
pero
AC — Nsy AO — p(t) cuando At — 0

donde s es el desplazamiento sobre la trayectoria efectuado por la particula.
Estas consideraciones y el hecho de que

ds
v=—
dt
llevan a que
 DE ?
Wy = lim — = —

At—0 A\t
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]

Si bien la prueba se hizo considerando que el movimiento es planar, lo anterior
vale en el caso tridimensional, puesto que en el limite este tltimo tiende al
primero.

El lema previo involucra el radio de curvatura p de la trayectoria; en el siguiente
ejercicio se dan expresiones titiles para el cdlculo de este importante elemento.

Ejercicio 1.6 Sean conocidas la velocidad v y la aceleracion w, determinar
la expresion para el cdlculo del radio de curvatura p.

Solucién. La expresion buscada puede obtenerse por dos vias distintas.
1). Via la relacién (1.12). Con ésta, haciendo

b=wya=v
la aceleracién puede expresarse en la forma

vl v lw]

W =

v (%

donde los vectores v y [v, [w, v]] son ortogonales. Considerando que

V = UT

y que el vector % tiene la direccién n, a partir de (1.55) se concluye que

las aceleraciones tangencial y normal estdn dadas, respectivamente, por

w, = VW) (1.57)
v
' [v.[w.v])
v, W,V
wp = (1.58)
de donde, empleando (1.6), se tiene que
v, [w, vi]| = v[[w, V]|

ya que el dngulo entre v y [w,v] es /2. Entonces (1.58) se reduce a

Wy = HW{(’}V” (1.59)

<
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se concluye que

(1.60)

]
Solucién. 2). Del diagrama vectorial de la Fig. 1.13 y considerando el
teorema de Pitdgoras se tiene que

2 w2 (1.61)

Wp = /W

Ahora bien, tomando de la primera solucién la relacién (1.57) y sustituyéndola

Figura 1.13: Composicién del vector aceleracion.

en la expresion previa, ésta se rescribe como

(1.62)

|

Aunque las expresiones (5.17) y (1.62) obtenidas en el ejercicio anterior para el
célculo de p parecen a primera vista distintas, claramente deben de ser iguales,
el siguiente ejercicio muestra este hecho.
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Ejercicio 1.7 Mostrar que se verifica la siguiente igualdad

v3 v?

[EXI Yy
Solucién. Nétese que

(v, w)

asi que

\/@ - \/w2 [1 — cos? (V,w)] = w [sen (V, w)| = HW;)V“

de donde se obtiene la igualdad buscada. m
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Capitulo 2

Cinematica del Cuerpo Rigido

En este capitulo se introduce el concepto de cuerpo rigido y se obtienen expresiones
bastante generales para la descripcién de la cinemadtica de este ente mecédnico. Una
herramienta fundamental para el estudio de la cinemética del cuerpo rigido es el
teorema de Euler, con el cual aparecen conceptos importantisimos como velocidad
y aceleracion angulares, los cuales permiten el cédlculo de la velocidad y aceleracién
de los puntos del cuerpo. En particular el método puede extenderse al caso del
movimiento de un punto en presencia de un sistema coordenado relativo mavil,
tema que se aborda en la seccién final.

2.1. Velocidad Angular

Los conceptos siguientes son béasicos en este capitulo.

Definicion 2.1 Se dice que un conjunto C de puntos en el espacio forma un
cuerpo rigido si

lra(t) —rp(t)| = const, VA,BeC (2.1)
donde r4(t) y rp(t) son los vectores de posicion de los puntos A y B, respecto

de algin punto de referencia O. En otros términos, C es un cuerpo rigido si la
distancia entre sus puntos se mantiene tnvariante en el tiempo.

Definicién 2.2 Supongase que C es un cuerpo rigido. Considérese que el pun-
to de referencia O es tal que

lra(t)] = const VAecC

en tal caso se dice que O es un pivote del cuerpo rigido C. Esta situacion se
tlustra en la Fig. 2.1.

33
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Figura 2.1: Cuerpo rigido con un pivote.

El movimiento importante en un cuerpo rigido en relacién con un pivote
es la rotacion respecto de este punto. El siguiente teorema caracteriza este
movimiento.

Teorema 2.1 (Euler) Si O es un pivote del cuerpo rigido C, existe un vector
w(t) tal que

d
%rA(t) = [w(t),ra(t)], VAeC (2.2)

donde r4(t) es el vector de posicion de A respecto de O. Ademds w(t) no
depende de A.

Prueba. Puesto que O es un pivote de C, se tiene
ra(t) = const, VAeC

es decir

ri(t) = const

o bien,
(ra(t),ra(t)) = const

La derivada temporal de esta expresion resulta

d
5 (Ea(t),ea(t) = 0 (2.3

donde, por las propiedades del producto interno

d .
2 (ra(t), ra(t) =2 (Fa(t). ra(t))

asi que de (2.3) se llega a
(Fa(t),ra(t)) =0
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lo cual significa que los vectores I 4(t) y r4(t) son ortogonales y entonces existe
un vector w(t) tal que

t4(t) = [w(t),ra(t)] (2.4)
Falta mostrar que w(t) no depende del punto A, para ello introdizcase un
sistema coordenado cartesiano con origen en el pivote O y respecto del cual C
estd fijo, no experimenta movimiento alguno. Estas condiciones se ilustran en
la figura 2.2.En este sistema de coordenadas se tiene por un lado

Z' -~

Figura 2.2: Cuerpo rigido con pivote O y un sistema coordenado fijo al sélido.

W(t) = we(t)i(t) +wy(t)j(t) +w.()k(t) (2.5)
y por otro
ra(t) = zai(t) +yaj(t) +zak (1) (2.6)
con T, ya y za fijos pues el sistema coordenado se mueve con C, asi que
. d, d. d
T4(t) = Ta i (t) + Ya—] (t) + 2ak (t) (2.7)

Con las representaciones (2.6) y (2.5), para el lado derecho de (2.4) se obtiene

Ww(t),ra(t)] = i(wyza —w:ya) +j(Wera —weza) + k(waya — wya)
= T4 (wj—wyk)+ya (wk —w,i) + 24 (wyi—w.j) (2.8)
donde no se ha escrito la dependencia de ¢ a fin de simplificar las expresiones.
La sustitucion de (2.7) y (2.8) en (2.4) permite obtener las siguientes relaciones
4i=w,j—wk
Lj=wk —w,i (2.9)
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las cuales muestran que para caracterizar a w (t) basta conocer el compor-
tamiento de los vectores unitarios del sistema elegido ubicado en al pivote, sin
ninguna dependencia del punto A. m

Definicién 2.3 Dado un pivote O de un cuerpo rigido C, al vector w(t) que
aparece en el Teorema de Fuler se le denomina velocidad angular de C re-
specto de O y a la linea que pasa por O y es paralela a w(t) se le llama eje de
rotacion.

Del teorema anterior se desprenden tres conclusiones interesantes, mismas que
enseguida se enumeran.

1. Como cabia esperar por (2.2), a partir de (2.9) se verifica

d d

d
—1 = i —1 = i —k: k
Si= i), 2=l .1

dt

2. De (2.2) se sigue que si w # 0, 4 = 0 si y sélo si A se encuentra sobre
el eje de rotacion.

3. Un sistema coordenado puede verse como un cuerpo rigido. Es claro
que el origen del sistema es un pivote. Dado que un vector genérico r
referenciado a este sistema coordenado puede ser expresado de la forma

r=re;
con e, un vector unitario en la direccién de r, su derivada estd dada por
r = re, +ré,

pero ya que
ér = [w7 er]

para algiin w y en vista de que
rw, e] = [w,r]
resulta para la derivada de r

I =re, + [w,r] (2.10)

El resultado que sigue aborda el caso planteado en la Fig. 2.3, en el cual un
cuerpo se encuentra sometido a rotaciones alrededor de distintos ejes, pero es
posible referir todas ellas a un pivote comun.
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Figura 2.3: Rotaciones con pivote comuin.

Lema 2.1 Si en el movimiento de un cuerpo rigido C se pueden distinguir
varias velocidades angulares w;, i = 1,...,n, todas ellas referidas a un pivote
comun O, entonces el vector

D=wtws+ 4w,
es tal que cualquier punto p € C tiene por velocidad
v, = [Q, 1] (2.11)
donde tanto v, como r, estin referidos a O.

Prueba. Por el principio de superposicién, la velocidad de p € C se expresa

Como
n
Vp = E :Vi,p
i=1

donde, dado que el pivote es comin,
Vip = [wi, T

y por la propiedad de distributividad del producto vectorial sobre la suma de

vectores
n
Vp = [E :wi,p,rp]
i=1

de donde se obtiene el resultado. m

Los ejemplos siguientes ilustran dos casos: el primero cumple con las condi-
ciones exigidas en el lema anterior, por lo que las rotaciones presentes se pueden
reducir a una sola; el segundo no.
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Ejemplo 2.1 El cilindro de la Fig. 2.4 se encuentra simultdneamente someti-
do a las velocidades angulares coplanares wi y we como se ilustra. Se va a
mostrar que estas rotaciones pueden referirse a un mismo punto, el pivote
comin, por lo que existe una velocidad angular equivalente.

,ﬂ
ks.

£

£

]
o~

_l_|

Figura 2.4: Cilindro sujeto a dos rotaciones paralelas.

Solucién. En la Fig. 2.5 se muestra el diagrama con los vectores w; y ws.
El efecto de este conjunto no se altera si se agregan los dos vectores designados

Figura 2.5: Rotaciones del cilindro.

CcOmo wy y —wy. Sean
!/ !/
Wl =wi +wp, Wwhi=ws—wp (2.12)

Inmediatamente se ve que puede identificarse un pivote comin O para los
vectores w) y w), por lo que en vista del lema anterior existe el vector

o !
Q= w; + wj
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que tiene el mismo efecto conjunto de w’ y wh, pero, por (2.12) se sigue
Q= w1 + wsa

El pivote comiin encontrado depende de la magnitud de wy elegida, es decir, el
pivote comtin para €2 no es inico, pero todas las posibilidades se hallan sobre
una misma vertical, cuya posicién se determina ahora.

Con relacién a la Fig. 2.5 se tiene

)

w1

c c
wo a wop b

de donde w
b="2a (2.13)
w1
Ahora bien,
l=a+0b

que en combinacién con (2.13)

o bien

Ejemplo 2.2 Considérese un cuerpo sujeto a dos wvelocidades angulares no
coplanares wy y wa, referidas a los pivotes Oy y Oy, respectivamente, como se
detalla en la Fig. 2.6. Muéstrese que no existe una rotacion que produzca el
mismo efecto combinado que w1 Yy wo.

Solucién. De nueva cuenta la velocidad de un punto genérico p del sélido
queda dada por el principio de superposicién. Para simplificar supéngase que
el pivote O, estd fijo en el espacio, asi que por el teorema de Euler

Vp = [w2, Oap] + [w1, O1p]

pero, nétese que

Osp = 0201 + O1p

con lo cual L
Vp = [wl + wa, Olp} + [Ldg, 0201} (214)
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Figura 2.6: Rotaciones en planos oblicuos.

expresion que no puede ser reducida a una del tipo
Vp = [wl + Wwa, O’p}
para algiin pivote O'. Notese, sin embargo, que en el caso en que w; y ws sean

coplanares, entonces sus lineas de rotacién se cruzan en algin punto, O, de
modo que se tiene entonces

[wg, 0/02:| = O, [wl, O’Ol] =0 (215)
La suma de las expresiones (5.31) en el lado derecho de (2.14) lleva a
Vp = [wl + wQ,O_lp} + [U.Jg, 0,0Q + 0201} + [U.Jl, O’Ol (216)

Y ya que

0’0y + 0,0, = 0’04

(2.16) se reduce a
Vp = [wl + Wwa, O/Ol —1-0_1]7}

o bien, puesto que

0’014+ 01p=0'p

se tiene finalmente
Vp = [wl + Wwa, O’p}

como se esperaba por el lema anterior. m
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2.2. Movimientos Complejos para el Cuerpo
Rigido

Hasta aqui se ha hecho el estudio de las velocidades de los puntos de un cuerpo
rigido debidas a la rotacién respecto de uno de sus pivotes, el cual puede estarse
moviendo; en esta seccion se obtienen la velocidad y aceleracion absoluta de
los puntos del cuerpo respecto de un sistema coordenado inmévil externo al
cuerpo.

Sea C un cuerpo rigido y O uno de sus pivotes, el cual se ha escogido como el
origen de un sistema coordenado S que se mueve fijo al cuerpo, por lo que S
recibe el nombre de sistema relativo. A su vez este conjunto esté referenciado
a un sistema de coordenadas inmévil &', llamado sistema absoluto, con origen
en un punto O'. La Fig. 2.7 ilustra los detalles.Un punto p € C cuya posicion es

Figura 2.7: Un cuerpo rigido y sus referencias absoluta y relativa.

funcién temporal, puede ser representado con dos vectores de posiciéon depen-
dientes del tiempo: r), () respecto del sistema S, llamado posicidn relativa, y
O'p (t) respecto del sistema S, llamado posicion absoluta. Entre estos vectores
de posicion existe la relacion
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o bien,

donde

representan, respectivamente, las velocidades de p y O con respecto a S’, por
lo que reciben el nombre de velocidades absolutas. Ahora, por el teorema de
Euler se tiene que existe un vector w tal que

I, = [w7 rp]
por lo que la velocidad absoluta de p queda dada finalmente por
v, = Vo + [w, 1] (2.17)

Observacién 2.1 Considérese que f,g : [0,00) — R3 son funciones tempo-
rales. Se verifica facilmente, a partir de la definicion de producto vectorial dada
en el Cap. 1, que

CH) .20 = [F0).s0] +F@0).20) (2.18)

Considerando (2.18), de la derivada temporal de la expresién (2.17) se obtiene
Vp = Vo + [w,rp] + [w, Ty

o bien
W, = Wo + {"b?r] + [wa I'] (219)

donde

Wy, 1=V, Wp:i=Vp

reciben, respectivamente, los nombres de aceleraciones absolutas de p y de O,
pues estén referidas a S'.

Definicién 2.4 La cantidad
€i=w

se llama aceleracion angular de C respecto del pivote O.
Por la definicién anterior y el teorema 1, (2.19) se rescribe finalmente como

w=wo + [e, 1] + [w, [w, ]] (2.20)
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Definicién 2.5 En vista de las caracteristicas del término [w, [w,r]] que aparece
en la expresion (2.20), se le llama aceleracion tendiente al eje.

El siguiente ejercicio hace un interesante uso del teorema de Euler para calcular
€.

Ejercicio 2.1 El cono solido que se muestra en la Fig. 2.8 estd rodando sin
deslizar con velocidad constante. Calcular w y €.

15° y

Figura 2.8: Cono sélido rotando.

Solucién. Por las caracteristicas geométricas del sélido, el movimiento
puede ser descompuesto en las dos rotaciones mostradas en la Fig. 2.8, de las
cuales w; es constante tanto en magnitud como en direccién. De (2.11)

W = Wi + wsy
donde, de acuerdo a la Fig. 2.8,
w1 = Wlk

Ya que el conjunto de puntos del cono que se encuentra sobre el eje y tiene
velocidad nula, éste es el eje de rotacién, es decir, sobre este eje se encuentra
w, por tanto, de la Fig. 2.9

W= —wij
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Figura 2.9: Diagrama de velocidades angulares.

Entonces, dado que w; es constante

e'—w——wi
A7

Ahora bien, la configuracién mostrada en la Fig. 2.9 estd rotando con velocidad
angular dada por w;, entonces por el teorema de Euler

E. = [wl,j] = wii

asi que

— 25

2.3. Movimiento Complejo para un Punto

La descripcién del movimiento de un punto respecto de un sistema fijo, pero
empleando un sistema auxiliar mévil, tiene resultados muy interesantes. Estos
aspectos se tratan en esta seccion.

Considérese un punto p referido a un sistema coordenado S con origen O,
que va a ser llamado sistema relativo. El sistema S resulta un sistema movil
cuando se le referencia a un sistema coordenado fijo S’ con origen O’; el cual
se llamard absoluto. Esta situacion se describe en la Fig. 2.10.Supdngase que el
punto p tiene por vector de posicién respecto de S, llamado vector de posicion
relativa, a

r:[x Y Z]T
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) )

Figura 2.10: Un punto y sus referencias absoluta y relativa.

o bien,

r=zxi+yj+zk (2.21)
si se considera el sistema de vectores unitarios correspondientes a S. Respecto
del sistema absoluto &', el llamado vector de posicion absoluta de p resulta

Tops = O/O +r

o bien, usando la descripcién (2.21),

Tos = OO +xi+yj+ zk

Esta expresion permite obtener facilmente la velocidad absoluta del punto p,
a saber,

d d d
= g, = it ke iy 999
Vab Taps = Vo +Xi+yj+ 2 +Idtl+ydtJ+Zdt (2.22)

donde vp := O'O representa la velocidad del origen O respecto de S’. Si se
define la velocidad relativa de p como

Vi 1= @1+ 7j + 2k (2.23)

y se tiene en cuenta por el teorema 1 que existe una velocidad angular w
respecto del pivote O tal que
d

i = fw. ] dij:[w,j], %k:[w,k] (2.24)



46 CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

la velocidad absoluta de p dada en (2.22) tiene la expresién
Vabs = VO + Vyert (W, T] (2.25)
Si, ademads, se define la velocidad de translacion de p como
Vi = Vot [w, 1] (2.26)
la expresion final para (2.25) resulta
Vabs = Vir + Viel (2.27)

Mediante un proceso similar al seguido, la derivacién temporal de (2.25) per-
mite obtener la expresion para la aceleracion absoluta de p, es decir respecto
de &', de la siguiente forma

e e d d d
Waps = Vaps = Wo + 21+ yj +zk+¢£i+yaj +2%k+ (W, r] + [w, ] (2.28)

donde wp := vp = O'O y se ha empleado (2.23). Nétese que con (2.24) y la
definicién de velocidad relativa (2.23), se tiene

B i 2k = [0, Ve (2.20)
ademds, recuérdese de (2.10) que
I'= Ve + [w,1] (2.30)
por lo que el tltimo término del lado derecho de (2.28) puede rescribirse como
[w, ] = [w, V] + [w, [w, 1]] (2.31)
Ahora, si se define como aceleracion relativa de p la cantidad
W, = 21+ yj + 2k (2.32)

de la sustitucién de las relaciones (2.29, 2.31 y 2.32) en (2.28) se obtiene para
la aceleracion absoluta de p

Waps = Wo + Woet [€,1] + 2 [w, Vi) + [w, [w, 1] (2.33)

donde se ha usado el concepto de aceleracién angular € := w previamente
introducido.
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Con la misma idea con que se defini6 la velocidad de translacién en (2.25), se
define la aceleracion de translacion de p como

Wy, = Wo + e, 1] + [w, [w, ]| (2.34)
entonces la expresién (4.4) toma la forma
Wabs = Wi 1 Wrel TWeor (235)

donde
Weor 1= 2 [w, Vi (2.36)

representa el importante término denominado aceleracién de Coriolis de p.

2.4. Ejemplos y Ejercicios

Podria pensarse que las aceleraciones de translaciéon y relativa definidas en
la seccién previa son las derivadas de las velocidades respectivas. El ejercicio
siguiente muestra que este no es el caso.

Ejercicio 2.2 Muéstrese que
Wi # Vi
Wirel 7£ ‘.frel
Solucién. Recuérdese que
Vi = Vo+ [w, r]

y por tanto
‘./tr = Wo+ [U.J, I'] + [w>r]

Recuérdese de (2.30) que
I = Ve + [w, 1]

con lo cual
Vi, = Wo+ [e,1] + [w, [w, 1] + [w, v,

o bien, con las definiciones (4.5) y (4.6)

Vi = Wy + §Wcor

Por otro lado
Viyel = T -+ yj + Zk
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de donde
. e e d, .d, .d
Vel = T1+Yj + zk+xal+y%‘] + z%k
y con (2.32)
Vye = i+ yj + 2k + (W, Vel
y, finalmente, con las definiciones (2.32) y (4.6)
1

Viel = Wrel T = Weor

2

]

Aunque el siguiente ejemplo se puede resolver ficilmente sin recurrir a los
resultados obtenidos en la seccién anterior, se prefiere utilizarlos pues resulta
muy adecuado para ilustrarlos.

Ejemplo 2.3 Una particula se desliza sobre la varilla de la Fig. 2.11. La

¥
o=0' \
— ¥
=Z'[\ o
P S=(Oxyz)
S'=(D'X'Y'Z')
x' X

Figura 2.11: Particula que se desliza sobre una barra oscilante.

varilla oscila respecto de la vertical formando un dngulo que evoluciona segin
la ley

() = @y sen (wot)
mientras que la particula se mueve sobre la varilla en forma tal que la distancia
recorrida sobre ésta sigue la regla

1
OP (t) = —at?
2
Determinar la velocidad v, y la aceleracion waps de la particula respecto del

sistema coordenado fijo dado.
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Solucién. Denétese por S’ al sistema coordenado fijo con origen O’ ilustra-
do en la Fig. 2.11. Sea S el sistema coordenado con origen O comiin con O’
que oscila con la varilla y cuyo eje de abscisas coincide con ésta. Designense
por i,j,k los vectores unitarios de S y por i',j’ k" los de §’. En el sistema S el
vector de posicién relativa de la particula tiene la expresion

1
r = —at’i
50

Ahora, de acuerdo con (2.27), la velocidad absoluta de la particula estd dada
por
Vabs = Vir + Vil

donde, en vista de las condiciones del problema, la expresién (2.26) resulta
Vi = |w, 1]

con
w(t) =wk, w=p=puwocos(wot)

entonces

1
Vi = —atij

2
Por otro lado, para el caso presente la expresion (2.23) tiene la forma particular

Vv, = ati (2.37)

entonces 1
Vaps = at1 + §at2wj
o bien, dado que

i = cospi’ + sen pj’
j = —senpi’ + cos ¢j’

en el sistema fijo 1',j’,k’
1
Vas = at(cospi +sengj’) + éatQaJ (— sen i’ + cos pj’)
1 . 1 ot
= at|cosyp — §twsen<p 1 +at|senyp+ §twcos<p J

La aceleracién absoluta puede determinarse por (2.35), es decir

Wabs = Wir + Wiel+Wegr
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donde, para el caso presente

Wi = [E,I‘] + [wa [war]]

con
e=ck, ¢=¢=—pywssen (wot)
entonces
1
le,r] = §at25j
L 5 o
(W, [w,r]] = —§at wi
con lo cual

Wy, = %at2 (—w?i + €j)

Respecto a la aceleracion relativa, estd dada por (2.32), que en el caso actual
tiene la expresién
Wrel = ai

mientras que la aceleracion de Coriolis, determinada por
Weor = 2 [W, Vel
y considerando (2.37), resulta
Weor = 201Wj

Con estos resultados, la aceleracién absoluta queda dada por

1 1
Wops = (—aathQ + a) i+ (Qatw + §at25> J

1 1
Waps = @ {(—§t2w2 + 1) oS p — (Qtw + §t26):| i’ +
1 1
a l(—?ﬁzwz + 1) sen ¢ + (2tw + 51525) oS 4 J
n

El ejercicio que aparece enseguida se resuelve gracias al teorema de Euler.

o bien

Ejercicio 2.3 FEl cilindro de la Fig. 2.12 se encuentra sometido a dos rota-
ciones, una de ellas alrededor de su eje. Calcular la aceleracion angular € que
experimenta el cuerpo.
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Figura 2.12: Cilindro sujeto a dos rotaciones con pivote comun.

Solucién. Dado que O es el pivote comtin de w; y wo, la velocidad angular
Q.= W1 + wo

produce los mismos efectos sobre el cilindro que la aplicaciéon separada de
dichas rotaciones. Entonces la aceleraciéon angular estd dada por

g = Q = L:Jl + (.;JQ
y teniendo en cuenta el resultado (2.10)
€ = W1y, + Way, + W1€w, + W2y,

Nétese ahora que la configuracién mostrada en la Fig. 2.12 rota con velocidad
angular dada por ws, asf que por el teorema de Euler

wléwl = w1 [w2>ew1] = [w27w1] ) éw2 = [w2>ew2] =0

Yy en consecuencia

€ =Wy, + We€y, + [wa,wr]

Los problemas que se resuelven en los siguientes ejemplos ilustran los resultados
obtenidos en la segunda seccién.

Ejemplo 2.4 La Fig. 2.13 muestra un disco rodando con velocidad constante
y sin deslizar. Calcilense la velocidad y la aceleracion del punto genérico p
sobre la circunferencia del disco y en particular de los puntos A B, C' y D
indicados.
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Figura 2.13: Disco rodando con velocidad v constante.

Solucién. El punto més adecuado para fungir como pivote del disco es su
centro, de ahi que se elija como origen del sistema respecto del cual el cuerpo
es inmovil y cuya configuraciéon se escoge como se muestra en la Fig. 2.13.
A este sistema se le designa como S = (Oxyz) y a su sistema de vectores
unitarios como 1i,j,k. La velocidad absoluta de p respecto del sistema absoluto
S’ = (0'2'y'Z"), con vectores unitarios i’,j’ k', estd dada por (2.17), es decir,

Vp = Vo + [w, 1) (2.38)
donde
vy = vl
w = —wk (2.39)
ry = perp

con e, un vector unitario en la direccién de r,, vector de posicién de p respecto
del sistema S. Para calcular la velocidad angular w, nétese que la velocidad
absoluta del punto A es nula, es decir

vg=20
mientras que su vector de posicién respecto de S es
ra=—pj (2.40)
condiciones que sustituidas en (2.38) llevan a
vitwplk,jl=(v—wp)i=0

de donde se concluye
(2.41)

&
I
e



2.4. EJEMPLOS Y EJERCICIOS

Con (2.39) y (3.49), la relacién (2.38) se reduce a
vy =v (i [kex])

La expresion (2.42) permite calcular ahora las velocidades de los puntos B, C'
y D, cuyos vectores de posicién respecto de S, son

entonces

e, = -l
e, = J
e, = 1

vg = v(i—[k,—i])=v({i+])
ve = v(i—[k,j]) = 2vi

vp = v(i—-k,i])=v(i—}J)
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(2.42)

(2.43)

o bien, dado que se hizo la eleccién de la configuracién de S en forma tal que

i=1,
en el sistema fijo, se tiene

VB
Vo

Vp

i=i, k=¥
= v +])
= 20i

v -J)

Por (2.20), la aceleracién del punto p tiene la expresion

Wp = Wo + [Ev rp] + [wv [wv rPH

pero, dada la condicién de velocidad constante, se cumple que

WO:O, e=0

ademads, considerando (2.39) y (3.49), la relacién (2.44) se reduce a

U2

w, = i ko]

pero, por la Férmula alterna del triple producto vectorial (Cap. 1),

[k, [k.ep,]] = (ke )k — (kK e, = —e,

p

(2.44)

(2.45)
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con lo cual se tiene finalmente

entonces, considerando (2.40) y (2.43), para los puntos A, B, C'y D se cumple

2 U2 U2 U2

Wa = U_ja WpB = _ia Wp = __ja Wp = ——1
p p p

o bien, respecto del sistema S’

v? v?,, v? V2,

Wy = —.i/, Wp=—1, Wp= ——J'/, Wp =——1
P P P P

La Fig. 2.14 muestra graficamente este resultado. m

Figura 2.14: Aceleraciones en algunos puntos del disco.

Ejemplo 2.5 Considérese el mismo disco del ejemplo anterior, pero ahora
rodando con velocidad de magnitud constante y sin deslizar sobre una superficie
circular como se ve en la Fig. 2.15. Determinar la velocidad y aceleracion del
mismo punto genérico p sobre la circunferencia del disco y particularizar para
los puntos A, B, C' y D.

Solucién. De nueva cuenta se elige el centro del disco como origen del
sistema coordenado S = (Oxyz) fijo al disco, en tanto que el sistema de
referencia absoluto &' = (O'z'y’z’) se ubica en el centro de la circunferencia
sobre la que rueda el disco. Para fines del problema planteado, conviene elegir

para S la configuracién mostrada en la Fig. 2.15.
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Figura 2.15: Disco rodando con velocidad de magnitud constante sobre una
superficie circular.

La velocidad absoluta de p esta dada por la expresién general (2.17), es decir

vV, = Vo + [w, 1) (2.46)
donde
Vo = vi
w=—wk (2.47)
Iy = Per,

con e, un vector unitario en la direccién de r,, vector de posicién de p re-
specto del sistema S, cuyos vectores unitarios se van a denotar como i,j,k. La
magnitud de la velocidad angular w se determina del hecho de que la velocidad
absoluta del punto A y su vector de posicién respecto de S resultan

Vg = 0
ra=—pj (2.48)
con lo cual la expresién (2.46) da para este punto
vitwplk,jl = (v -wp)i=0

de donde
(2.49)

w =

R N

Con (2.47) y (2.49), la relacién (2.46) se reduce a

v, = (i— [k, e, ]) (2.50)
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y ya que los puntos B, C' y D tienen como vectores unitarios

e, = -l
€ = J (2.51)
e, = 1
por (2.50), se tiene
vg = v(i—-lk —i]) =v({i+})) (2.52)

ve = v(i—[k,j]) = 2vi
vp = v(i—-k,i])=v(i—}])

Ahora bien, si se denotan como 1',j’,k’ los vectores unitarios del sistema fijo
&', se siguen las siguientes relaciones

i = cospi’ + sen pj’
j = —senpi’ 4 cos ¢j’
k =k

por lo que en el sistema fijo, (2.52) se presentan como

v = wv(cospi’ + senj — sen pi’ + cos ¢j’)
= v(cosp —senp)i + v (seng + cosp)j’

ve = 2v(cospi’ + sen gj’)

vp = v (cosei’ + sen i + sen pi’ — cos ¢j’)

v (cos +sen )i’ + v (senp — cos ) j’
Recordando (2.20), la aceleracién del punto p estd dada por
w, = Wo + [e,1,] + [w, [w,1,]] (2.53)

donde, ya que la velocidad angular w es constante y la trayectoria de O es
circular con radio de curvatura R — p, se cumple que

=0
T e (2.54)
Wo = pr']

Las relaciones (4.42) junto con (2.49) permiten obtener para (2.53)

U2 2

.
Wp:R_p +?[k’ [k,erp]]
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y con (2.45)

v? v?

j— —ex, 2.55
R (2.55)

Finalmente, la expresién (2.55) junto con (2.48) y (2.51) dan para las acelera-
ciones de los puntos pedidos A, B, C'y D

Wy = U2<;+l)j
R—p p

Wp:

W v2<1i+—1 j>
B = -
p R—p
w Uz<_1 1),,
c = -~
R—p p
w 1)2< 1i—|——1 J>
D = -
p  R—p

o bien, respecto del sistema S’

1 1
Wy = v2< + )(—Sengpi'—l—cosgoj’)
p

R—p
v2 2
wp = — (cospi’ +sengj) + (—sen i’ + cos pj’)
p R—p
2(1 )‘I 2(1 1 >.I
= ~cosp — senp |i' +0° | —senp + cos ¢ | j
p = p R—p
wo = L 1 (—sen i’ + cos pj’)
R—p
02 2
v Y of
wp = —— (cospi’ +sengj’) + (—sen i’ + cos @j’)
p R—p

2( 1 1 ),, 2( 1 1 ),,
= v | ——cosp— senp |1 +v° | ——senp + cosy | ]
p R—p p R—p

Ejemplo 2.6 En el tren de engranes de la Fig. 2.16 el primer engrane gira
con una velocidad angular wq alrededor de su eje, mientras que el tren como
congunto lo hace con una velocidad angular €2 alrededor de un eje que coincide
con el del primer engrane.Determinese la velocidad angular de cada engrane
wi, 1=1,2,--- n.

Solucién. La férmula
Vp = Vo + [w7rp]
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Figura 2.16: Tren de engranes rotando.

serd la apropiada para resolver este problema, para ello, se elige al sistema
coordenado & = (O'x'y'2") que se muestra en la Fig. 2.16 como el sistema
absoluto. En este sistema se tiene

Q=-QK

Para la determinaciéon de w; nétese que el punto Ay de contacto entre los
engranes ( y 1, tiene la misma velocidad sobre los dos engranes. Para calcu-
lar la velocidad de Ag; sobre el engrane 0, se fija a este engrane el sistema
So = (Opzoyozo), con vectores unitarios denotados ip,jo,ko coincidentes con
los vectores unitarios i,j,k de S&’, y con origen en el centro de dicho engrane.
En estas circunstancias se tiene que

wo = woko
mientras que el vector de posicién de Ay respecto de Sy es ro = pyio, asi que
Viag = Vo, T+ [wﬂa I‘o] = Wopoj[) (256)

pues vp, = 0. Por otro lado, para determinar la velocidad del mismo punto
Ag1, pero ahora sobre el engrane 1, se fija el sistema S; = (O1x1y121) al centro
de este engrane en forma similar a como se hizo con el engrane 0, es decir,
con los vectores unitarios iy,j1,k; coincidentes con los vectores unitarios 1i,j,k
de §’. En esta situacién

w; = —wik;

en tanto que el vector de posicién de Ay respecto de &; resulta ry = —p;iy,
asi

VApr = VO, + [wb rl] = [_Q (pO + pl) + wlpl]jl (257)
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De (2.56) y (2.57) se concluye que

wi :w0@+ﬂp0+p1

P1 P1
El conocimiento de w; permite determinar ws siguiendo un procedimiento
similar y asi sucesivamente. Para obtener la férmula general, considérense los
engranes ¢ — 1 e 7 y el punto de contacto A;_; ;. Fijese al engrane ¢ —1 el sistema
Si-1 = (0;—17;_1Yi—12i-1) , de vectores unitarios i;_1,j;—1,k;—1 coincidentes con
los vectores unitarios i,j,k de S’, con lo cual

Wwi—1 = (—1)i_1 wi—1kiq

mientras que el vector de posicién de A;_;; sobre el engrane i — 1 se expresa
como r;_1 = p;_;1;_1, entonces

VA1 = VO +[wi—1?ri—1]
i—2
= [—Q <P0 + Qij + pz’l) + (_U%l Wilpi1] Ji-1 (2.58)
j=1
Ahora fijese el sistema S; = (O;z;¥;2;), de nueva cuenta con sus vectores

unitarios i;,j;,K; coincidentes con los vectores unitarios i,j,k de S’, al engrane
1, asi que se tiene

r, = —pi
y en consecuencia
i—1 ‘
Vi, = Vo, +|wir] = [—Q (po + Zij + pi> + (1) wl-,oz-] Ji (2.59)
j=1

De la igualacién de las partes derechas de (2.58) y (2.59) se llega a

Piz1 | (—1)*! QPiz1 P
Pi Pi

Wi = Wi—1
[ |

Ejemplo 2.7 Considérese el tren de dos engranes mostrado en la Fig. 2.17.
Suponiendo que en un instante dado t se conocen las velocidades y acelera-
ctones angulares wy, €9 del engrane 0 y ), € del tren, determinar las corre-
spondientes wy, €1 al engrane 1.
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Figura 2.17: Tren de dos engranes con rotacién acelerada.

Solucién. El engrane de la Fig. 2.17 es un caso particular del considerado
en el ejemplo anterior, por lo que si se ubican los sistemas de coordenadas
absoluto &’ = (O'2'y'2") y So = (Oozoyoz0) vy S1 = (O121y121) relativos a
los engranes 0 y 1 como en tal ejemplo, un procedimiento similar al seguido

permite concluir que

wi :WO@ +QP0+P1

P1 P1
y de la derivada
P1 P1

2.5. Cinematica de Rotacién de un Cuerpo
Rigido

Definicién 2.6 Si un cuerpo rigido se mueve en forma tal que uno de sus
puntos permanece fijo respecto de algin sistema coordenado, se dice que el
cuerpo experimenta un movimiento de rotacion respecto del punto inmdouvil.

2.5.1. Rotaciones finitas

Supongase que el cuerpo rigido mostrado en la Fig. 7 estd sujeto a un movimien-
to de rotacion respecto del punto O. Supéngase que se fija al cuerpo un sistema
coordenado, es decir, el sistema estd sujeto al mismo movimiento de rotacion
que el cuerpo. Considérese que los sistemas coordenados mostrados son las
posiciones del sistema coordenado fijo al cuerpo en dos instantes distintos:
por ejemplo al tiempo ¢; la posicién del cuerpo corresponde a la del sistema
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coordenado xyz, en tanto que al instante 5 la posicién queda descrita por el
sistema coordenado £n(.

Un movimiento como el descrito en la Fig. 7 recibe el nombre de rotacién
finita del cuerpo y se le denota, para la situacién descrita en la mencionada
figura, por

(zyz) — (£nC)

Una rotacién finita se puede obtener como la aplicacién secuencial de rota-
ciones alrededor de los ejes coordenados del sistema correspondiente al instante
inicial, en este caso xyz, llamadas rotaciones elementales. La secuencia
elegida para las rotaciones elementales recibe el nombre de descripcién de
la rotacion.

Descripcién de Euler
Esta descripcién corresponde con la siguiente secuencia:
1. Rotacién elemental alrededor del eje z, es decir
(xyz) — (2'y'2), 2=2:9 (2.60)

donde x'y'z" es la configuracién que presenta el sistema coordenado al
final del giro. El dangulo girado ¢ se llama angulo de precisién.

2. Rotacién elemental alrededor del eje x/, es decir
(2'y'2") — (2"y"2"), 2'=2":6 (2.61)

donde z"y"2" es la configuracién que presenta el sistema coordenado al
final del movimiento. El dngulo girado 6 se llama dngulo de nutacién.

3. Rotacion elemental alrededor del eje ", es decir

(ZL’”y”Z”) N (xl/ly/llzl/l) , y/l — y/l/ . SO (262)

donde 2"y 2" es la configuracién del sistema coordenado al final de la

rotacién. El dngulo de giro se llama dngulo de rotacién propia.

Definicién 2.7 Los dngulos (1,0, p) correspondientes a la descripcion de Euler
reciben el nombre de angulos de Fuler.
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Descripcién natural

La secuencia elegida para llevar cabo el movimiento es la que sigue:

1.

Rotacién elemental alrededor del eje x, es decir
(xyz) — (2'y'2), x=2":«

donde x'y/z" es la configuracién que presenta el sistema coordenado al
final del giro dado por el angulo a.

Rotacién elemental alrededor del eje 1/, es decir

n,on_n

(:L',ylzl)_)(xyz), y/:y//:ﬁ

donde z"y"2" es la configuracién que presenta el sistema coordenado al

final del giro dado por el dngulo j.
Rotacién elemental alrededor del eje 2, es decir
(I”y”z”) N (I///ylllzll/) 7 Z// — Z/// 7

donde z'y"2"" es la configuracién del sistema coordenado al final del

giro dado por el dngulo ~.

Definicién 2.8 Los dngulos (o, 3,7) de la descripcion natural se llaman dn-
gulos naturales.

2.5.2. Matriz de Rotaciéon

Definicién 2.9 Una matriz A € 33 tal que

|Ar| = |r| Vre®® (2.63)

se denomina matriz de rotacion.

En lo que sigue la matriz

denota a una matriz de rotacién genérica.
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Propiedades de la matriz de rotacion

La matriz de rotacién A tiene una serie de propiedades, las cuales se enuncian
y prueban en las lineas que siguen.

P1.
ATA=1 (2.65)

donde I es la matriz identidad de orden 3.
Prueba. (Por contraposicién) supéngase que

AT A #1
entonces para todo r € 3 se tiene

rT AT Ar # rTr

o bien,
| Ar[* # [r|?
asi que por (2.63), A no es matriz de rotacién. m
P2.
det A = +1.
Prueba. Por P1
det (ATA) =1

pero
det (AT A) = det AT det A = (det A)*

y la afirmacién sigue. m
Observacion 2.2 En base a P2 se califica a la matriz A como:

= rotacion pura si det A =1,

= rotacion mas reflexion especular si det A = —1.

P3.

AAT =1

Prueba. Por P2 existe (AT)_I, asi que premultiplicando por (AT)_1 y

posmultiplicando por AT la relacién (2.65) se tiene
(AT) P ATAAT = (AT) " AT

y ya que (AT)fl AT = T se sigue el resultado. m



64 CAPITULO 2. CINEMATICA DEL CUERPO RIGIDO

Corolario 2.1 De P2 y P38 se obtiene

AT = A7 (2.66)
Ademds, una matriz que cumple (2.66) es de rotacion.

Prueba. Posmultiplicando (2.66) por A

ATA=1

de donde para todo r € 3
r’ AT Ar = xTr

es decir

|Ar| = |r|

por tanto A es una matriz de rotacién. m
P4. Si A se escribe en las formas

a;
AZ[C_H a @3}, A= | a
as
donde a; y a;, © = 1,2,3, denotan la i—ésima columna y el i—ésimo renglén
de A, respectivamente, entonces
(@i, a;) = b4, <Qi,Qj> = 0jj
es decir, los vectores columna de A son ortonormales entre ellos y lo mismo
sucede con sus vectores renglén.

Prueba. La ortonormalidad de los vectores columna sigue de P2 y la de
los vectores renglén de P3. m

Observacién 2.3 Por PJ la matriz de rotacion A se dice que es ortonor-
mal. Ahora bien, del corolario previo se sigue que la ortonormalidad de A es
equivalente a la condicion (2.66).

Para enunciar la siguiente propiedad de A se requiere recordar un concepto.
Definicién 2.10 Dada la matriz
B=1[bj], ,j=12,...,n
para algin n entero, al producto
By = (1) M

donde M;; denota el determinante que se obtiene a partir de det B en el cual se
han suprimido el 1—ésimo renglon y la j—ésima columna, se le llama adjunto
algebraico del elemento (i,j) de la matriz B.
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Observacion 2.4 FEl concepto previamente definido tiene aplicacion inmedi-
ata en el cdlculo de las matrices inversas, a saber, si det B # 0, se verifica

41
~ detB

[B]] (2.67)

ij
donde B;"; denota al adjunto algebraico del elemento (i,7) de la matriz BT.

P5. Si la matriz de rotacién A es de rotacién pura, entonces
a;; = Aij
Prueba. De (2.67) y en vista de que det A = 1 se tiene
AN =[A]] (2.68)

pero
AL = Aj;
y por (2.66), (2.68) se rescribe como
AT = [A;)
o bien
A= (4] = [Ay]
y el resultado sigue de (2.64). =

Corolario 2.2 La propiedad P5 permite obtener las siguientes relaciones en-
tre los elementos de la matriz de rotacion A

11 = Q22G33 — 23032
a1z = — (a1a33 — a31023) (2.69)

Como es sabido, los escalares A y los vectores r # 0 que son solucién de la
ecuacion

Br = Ar (2.70)

se denominan valores y vectores propios de la matriz cuadrada B. Las
propiedades que siguen tienen que ver con los valores y vectores propios de la
matriz de rotacién A dada por (2.64).
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P6. Los valores propios \g, k = 1,2,3, de la matriz de rotacién A estan
dados por

A =1
)\2 = ej(;5
)\3 = €_j¢
donde
et =cosptiseng, j2=-—1
con

trd4—1
2

Prueba. De (2.70), los valores propios A, k = 1,2, 3, son las soluciones de
la ecuacion

¢ 1= arccos

det (A — ) =0 (2.71)

y se verifica facilmente a partir de la ortonormalidad de A y de las relaciones
(6.14) que
det (A— M) =N+ XtrA—AtrA+1

por lo que resulta inmediato que
A =1
y que las soluciones restantes estdan dadas por

M-AtrAd—1)+1=0

2
Nos = trAQ L \/<tr A2 1) 1 (2.72)

Por otro lado, dado que A, k = 2,3, deben satisfacer (2.70), es decir,

es decir

Ary, = A1y (2.73)
para algin rj # 0, se sigue entonces que
|Ary|* = Ay [ (2.74)
pero por las propiedades del producto interno y por P1

|Ary|® = (Ary, Ary) = (rp, ATAry) = (ry,,1p) = il (2.75)
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en tanto que por las propiedades de la norma
Aeri]® = [Ae|? e (2.76)
La sustitucion de (8.28) y (2.76) en (7.10) llevan a la relacién
g * = Al il

por lo cual
Al =1 (2.77)

condicién que no se cumple si el radicando de (2.72) fuera positivo, pues en
tal caso A\, € R, k£ = 2,3, y Ay # \3. En el caso en que dicho radicando sea no
positivo, (2.72) se puede rescribir como

A-1 A—1\?
Moy = & > ij\/1—<tr > ) (2.78)

Aoy = 19 (2.79)

y por (2.77)
de lo cual sigue que

A-1 A-1\?
cosgb:tr 5 Sengb:\/l— (tr 5 > (2.80)

Notese que la segunda relacion es otra forma de escribir la primera si se tiene
en cuenta que

(sen @) + (cos ) = 1
Finalmente, las dos expresiones (2.79) y (2.80) llevan al resultado buscado. m
Observacién 2.5 Si el radicando de (2.78) es nulo, lo cual se da si

trA—1
2

-
se obtiene
)\2:)\3:1, obien, )\2:)\3:—1

El caso \; = 1, i = 1,2.3, aparece cuando A = I, caso no interesante, pues
) ) ) ) ? 7
propiamente no se da rotacion alguna.
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P7. El vector propio correspondiente a A; = 1, denotado r;, queda dado
por
1 32 — A23
r; = — 2.81
1 2sen ¢ az1 — a13 ( )
Q12 — A21

Prueba. Si se denota

1"12[% Y1 Z1}T

la sustitucién de A; en (2.70) lleva al siguiente sistema de ecuaciones si-
multdneas para la determinaciéon de las componentes de ry

(a11 — 1)z + aroys + as321 =0
anx1 + (a2 — 1) y1 + agsz1 =0 (2.82)

as 1 + asayy + (ass — 1) 21 =0

Debido a que \; = 1 es valor propio de la matriz de rotacién A y no se repite
pues se supone que A # I, se verifica que una de las ecuaciones de (9.6) no es
independiente, sin embargo, si se impone la condicién de que |r| = 1, es decir,

42 =1

que resulta independiente de (9.6), existe una sola solucién, dada por (2.81).

|
PS8.
0 0
To = 1 s s = 0
0 1

Definicién 2.11 Definimos los pardmetros de Rodriguez-Hamilton como sigue

Ao = cosg el cual define el dngulo de rotacion
A1 := x18in ?
Ao := 1y sin— p los cuales definen los ejes de rotacion

A3 i= z1sin —
2

y se cumple la siguiente propiedad

N +A+HAN+ N =1
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2.5.3. Composicién de Rotaciones

Supéngase que A y B son dos matrices de rotacién y que r € R3. La notacién

indica que sobre r se aplica primero la rotacién dada por A y acto seguido, al
vector r’ obtenido, se aplica la rotacién dada por B. En otros términos

r = Ar, 1" = Br
asf que por sustitucién inmediata se tiene
r" =Cr

donde
C:=BA (2.83)

El resultado que aparece enseguida caracteriza las propiedades de C.

Lema 2.2 C' es una matriz de rotacion, pues
ct=ct (2.84)

Prueba. Por la definicién (2.83) y considerando que A y B son matrices
de rotacién se tiene por un lado

CTC = (BA)Y " BA=ATBTBA=ATA=1
y por otro
CCT = BA(BA)" = BAATB" = BB" =1

de donde se sigue (2.84). =

Hasta aqui se estudiado el efecto que una matriz de rotaciéon A tiene sobre un
vector r € B3, visto respecto del sistema coordenado original; sin embargo, la
rotaciéon puede ser estudiada también en su efecto sobre el sistema coordena-
do, lo cual tiene resultados interesantes. Supéngase que A es una matriz de
rotacién, designense por

i =Ai, j=4j, ¥ =Ak (2.85)

los vectores obtenidos de la rotacién de los vectores unitarios i,j,k del sistema
coordenado. Ahora bien, considérese un vector r € 13, con la representacién

r=zxi+yj+zk (2.86)
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Puesto que existe A~ (que coincide con AT), de (2.85) se pueden obtener las
relaciones

i= AT, j=AT{, k=ATK

que sustituidas en (2.86) dan la representacién de r en el sistema de vectores
unitarios i',j’,k’
r= A" (21 + yj' + 2K') (2.87)

La expresién previa tiene detalles importantes. Si se denota por T la repre-
sentacion del vector r respecto del sistema rotado, de (2.87) se tiene

Ff=A"r

donde r estd representado respecto del sistema original. Asf que A y AT pueden
ser vistas como cambios opuestos de base. En lo que sigue se investiga el cambio
que experimenta una matriz de rotacién A cuando se le representa en la base
del sistema rotado, dado por la misma matriz A.

Considérense las matrices A y B, de las cuales A es de rotacién. Si S'y S’ deno-
tan, respectivamente, al sistema coordenado antes y después de la aplicacién
de la rotacién A, es decir,

sS4 g (2.88)
donde la base de S’ estd dada por (2.85), el lema que se presenta a continuaciéon

permite obtener la representacién de B en la base de S’, denotada Bg:

Lema 2.3 Supdngase que A y B son matrices, donde la primera es de rotacion,
entonces

Bg = ATBA (2.89)
con S" dado por (2.88).

Prueba. Sea
y = Bx (2.90)

para x € 2. Dado que A’ es no singular puede ser vista como un cambio de
base; en la nueva base la ecuacién (2.90) adopta la forma

ATy = ATBA T ATx (2.91)

donde A~ denota la inversa de A”. Sean x’ y y’ las representaciones de los
vectores X y y en la nueva base, es decir
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con lo cual (2.91) se rescribe como
y/ —_ ATBAfTX/

o bien, dado que A=7 = A
y' = AT BAX'

expresién en que se puede observar que la matriz AT BA es la representacién
de la matriz B en la nueva base, y el resultado sigue. m

Definicién 2.12 La representacion de la matriz de rotacion A respecto del
sistema rotado obtenido de ella misma, es decir, la dada por la base (2.85), se
llama matriz propia de A, y se le denota por A*.

Lema 2.4 Se verifica que
A*=A

Prueba. Nétese que si B = A en (2.89), entonces Asr = A*; con esta
observacion se sigue de manera inmediata que

A* = ATAA

y el resultado se obtiene del hecho de que ATA=1. =
Los resultados previos aplicados a la composicién de rotaciones llevan al sigu-
iente hecho.

Lema 2.5 Sean A y B matrices de rotacion, donde B estd descrita respecto
del sistema rotado obtenido via A; dendtese por C' la matriz obtenida de la
composicion de las rotaciones en el orden A, B, es decir

C :=BA

entonces se cumple que

C*=A"B"

Prueba. Sea S el sistema original antes de la aplicacién de ninguna rotacion;
dendtense con S’ al sistema obtenido al aplicar a S la rotacién A y con S” al
sistema, obtenido de S’ al aplicar la rotacién B, es decir

shg 2 g

Con la notacién empleada previamente y por la el lema anterior se tienen las
expresiones
A* = AS’

B* i Bor — Bo (2.92)
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de cuyo producto en el orden que sigue se obtiene
B*A* = BgsAg = Cy (2.93)
Por otro lado, por (2.89) y con (7.6)
Csn = BL,CsBs) = Bl,Bs1As/Bsr

pero dado que BE Bgs = I, entonces

CS" —= AS/BS/ (2.94)
Ahora bien
C* .= an
asi que de (2.92) y (7.7)
C*=A"B*

|

El resultado recién probado tiene su aplicacién natural en la obtencién de la
matriz que describe la rotacion correspondiente a la descripcion en los angulos
de Euler, lo cual es el objeto del siguiente ejercicio.

Ejercicio 2.4 Si se denotan, respectivamente, por ¥, © y ® las matrices cor-
respondientes a la descripcion de Euler de una rotacion A, por los resultados
previos se tiene que

A=A"=0"0"0*
Ahora, por (2.60-10.26)
cosy seny 0

U*:= | —sen®y cosy 0
0 0 1
en tanto que
1 0 0
O :=1] 0 cosf senf
0 —senf cosf |
Yy ;
cos¢p 0 —sen¢
d* = 0 1 0
seng 0 cos¢

ast que llevando a cabo las operaciones

cos ¢ costy +sinpsinfsiny  cosfsiny —sin ¢ cosy + cos ¢sin fsin
A= | —cos¢siny +sin¢gsinfcosy cosfcosy  sin@sin + cos ¢ sin b cosy
sin ¢ cos 6 —sinf cos ¢ cos 6
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2.5.4. Rotaciones y Cuaterniones Reales

Los denominados cuaterniones reales resultan una herramienta muy titil en la
modelacién de rotaciones, como se muestra en esta seccién.

Los cuaterniones reales

Definicién 2.13 Una construccion del tipo

3
A=+ Y Nij, A ER j=1,23 (2.95)

j=1

rectbe el nombre de cuaternion real, en lo sucesivo simplemente llamado
cuaternion.

Definicién 2.14 Considérense los cuaterniones
A= Do+ 320, N
A= 8o+ )5, 65l
(i) Se dice que A = A si y sélo si
Aj=140;, j=0,..3

(ii)) La suma A + A queda definida por

3
A+ A=X+60+ Y (N+3;)i

j=0

(iii) El producto de cuaterniones queda definido como la operacién distribu-
tiva sobre la suma donde se cumplen las relaciones
1l =13, 1213 =11, 1301 =1l
1211 = —13, 13l2 = —11, 1113 = —12
11, =—1, j=1,2,3.

Observacion 2.6 FEs claro que el conjunto de los cuaterniones con la op-
eracion de suma definida forma una estructura de grupo abeliano cuyo ele-
mento neutro es 0, definido por

3
0:=0+» 0
j=1

A la estructura algebraica formada por el conjunto de los cuaterniones con las
operaciones de suma y producto definidas se le denota por H.
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Observacion 2.7 Por la definicion de producto dada, el cuaternion de (2.95)

se representa en la forma
A= o+ A (2.96)

donde \g y
3
A= Z )\jij
j=1
se llaman, respectivamente, las partes escalar y vectorial de A.

De la definicién de producto y con la representacion (2.96) se obtiene de manera
inmediata la siguiente férmula para el producto de cuaterniones.

Lema 2.6 5@
Ai=X+ A
A= (50 + 0
entonces
donde (-,-) y [,+] denotan los productos escalar y vectorial usuales.
Definicién 2.15 Sea
A:i=X+ A
Al cuaternion )
A= )\0 - A

se le conoce como el cuaternion conjugado de A.

Dado
Ai=X+ A

de las propiedades de los productos escalar y vectorial, se verifica que
o 4
AoA=RAoA=NXdy— (X8 =) NdeR
§=0

Definicién 2.16 La cantidad escalar
N\ 1/2 . 1/2
IA]| = (AOA> - <AoA> (2.98)

se denomina norma del cuaternion A.
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Ademais de las propiedades del producto ya dadas, esta operaciéon cumple varias
mads, las cuales se verifican facilmente a partir de los desarrollos previos.

Lema 2.7 (Propiedades adicionales del producto de cuaternios) Sean
AATeH.

1. No conmutatividad
AoA#AoA

2. Asociatividad
(AcA)T=Ao(Aol)

3. Unidad
Aol=10A=A (2.99)

donde 1 € 'H estd dado por
3
L=1+) 0i
j=1

4. Congugado del producto

~——

AoA=AocA (2.100)

5. En vista de que
[Ao A :=AcAocAocA
por (2.100) y (2.98)
|IA o AH2 =AoAoAocA= HAH2 AoA = HAH2 ||AH2
se tiene entonces que la norma del producto cumple

[A o Al = [IA]IA]

6. SiA+#0, se define el inverso multiplicativo de A como el cuaternion,
denotado A1, con la propiedad

AlToA=AoA =1 (2.101)
por lo cual 3 3
AoAoAt=A
donde se ha empleado (2.99), pero por (2.98)
1 -
-1

= — A
IA]”
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Observacion 2.8 Como puede verse inmediatamente, H resulta ser un anillo
con division.

Un ejercicio ilustra el empleo de H en la solucién de ecuaciones.

Ejercicio 2.5 Considérese la ecuacion con las restricciones

X?2+aX+b=0

2 2.102
¢ _p<0, abeR (2.102)

Las soluciones de (2.102) dependen de la estructura algebraica a la que pertenez-
ca X, de la siguiente forma:

(a) Si X € R, no hay soluciones.

(b) Si X € C, las soluciones son

(c) Si X € H y tiene la representacion

3
X =x9+x, X:Zl’kik, L €R, k=0,...3
k=1

entonces por (2.97)
X% = XX =27 — (x,x) + 220X

expresion que sustituida en (2.102) lleva a

T2 — (x,X) + b+ avg+ (270 +a)x =0 (2.103)
La relacion (5.46) se satisface si y sélo si las partes real y vectorial son
simultdneamente cero, es decir

8 — (x,X) +b+ary = 0 (2.104)
(2zg+a)x = 0 (2.105)

Puesto que ya se ha visto que si x = 0 no existen soluciones, entonces

de (2.105) se sigue que
a

I0:—§
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valor que al ser sustituido en (2.104) lleva a

CL2

= —Z 1)

la cual debe ser no negativa y que coincide con la condicion dada en
(2.102). La expresion (2.106) es una condicion sélo sobre la magnitud

de x, la cual debe ser

ast que todo x de la forma

/ 2
X = b—aze

donde e es cualquier vector unitario la satisface. Entonces el conjunto

de cuaterniones que son solucion de (2.102) queda dado por

Ve tal que |e| = 1.

Los cuaterniones como operadores de rotacién

Uno de los usos en los cuales los que los cuaterniones han resultado

Definicion 2.17 Se dice que un cuaternion A es normalizado si

3
2 2 2
[A]] :1:/\0+§ :>‘j

j=1

De donde observamos que

/\gglyEICtalque)\o ::cosg

2§

?—1—/\2—8111 =

A =

HMM

A. = é'sin%:>A:C083+é.sin%
donde ||| = 1
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Teorema 2.2 Consideremos un vector r que tiene con € un punto comin o.
Entonces la transformacion

7 = Aporm © 7 0 Aporm (2.107)
es una rotacion del vector r respecto al eje € con dangulo C.

Prueba. Primero tenemos que demostrar que (10.11) es una rotacion, es
decir que su norma sea la misma tanto antes como después de la aplicacién de
la rotacién

1711 = 1 Amorinll | Ruoren | 711 = 1]

Dado que [|[Aporm| v HAnOTmH son cuaterniones normalizados.
Proponemos ahora un vector a L € y definimos también

b:=le, r|

y sea 1 el angulo entre € y r, es decir v := e,r y sea a = b = rsin, dado que
r’ es una rotacién de r se cumple que

(r,e)=(r,e)

y que la proyeccién a sobre el plano 7 tiene una rotacién en un dngulo 1, se
logra la demostracion del teorema.
Podemos analizar el resultado previo de la siguiente manera: tenemos que

, ~
r = Anorm oro Anorm

Esta transformacién es una rotacién respecto al eje A = & , y denotemos a
los ejes de nuestro sistema coordenado como i1, 19,173 y sea el eje de rotacion
€ = iy y r pertenezca al plano generado por iy, iz (r € Il(i1,i2)) y sea 6 el
dngulo entre & y r (6 = (€, 7)) entonces tenemos

0
norm — = € sin —
A COS 5 + esin 5

Entonces podemos representar a r» como

7 = (13 cos ¥ + 73 sin 1Y)

. 0 .
Pero como é = i; tenemos A,,o;y, = COS 3 + 77 sin 3
Nétese que
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1.
Anorm o Z'1 o Anorm - Anorm o Anorm o Z.1 = Z.1
.= 6 _ .0 . _ .0
Avorm © 3 0 Aporm = (cos = + 73 sin 5) 01y o (cos 5~ hisin 5)
0 0
9 = (% cos——l—igsina)(cos— -7 sinﬁ)
=Ty €082 = + 273 o8 — sin — — 7y sin® 0
2 2 2 2
=179 cosf +73sinb
De ahi que
7= Anorm oro Anorm ==
{21 cos ¥ 4 sin (72 cos b + 73 sin 6)]
T
Definiendo a e := | y | con 22 +y? + 22 =1 obtenemos
z
Ao = cos§ , A= xsin§ , Ao = ysin§ , A3 = zsin§

De donde vemos que los pardametros de los cuaterniones normalizados coinciden
con los pardmetros de Rodriguez-Hamilton.

Composicién o sumatoria de rotaciones

Supéngase que A y M son dos cuaterniones normalizados y que r € R3. La
notacién

indica que sobre r se aplica primero el cuaternién dado por A y acto seguido,
al vector r’ obtenido, se aplica el cuaternién dado por M. En otros términos

r¥ = AoroA
" = Mor oM
" = Mo(AoroA)oM

(MoA)oro(AoM)
Dado que Ao M = MoA y definiendo a N := M o A finalmente obtenemos

r"=NoroN
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Dado que M y A son cuaterniones normalizados se cumple
NI = [[M]] - [|A]l = 1

Si hay K rotaciones, es decir A; (i = 1, .., K') entonces el efecto final o sumatoria
se puede representar como sélo una rotacién dada por

N = AK OAK,1 OAK,Q o... OAl
Cabe mencionar que todos los cuaterniones estdn dados en el mismo sistema
inicial.
Ahora vamos a considerar a cada cuaternién como una transformacion del
sistema de coordenadas

i'=MNoijoA  (j=1,2,3) = i;=AoijoA
De ahi que podemos representar al vector » como

r = )\1i1 + )\QiQ + )\3i3
= Ao (Mt 4 Aaihy 4 Asiy) o A

En forma reducida podemos expresar lo anterior como

T (i ih,i5) = Ao T'(i1 i2,i3)
Definicion 2.18 Un cuaternion A* se llama propio para A si
A= Ay )

Lema 2.8 A* =AoAoA=A

Lema 2.9 Si N = Mol , es decir N es una composicion de dos cuaterniones,
entonces
N*=AoM*

Prueba. Tenemos que

N(:L,/’yl’zl) = M(wlyyl’zl) @) A(‘r/’yl’zl)
N* = N(a:”,y”,z”) = M(m/,y/7z/) @) N(m/7y/7z/) @) M(m/’y/7zf)

Pero como N = M o A obtenemos

N* = M(x/7yl7zl) O M(x’7y’,z’) @) A(x’,y’,z’) o M(I/7y/7zl)
_ A* o M*
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De donde concluimos que

N = AKOAK_loAK_QO...OAl
N* = AjoAjo. A%

Ejemplo 2.8 Ejercicio 2.6 Sea el vector 7 al cual se le aplican dos rota-
ciones, primero con respecto a iz un dngulo ¢ y sequndo con respecto a iy un
dngulo 0. Obtener 7.

Solucién. Tenemos que 7 = ar; — ay

A = cos%—l—?;sing
Ay = cos§+7gsin§

Entonces tenemos como es una composiciéon de rotaciones

NZ:AQOAIZA*:ATOAEZ

0 0
(cos g + 7, sin f)(cos 5t 74 sin 5) =
0 0 0
Cosgcosi +@Singcosi +73(zosgsin§ +7lsingsin§
para facilitar la nomenclatura definimos:
ng : — cos £ cos = ny ::zésinfcos—
2 2 2 2
Ny - :Z’cosfsing ngzzisinfsing
BT o7

Dado que las coordenadas coinciden podemos eliminar el apdstrofe y final-
mente obtenemos que

" = NorToN
= CL(TL() + N1t + Nale + ngfg) o (51 - 52) o (’I’L() — N1l — Naly — n353)
Haciendo operaciones y reordenando términos respecto a 7, 23, 23 obtenemos

finalmente que
" = Xo + M7 + AoZp + A3l3
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Ecuaciones diferenciales cinematicas (EDC)

EDC en coordenadas de Euler Definimos la dindmica de los dngulos de
Euler de la siguiente manera

~ O - O . 0
\Il(x’y’z) - O ? 9(33,731/12/) = 0 ) @(1’"79//72”) = ()0
v 0 0

Y tenemos la siguiente ecuacion

W= @T@T\i(%%z) + @Té(a;/7y/,zl) + S;O(.’E”,y”,z")

Donde
cosp —sing 0 1 0 0
= [sing cosep 0 , ©= 10 cosf —sind
0 0 1 0 sinf cosf

Haciendo las operaciones matriciales para la obtencién de w obtenemos que

Donde

W sin 0 sin ¢ + 0 cos ¢
= Usinfcosp + Osingp
= Wcosh+ ¢

De donde obtenemos

. 1
U = (psi —
(psin ¢ + g cos (’p)sine

0 = PCos Y — gsin

. ) 1
p = —(psmgp—l—qcosgo)m + 7

Las ultimas tres ecuaciones son conocidas como las ecuaciones diferenciales
cinemadticas en dngulos de Euler.
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EDC en cuaterniones Tenemos una rotaciéon dependiente del tiempo A(¢)
y definimos su derivada como

Coo A+ A = A1)
A= de

Podemos expresar el término A(t + At) como una composicién de rotaciones,
es decir la rotaciéon primero a tiempo t y de ahi aplicar la rotacién de At lo
que podemos expresar como

A(t + At) = SA(At) o A(t)

Donde
SA(AL) = COS(WTN) +ég Siﬂ(wTAt)
~ 1+ ngt + o(At)
De ahi que

At+At) = (1+ engt + o(At)) o A(t)

w o A(t)
2

= A(t)+ At + o(At)

Reordenando términos y dividiendo entre At obtenemos

A(t+ A —A(t)  @oA(t)  o(Al)
At _2+At

Calculando el limite cuando At tiende a infinito a ambas partes de la ecuacién
finalmente obtenemos ]

A(t) = 5@ o A(H)
Esta ltima ecuacion es conocida como la ecuacién de Poisson.
Podemos concluir de los desarrollos anteriores que las EDC son lineales (con
pardametros variantes en el tiempo y no singulares) para cuaterniones (pardmet-
ros de Rodriguez-Hamilton) y son no lineales (con pardmetros variantes en el
tiempo y singulares) para cualquier otro tipo de coordenadas.
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Capitulo 3
Dinamica

La motivacién de esta unidad es el estudio de la relacién existente entre las canti-
dades cinemdticas de un sistema de puntos y las causas que las originan, es decir
las fuerzas. Este estudio lleva a la introduccién de importantes conceptos, como son
energia cinética, impulso, momento del impulso, momento de una fuerza, etc., los
cuales van a permitir obtener resultados muy importantes.

3.1. Tres Conceptos Fundamentales

Supdngase un conjunto de puntos materiales méviles ubicados en el espacio.
Ahora détese a tal espacio de un sistema coordenado con origen en algiin punto
O. La construccién obtenida, denotada S, se va a llamar sistema de puntos
materiales. Para la particula ¢ € S, m; representa su masa, en tanto que r;
y v; denotan su vector de posicién y su velocidad respecto de O. La Fig. 3.1
muestra estos aspectos.

Definicién 3.1 Un polo es un punto A en el espacio. Si ry es el vector de
posicion de A respecto de O, el vector

Tigi=T; — Ty (3.1)

se conoce como vector de posicion del punto i € S respecto del polo A. (Ver la
Fig. 3.2)

Este capitulo descansa fuertemente en los conceptos de energia cinética, im-
pulso y momento del impulso de un sistema de puntos materiales. La definicién
de estos conceptos se presenta a continuacién.

Definicién 3.2 Considérese el sistema de puntos materiales S.

85



86

CAPITULO 3. DINAMICA

Figura 3.1: Un conjunto de puntos materiales referidos a un sistema coorde-

nado.

1.

3.2.

La cantidad escalar i
= 22
T:= 5 E mv; (3.2)

i€s
recibe el nombre de energia cinética de S.

La cantidad vectorial

Q= Zmivi (3.3)

icS
se denomina tmpulso de S.
La cantidad vectorial
KA = Z [I’LA, mivi] (34)
icS

se conoce como momento del impulso de S respecto al polo A.

Axiomas o Leyes de Newton

Ademis de los conceptos previamente introducidos, en este capitulo son esen-
ciales las Leyes de Newton, que en la construcciéon formal que se aborda en
este texto, se presentan en la forma de los axiomas siguientes.

Axioma 3.1 (Primera Ley de Newton) Toda particula material no sujeta
a estimulo externo alguno, sélo puede moverse con wvelocidad rectilinea uni-
forme o permanecer en reposo.
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Figura 3.2: Relacién entre el polo A y el origen O.

Axioma 3.2 (Segunda Ley de Newton) Dendtese con ¥, la fuerza ejercida
sobre la particula i € S y sea

F = Z F; (3.5)

€S

entonces

F=Q (3.6)

Axioma 3.3 (Tercera Ley de Newton) Dados i,j € S, dendtese por F;; la
fuerza ejercida sobre i por j. Entonces

Fij =—-Fji

La cantidad F definida en (3.5) es la fuerza total sobre el sistema S y puede
representarse como

F = Fe;ct + Fint

donde F.,; es la fuerza ejercida sobre S por agentes externos y
v
es la fuerza neta que resulta de las acciones de las particulas entre si.

Lema 3.1 En un sistema de puntos materiales

Fint =0
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Prueba. De (3.7)
Fit=Fn+F+ )+ Fun+Fog+---)+---

y por la Tercera Ley de Newton se obtiene el resultado. m
Por el lema previo, (3.6) se reduce a

Fot = Q (3.8)

Definicion 3.3 Considerando que la masa de un sistema S de puntos mate-

riales estd dada por
M = Z m; (3.9)

€S
el punto C'I con vector de posicion
! > (3.10)
r = — m;T; .
CI M o

rectbe el nombre de centro de masa o centro inercial de S.

Observacion 3.1 De la definicion de centro de masa se obtiene inmediata-
mente la expresion de la velocidad de este punto respecto del origen O: de la
derivacion de (3.10) resulta

Vor = % Zm,rl = % Zmivi (311)

Definicién 3.4 Si F; representa la accion sobre el punto material © € S, la
cantidad vectorial
Mg, = Z [ri4, Fi (3.12)
€S

se llama momento de las fuerzas respecto del polo A.

Lema 3.2 Solo las fuerzas externas contribuyen al momento de las fuerzas
(8.12), por tanto

Mg, = Mg (3.13)

ext, A
Prueba. Dado que
Fi=Fcot + Fiint

la expresion (3.12) se rescribe como

MFA = MFemtA,A + MFint,A
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donde
MFm,A = E [ri,AaFi,e:rt]a MFW,A = E [ri,AaFi,mt]

€S €S
pero

Z [ria, Fiine] = Z LA, Z Fij| = Z Z ri4, Fijl

i€es icS jes €S jes
J#i J#i
asi que, por la Tercera Ley de Newton, para ¢ # j

[r;a, Fij] +[rja, Fij] =[ria—rja,F;]=0

y el lema se sigue de la expresién anterior. m

Por el resultado anterior, en adelante al momento de las fuerzas se le denota
por MFext,A

El siguiente es un resultado clave en la Dindmica.

Teorema 3.1 (Resal) En un sistema de puntos materiales con masas con-
stantes

KA = MFE“’A + M [VC[, VA] (314)

donde vor y va denotan las velocidades del centro de masa C'I y del polo A
respecto del origen O.

Prueba. Por (3.1), la definicién 5.8 se presenta como
Ky = Z [r; — 14, m;Vi]
ies
Derivando esta expresién bajo la consideracion de que m; es constante para
toda i € S,

. d
Ki = > —[r—ramvi

€S dt
= Z [Vi — va,mvi] + Z [r; — 14, MV
€S €S
= — [VA, Z m;v; | + Z [ri,fh lez] (315)
€S €S

dado que Y [v;,m;v;] = 0. Ahora, de (3.3)

€S

miv; = Q;
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y por la Segunda Ley de Newton
Fi=Q
con F; la fuerza sobre la particula ¢, entonces de (3.15)

. 1
Ky=-M [VA, i Zmivi

€S

+) [ria Fil (3.16)

€S

donde el primer término del miembro derecho se ha multiplicado y dividido
por M. A partir de (3.11) y de la definicién de momento de las fuerzas (3.12),
la expresion (10.29) se rescribe como

KA =-M [VA,VC[] + MFA
de donde se obtiene (3.14) si se considera (3.13). =

Observacion 3.2 Fuxisten algunos casos particulares importantes del teorema
de Resal. Siva =0 o ver =0 se tiene

y si adicionalmente Fop ;s = 0 Vi € S, entonces

MF :0

ext,A

de donde
Kys= co?st

3.3. Trabajo y Fuerzas Potenciales

Las fuerzas potenciales son un tipo de fuerzas con caracteristicas muy ttiles.
Esta seccion aborda su estudio, el cual se basa preponderantemente en el con-
cepto de trabajo de una fuerza.

Definicién 3.5 Considérese una fuerza F que actia sobre una particula que
recorre una trayectoria L. Si se denota por dr al elemento diferencial de L
(Fig. 8.3) la cantidad escalar

§A = (F, dr) (3.17)

se llama trabajo elemental de la fuerza ¥ sobre la trayectoria L, y a
la cantidad

Am / 5A (3.18)

se le conoce como trabajo de la fuerza F sobre la trayectoria L.
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Figura 3.3: Relacién entre una fuerza y el desplazamiento elemental.

La cantidad d A en general no representa la diferencial total de alguna funcién;
en el caso de que asf suceda, se tienen los resultados interesantes que siguen.

Definicion 3.6 Supdngase una trayectoria L con posiciones inicial t;,; y ter-
minal Tyerm. St el trabajo de la fuerza F es tal que

A=A (rz‘ni7 rterm) (319)

es decir, el trabajo de la fuerza F no depende de la forma de L sino sdlo de
sus puntos terminales, entonces se dice que F es una fuerza potencial.

Lema 3.3 La fuerza F es potencial si y solo si existe una funcion escalar
II=1I(r) (3.20)

tal que
F=—-VII(r) (3.21)

Prueba. Necesidad. Ya que F es potencial

/ (F,dr) = A(Tini, Tierm) (3.22)

L

de donde
Cterm+Arierm
<F7 dI‘) =A (rinia Tierm + Arterm) —A (rinia rterm)

Tterm

con Ary..,, un pequeno desplazamiento sobre la trayectoria en la posicién
terminal. Considerando que ry.., €s un punto genérico sobre la trayectoria,
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por lo cual se puede denotar simplemente como r, se tiene para la expresién

anterior
r+Ar

/ (F,dr) = At T+ Ar) — A (v, 1) (3.23)

r

Ahora bien, la condicién (3.22) implica que A es suave, asi que por el teorema
de Taylor, los miembros de (3.23) pueden expresarse como

r+Ar
[ (F,dr) = (F,dr) + o(]Ar|)
ATy + AF) = A (0400, 1) = (VoA (Fini, T) , Ar) + 0 (| Ar])
entonces (3.23) se puede rescribir como
(F,Ar) + o (|Ar|) = (VA (rini, 1), Ar) + 0 (|]Ar|)

o bien
(F — V:A(rin, 1), Ar) = o (|]Ar|) (3.24)

Mediante un proceso limite, donde Ar — dr, de (3.24) se llega a que
(F — VA (rip,r),dr)y =0
y dado que se cumple para cualquier dr, se concluye que
F - V,A(ri,r)=0

o de otra forma
F = VrA (rini> I')

En el proceso anterior, una vez que se ha elegido el punto r;,;, éste ha per-
manecido constante, por lo tanto es posible representar A en la forma

A(ripi,r) = —1II(r)

por lo cual
F=-V,II(r)

Suficiencia. Puesto que existe IT : )®3 — R tal que
F(r) = —VII(r)
de la definicién (3.17) se tiene

dA = (F,dr) = — (VII(r),dr) (3.25)
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pero nétese que el término (VII(r),dr) resulta ser la diferencial total de la
funcién II, por lo cual
(VII(r),dr) =dIl(r)

asi que (3.25) se presenta como
dA = —dII(r) (3.26)

de donde el trabajo de F a lo largo de la trayectoria L, de posiciones inicial y
final r;,; ¥ Tierm, queda dado por

A / SA—— / AL (r) = T1 (Tans) — I (Crorm) = A (Tangs Trorm)

L L

[]
Definicién 3.7 El vector ry,; se denomina referencia de la funcion I1.

Observacién 3.3 De acuerdo con (3.26), en el caso de fuerzas potenciales,
0A es efectivamente una diferencial total.

Definicién 3.8 Sea F; la fuerza ejercida sobre la particula i € S. El trabajo
elemental efectuado por todas las fuerzas en S estd dado por

0A = (Fy dr;) (3.27)

i€s
el cual, supdngase, se realiza en el intervalo de tiempo dt. La cantidad

0A
N = —
dt

se dice que es la potencia desarrollada por dichas fuerzas.

Lema 3.4 Sea un sistema S de particulas con masas constantes sujetas a la
accion de fuerzas externas e internas. El trabajo elemental de las fuerzas y la
variacion de la energia cinética de S guardan la relacion

dT = 5A (3.28)

o bien,
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Prueba. De (3.17) se sigue que para S
ieS ieS
donde se ha empleado la Segunda Ley de Newton y el hecho de que m; es

constante, ¢ € S. De manera equivalente, con las definiciones de derivada y de
diferencial y las propiedades del producto interno

Ar
= Zmziﬂo<— )= Somdim, (ave )

€S

= Zmz de‘,Vz’ (329)

ies
de donde, considerando la expresién para la diferencial del producto interno y
la definicién de energfa cinética de S, se tiene

€S
|

Definicién 3.9 Sea un sistema S en el cual las fuerzas son potenciales, es
decir, la fuerza sobre la particula i € S estd dada por F; = —VII(r;) conr; la
posicion de la particula. Un sistema tal se llama conservativo.

Corolario 3.1 En un sistema S que es conservativo se cumple

E(t):=T()+ Y T(r:(t) = const (3.30)

Prueba. Utilizando (3.27) y la condicién de fuerzas potenciales se tiene

que
0A = Z (Fy,dr;) = —Z (VII (r;) ,dr;) = ZdH r;)

€S €S €S
cuya sustitucion en (3.28) lleva a la relacién

d|T+) T(r)

i€S

=0

o bien,
T+ Z II(r;) = const

€5
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Observacion 3.4 Las cantidades > I (r; (t)) y E(t) de (3.30) reciben los
i€S

nombres de energia potencial y energia mecdanica de S y en consecuencia

al corolario anterior se le llama principio de conservacion de la energia

mecanica, lo que justifica el nombre de sistemas conservativos.

3.4. Virial del Sistema

En los sistemas materiales ciertas cantidades promedio guardan relaciones in-
teresantes. Este aspecto se estudia en esta seccién.

Definicién 3.10 Considérese la funcion escalar 5 (t) cont > 0. La cantidad

1 T
8. ::;/B(t)dt, r 50
t=0

se dice que es el valor promedio de [ (t) en el intervalo [0, 7] .

Definicién 3.11 Supdngase que S es un sistema de puntos materiales sujetos
a la accion de las fuerzas F; (t), i € S. La cantidad

V=g (Z (Fi (1), 1 <t>>) (3.31)

icS
se llama virial de S.

En lo que sigue las fuerzas y los vectores de posicién son dependientes de t,
pero se omite esta dependencia por economia en la notacion.

Teorema 3.2 (Del Virial del Sistema) Para el virial de un sistema de
particulas S se tiene que
TT - ‘/;'

si se cumple alguna de las condiciones:

(a) Las trayectorias y las velocidades de los puntos del sistema son acotadas
YT =00

(b) Las trayectorias de los puntos del sistema son periddicas con periodo Tpe;

YT = Tper
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Prueba. Definase
G:=) (myvr;) (3.32)
ics
cuya derivada temporal es
G = Z ((mivi, ) + (myvi, vi)) = Z (Fi,r;) +2T
(sh €5
donde se han empleado la Segunda Ley de Newton y la definicién 8.2 de energfa

cinética. Integrando respecto del tiempo la expresién anterior en el intervalo
[0,7], 7 > 0, y dividiendo por 7 se tiene

T

%[G(T /Z dt+2/T(t)dt

€S 0

o bien, con el concepto de cantidad promedio y la definicién de virial (3.31),
1

~[G (1) =G (0)] =2(~V; +T5) (3.33)

(a) Si las trayectorias de los puntos de S son acotadas existe

Gt —maX|G( )| < o0
t>0

lo cual garantiza que

por tanto, de (3.33)
Voo =T

(b) Si las trayectorias de los puntos de S son periédicas con periodo T, se
tiene que

G (Tper) = G (0)

entonces, de (3.33),
T

Tper

=V

|
Definicién 3.12 Una funcion f: R" — R con la propiedad
fQr)=Xf(r), s>0

se dice que es homogénea con orden de homogeneidad s.
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Lema 3.5 Sea un sistema de puntos materiales S en el cual las fuerzas pre-
sentes son potenciales, i.e., existe Il : 2 — R tal que

Supongase que 11 es homogénea con orden de homogeneidad s y que las trayec-
torias de los puntos de S cumplen con las restricciones del teorema del Virial
del Sistema, entonces

T =-II, (3.35)
donde

€5

Prueba. Por el teorema del Virial del Sistema, con 7 = 00 0 7 = Tper,

segun el caso, se cumple que
T, =V, (3.36)

Ahora bien, de la definicién de virial del sistema y de (3.34)

V=o / S (VI () 1) dit (3.37)

i€S

pero nétese que

Ol (Ar
(VL (r) ) = (V1 () 0], = 200
O S P
entonces (3.37) se rescribe como
11 [0l (Ar)
PO e N

i€s '}
y por la condicién de homogeneidad de IT

11 [ ONII(r)
voe gy [T

ies '}

ifz)

de donde se sigue el resultado si se tiene en cuenta (3.37). ®

A=1 i€S
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Corolario 3.2 Dado que

T, +11, /[Zmzv + ) T (r;)

€S 1€S

o bien, con la definicion de energia cinética de S

T, +1I, / T+ T(r;)

€S
pero puesto que las fuerzas son potenciales, por (3.30)

T +1I,=FE= co?st

relacion que, en combinacion con (8.85), lleva a

- g nL--2p
s+ 2

3.5. Propiedades del Centro Inercial

En esta seccion se establecen las propiedades dindmicas del centro de masa.

Lema 3.6 En un sistema de particulas S el centro de masa roy es tal que su
dindmica estd dada por
M.I"C’I = Fext

donde M representa la masa total de S.

Prueba. Por la Segunda Ley de Newton,
Q = Feut

o bien, considerando m; constante para toda i € S y la definicién de centro
inercial (3.10)

Zmzvz M—— ZTTLZVZ Mi‘c[
dt 1€S dt M 1€S

de donde sigue el resultado. m
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Teorema 3.3 (Kdening) Supdnganse dos sistemas de referencia, uno abso-
luto con origen O y otro relativo con origen O' (Fig. 3.4). La energia cinética
de un sistema de particulas S se puede calcular como

T =To +Treo + M {vor, veror)

donde:
vor es la velocidad absoluta del origen O,
vero es la velocidad del centro inercial relativa a O,

To == tMuvd, es la energia cinética de la masa de S si se encontrara
concentrada en O,
Treror == % S mvio es la energia cinética de S relativa a O,
= ’
v, o denota la velocidad del punto i € S relativa a O'.

. ~d;
\ rl.,O' - -
r,/ W
S0
T ,"r
O o
l‘i:I‘O.+I‘LO.

Figura 3.4: Relacion entre el sistema absoluto y el auxiliar para el célculo de
la energfa cinética.

Prueba. De la definicién de energia cinética
1
T = 5 Zmz <Vi7 Vi>
ieS

y considerando que

V; = Vo + Vo
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se tiene

1
T = 5 ze; my; ((VO’a VO’) + <Vz‘7O/, Vi7O/> +2 <VO’7 Vi,O’))

1 1
= §M'U%/ + 5 Z mivzo, + <VO’7 Z mivi70,>
(IS ieS
Finalmente multiplicando y dividiendo por M y con (3.11)
T'=To +Trao +M(vo,vero)
|

Corolario 3.3 El teorema de Kéening tiene dos particularizaciones muy im-
portantes.

1. Si el origen O’ coincide con el centro de inercia del sistema, entonces
vero =0y
T=To +Trao (3.38)

2. Si S es un cuerpo rigido cuyo pivote coincide con O, entonces existe el
vector w relativo a O" tal que si r; o denota el vector de posicion del
punto i € S relativo a O,

Vior 1= 1o = [, ri0]
dt
Y 2 2.2 2 (o
Uz‘,O’ = W 7’7;70/86” (w,rz‘7ol)
por tanto
Treror = — E m;r ZO,sen (w T; 0/ = E mld2
1€S 1€S
donde

di ‘= Ty,0r sen (m/)
denota la distancia a la linea de accion de w (eje de rotacion). A la
cantidad
Ly=Y md] (3.39)
ics
se le llama momento de inercia con respecto al eje de w. Asi que

1
Trel,O’ = 5 ww2 (340)
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Definicién 3.13 En términos generales, sean S un sistema de puntos y AA’
un eje, la cantidad
Lyw =Y myd; (3.41)
i€s
donde d; denota la distancia de i € S a AA’, se llama momento de inercia de
S respecto del eje AA'.

El concepto de momento de inercia aparece también en otros desarrollos, como
muestra el ejercicio siguiente.

Figura 3.5: Cuerpo plano rotando en su plano respecto del pivote O.

Ejercicio 3.1 Sea S un cuerpo rigido plano que rota en su mismo plano re-
specto del pivote O' con velocidad angular w (Fig. 3.5). El momento del im-
pulso respecto del pivote estd dado por

Ko = Z [ri,O’; mivi] = Zmi [I'z‘,o'; Vi]
i€S i€S
y dado que por el teorema de Euler (véase Cap. 2), v; = [w,r; 0], entonces
Ko = mi[rion [w riol]]
icS

= Z m; (<r’i,O’7 I‘i,o/> W — <I‘Z‘70/, w> ri,O’) (342)

i€S

donde se ha empleado la formula alterna del triple producto vectorial (véase
Cap. 1). Considerando que (r; or,w) =0Vi € S y que (r; o, v;0/) = d?, donde



102 CAPITULO 3. DINAMICA

d; es la distancia del punto v € S al eje de rotacion, se tiene

KO/ = Zmld?w

i€S

o bien, con la definicion de momento de inercia (3.39), se llega finalmente a
que
KO/ = Iww (343)

Observacion 3.5 Fl resultado del ejercicio anterior es vdlido en la situacion
un poco mas general, a saber, rotacion de un cuerpo con simetria geométrica
y de masa respecto del eje de rotacion. Para verlo, recuérdese del Cap. 1 que

Tio =

(w, I“i,o'> [W, [ri,OH w]]
w? “ w?

lo cual, sustituido en (3.42), lleva a

1 ) 1
KO’ = Zml { (<I‘Z‘70/, ri,O/> — E <r’i,O’7 (.d> ) w — E <ri’017 w) [w, [ri,0/7 (AJH}

i€S
(3.44)
donde el término [w, [r; o, w]] tiene direccion radial respecto del eje de rotacion,
ast que bajo la condicion de simetria geométrica y de masa respecto del eje de
rotacion, para i € S existe i* € S tal que

mi; = Myx,  T4,00 = Tix 0

[w, [r;,0, w]| + [w, [T 0, w]] = 0
por lo cual el seqgundo término del lado derecho de (3.44) se anula y entonces
Ko = : L 2 3.45
o= Zmi (rior, Tior) — o2 (rionw)” |w (3.45)
€S
pero
1

(rionrio) =rio Y 2 (rion,w)? = <comprwi’ol>

y por el teorema de Pitdgoras

2
r. o
d? = Tio, - (compu}‘o )
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por lo tanto (3.45) se rescribe como
Ko =Y midiw =I,w (3.46)
€S
y dado que, en este caso, no es importante la ubicacion de O', salvo que se
encuentre sobre el eje de rotacion, se puede usar la notacion

Ko_, = KO/

3.6. Ejemplos y Ejercicios

Los dos siguientes ejemplos se resuelven por una aplicacién directa del teorema
de Ko6ening.

Ejemplo 3.1 La cadena circular rigida de la Fig. 3.6 tiene masa M uniforme-
mente distribuida y rueda con velocidad constante como se muestra. Determi-
nar su energia cinética.

Figura 3.6: Cadena rigida rodando con velocidad constante.

Solucién. Ubiquense dos sistemas, uno absoluto fijo al piso y el otro rela-
tivo fijo al centro del circulo formado por la cadena. Dado que en este caso el
centro de inercia coincide con el origen O’ del sistema relativo es aplicable el
resultado (8.36), por tanto

1 1
€8
pero, aplicando los resultados del Cap. 2, se tiene para el punto A de contacto

con el piso
VA =Vo +Vyaor = V + VAo = 0



104 CAPITULO 3. DINAMICA

por lo que
vao =—V

y dado que todos los puntos de la cadena tienen velocidad relativa a O' de
igual magnitud, se tiene
Vior = Va0 =V
Asi que
1

T
2

1
MV?+ §MV2 = MV?
]
Ejemplo 3.2 El disco de la Fig. 3.6 tiene masa M uniformemente distribui-

da y rueda con wvelocidad constante, como se indica. Determinar su energia
cinética.

Figura 3.7: Disco rodando.

Solucién. El procedimiento de solucién es muy parecido al seguido en el
ejemplo precedente. Se coloca un sistema coordenado absoluto fijo al piso y
uno relativo fijo al centro del disco. En vista de que el centro de masa del disco
coincide con el origen O’ del sistema relativo, es aplicable el resultado (8.36),
ademds de que en este caso la energfa cinética relativa estd dada por (3.40).

Entonces ) )
T=: MV? + §w2[w (3.47)

Por los resultados del Cap. 2, se tiene para el punto P de contacto con el piso
vp=vo +Vvpo =V +|wrpo]=0 (3.48)

pero ya que V y [w,rp o] son de sentido opuesto y considerando que rpor = R
se obtiene de (3.48)
V-wR=0
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y en consecuencia

Vv
= — A4
w I (3.49)

Por otro lado, el momento de inercia del disco respecto del eje de rotacion estd
dado por (véase ejercicio siguiente)

M R?
I, = (3.50)
2
asi que la sustitucién de (3.49) y (3.50) en (3.47) llevan finalmente a
3
T=-MV?
1 V

]

El resultado (3.40) hace uso del momento de inercia, el cual es funcién de
la geometria y la distribucion de la masa del cuerpo rigido de que se trate.
En el ejercicio que sigue se calcula esta caracteristica mecédnica para varias
geometrias.

Ejercicio 3.2 Empleando la definicion (3.41), calcular 1., de los cuerpos que
aparecen en la Fig. 3.8 respecto del eje que se indica. Todos los cuerpos tienen
masa M de distribucion uniforme.

Solucién.

(i) Para el disco, respecto de su centro, se tiene

R
ies o

donde dm (p) es la masa del anillo elemental de radio p y ancho dp cuya

area es
dA = 2mpdp
en tanto que el area total del disco es
A=1R?
Dada la condicién de distribucién uniforme de la masa, se llega a que
dm = %d/l = 2]%—]\24 pdp

de donde o
2M 3 M R?
Lew =5 | Pl =5
0




106 CAPITULO 3. DINAMICA

i
do 21T

=

| i

1]
S ———— e

1

BT
(iiiy Cilindro sdlido

(11 Disco (1) Disco ' ¥

{w1) Cono sdlido

X
() Esfera zdlida

Figura 3.8: Algunos cuerpos de geometria sencilla para el célculo de su mo-
mento de inercia.

(ii) Para el disco, respecto de un didmetro,

m/2 R
Lowr = Zmzdg =4 / / pZSenz(pdm (pa 90)

donde dm (p, ¢) es la masa del elemento diferencial ubicado en el punto

(p, ) y cuya drea es
dA = pdpdyp

Ya que la masa tiene distribucién uniforme y el drea total es

A = 1 R?
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se tiene que

A R?
entonces
]
Ly = Zmidf == / / p*sen*pdpdip

€S =0 p=0

w/2
MR? ) MR? o MR?
= sen“pdp = [ —senpcosply’” =
s 2T 4

©=0

(iit) Para el cilindro sélido mostrado se sigue el mismo procedimiento que
para el disco del caso (i), sélo que en este caso dm (p) es la masa del
cilindro hueco elemental de radio p, ancho dp y altura h cuyo volumen

es
dV = 2mhpdp

en tanto que el volumen total del cilindro es
V = nhR?

Como la masa tiene distribucién uniforme

M 2M
de donde o
2M 3 M R?
fm'—ﬁ/f’dp— >

0

(iv) Para la barra sin grosor, respecto del eje mostrado, se sigue que

1/2
L. = Zmidf =2 / s?dm
i€S 2o

donde dm es la masa del elemento diferencial de longitud ds. Por la
condicién de masa distribuida uniformemente, se tiene

M
TdS

dm =
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asi que

/2 )
M Ml
]z:r’ =2— / S2d8 = —-—
[ 12
s=0

(v) Para la esfera sélida, se tiene
Lpwr = Zmidf = / d? (p, ) dm (p, v, 0)
ieS M
con dm (p, ¢, ) denotando la masa del elemento diferencial con volumen
dV = p*sen pdpdpdd
y d(p, ) su distancia al eje za’, la cual es
d= psenyp

Puesto que el volumen total del cuerpo resulta
4
V =_7R’
3

y la masa estd distribuida de manera uniforme, se obtiene

M 3M
dm =7V = o

0% sen pdfdpdyp

entonces

R
Ly = R // ptsen®odfdpdy
=0

¥y ya que

f 1
/ sendpdp = —gsenzgo oS

0
=0

=]

se concluye que
2M R?

[zx’ -
5
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(vi) Finalmente, para el cono sélido respecto de su eje longitudinal se va a
hacer uso del resultado de la parte (i), asi que

h
Lw =Y myd} = / AL, (2)
i€S 220

donde dI,,/ (z) denota el momento de inercia respecto de su centro del
disco elemental de radio p y altura dz (ver la Fig. 3.8(vi)). Ahora bien,
dada la geometria se tiene la relacién

R
=—z
P~
por lo que el volumen del disco diferencial resulta
R2
dV = np’dz = 7Th—2z2dz
en tanto que el del cuerpo completo es
7
V = —R*h
3
por tanto el disco elemental tiene por masa
M 3M

y de acuerdo con el resultado (i)

2 2
_p o, 3MR
dl,. = 5 dm = VB Z dz
lo que lleva a
h
3MR? 3
Ly = —— [ 2%z = —=MR?
217 /Z 2= ME

0
|
El resultado que sigue es sumamente 1itil en el cdlculo de momentos de inercia.

Teorema 3.4 (Steiner) Considérese el sélido de masa M de la Fig. 3.9.
Designese por Iaa y por loo los momentos de inercia respecto de los ejes
AA’, que no pasa por el centro de masa, y OO" que si lo hace, es paralelo
a AA’" y se halla separado de éste una distancia d. Entre tales momentos de
wercia existe la relacion

Iap = Ioor + Md>
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Figura 3.9: Sélido rotando alrededor de un eje que no pasa por su centro

inercial.

Figura 3.10: Diagrama de distancias a los ejes OO’ y AA" de un punto i € S.

Prueba. Dendétense por d; 4ar y d; 00 las distancias del punto material
i€ Syalosejes AA" y OO', respectivamente. Por definicién

§ 2
IAA/ = mid,L-’AA/

ieS
pero, por la ley de los cosenos
diAA, =d? + dioo, — 2dd; por cos o
(ver la Fig. 3.10), entonces

Tin = Z m; (d2 + d?,ocy — 2dd; oo cos ai)
€S
= Md®+ Ioor —2d Y mid; oo cos o (3.51)

€5
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Ahora, nétese que si se elige C'I como origen del sistema coordenado
1
reor i= M Zmlrl =0
€S
de donde, sir = (z,y,2)"
Zmix =0, Zmiy =0, Zmiz =0 (3.52)
i€s i€S i€S

Si en la Fig. 3.10, el sistema coordenado se selecciona en forma tal que los ejes
z y OO’ sean coincidentes y el eje x esté dirigido hacia el eje AA’, se sigue que

d; 001 COS o = x;

por lo cual, de (3.52)
Z midi,OO/ COS vy — 0

€S

y la afirmacién sigue a partir de (3.51). =

Ejemplo 3.3 Calcular el momento de inercia del cilindro sdlido de la Fig.
3.11 respecto del eje mostrado. El cuerpo tiene una masa M uniformemente
distribuida.

K, dx
R g

h

Figura 3.11: Cilindro sélido girando sobre un eje transversal.

Solucién. Es aplicable el resultado del inciso (i) del ejemplo precedente,
para ello considérese el disco elemental de volumen

dV = mR*dx
Dado que el volumen total del sélido es

V = rR%h
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la masa del disco elemental resulta

M M
M=—dV = —
d VdV hdac

por lo que, empleando el resultado del citado ejemplo, inciso (73), se tiene

MR?

m dx

dloor =

donde OO’ representa el eje paralelo a AA’ que pasa por el centro de inercia
del disco elemental considerado. Ahora, por el teorema de Steiner

M [ R?
Tap =— [ — + 22
dlaa ; (4 +x)dm
de donde se llega a
h/2 h/2 )
2M
IAA’ = Q/d[AA/<J})=—/ R—+I2 dx
h 4
M h?
= —(R*+ —
4 ( + 3)

]
El concepto que ahora se introduce resulta natural a partir del teorema de
Euler presentado en el Cap. 2.

Definicién 3.14 Si existe un punto C (t) tal que las velocidades al tiempo t de
los puntos de un cuerpo rigido pueden expresarse como rotacion pura respecto
de C, ese punto se llama centro de velocidades (ver Fig. 3.12).

Observacién 3.6 a) Si C (t) es centro de velocidades, por el teorema de Euler
existe w (t) tal que L
vp(t) = [w (t),CP (tﬂ

donde P representa un punto genérico del sélido. b) Si el cuerpo de la defini-
cion previa tiene movimiento puramente traslacional, entonces el centro de
velocidades se ubica en el infinito.

Los ejemplos que aparecen a continuacién ilustran algunos puntos estudiados
en este capitulo, en particular los dos primeros hacen uso del concepto de centro
de velocidades y de su aplicabilidad en la solucién de problemas cinemaéticos.
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Figura 3.13: Biela en movimiento.

Ejemplo 3.4 Considérese la biela en movimiento de la Fig. 3.13. Calcular
vp (@) partiendo de que se conocen p, | y wy.

Solucién. Con respecto al centro de velocidades C, existe w tal que
va=[w.CA], vp=|w,TD]

de donde
va=w|TA|, vp=w[CD

pues w es ortogonal al plano de movimiento de la biela. Ya que por otro lado
V4 = wpp, se tiene entonces que

W = Wy L
4]
y por tanto L
D]
Up = Wop

g
=
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De la ley de los senos aplicada al tridngulo AC'D

‘C’_D‘ _ sen (a+ B)
|CA|  sen(m/2 - a)

= sen [ + tan v cos 3
pero, por la ley de los senos aplicada al tridngulo OAD
sen = —sen «
P

y del hecho de que

[
lcos B] = /1 —sen? = 4|1 — Esen%z

se obtiene
l [2
vp = wop |—sena +sgn (cos ) /1 — —sen?atana
P P
n

Ejemplo 3.5 En la barra articulada de la Fig. 3.14 cada mitad tiene longitud
[ y masa m, ademds, la barra estd colocada de forma tal que la articulacion
se encuentra exactamente a la mitad de la abertura en el piso, la cual tiene
un ancho l. En el momento inicial, al que corresponde la situacion mostrada,
la barra empieza a caer. Determinar la velocidad de la articulacion, denotada
como D, en el momento en que los extremos de la barra se encuentren tocando
las esquinas de la abertura. Considérese que el resbalamiento es sin friccion.

Figura 3.14: Barra articulada a punto de caer.
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Figura 3.15: Barra cayendo.

Solucién. La situacién general estd ilustrada en la Fig. 3.15. Primeramente
se mostrard que cuando la barra cae, las velocidades de los puntos de contacto
de la barra con las esquinas de la abertura tienen direccion hacia la articulacion
D. Para esto, ubiquense dos sistemas coordenados, uno absoluto fijo al piso
y el otro relativo fijo a D. Dadas las condiciones de simetria del problema,
basta analizar la situacién para la mitad derecha, asi que para el punto B de
contacto se tiene (véase Cap. 2)

v =vVp+ [w,DB] (3.53)
donde
w=|¢| (3.54)
Por otro lado, de la geometria se tiene, si sen ¢ # 0
— 1/2
|DB| = / (3.55)
sen
y
T = 3 cot

La derivacién temporal de esta iltima relacién lleva a

!

" 2sen?p

T = ©®

de donde 5
|p| = 7 |3| sen?p (3.56)

Considerando que vp = |i|, que w es ortogonal a DB y las relaciones (3.54)
y (3.55) se llega a la igualdad

[«.DB]| _«|DB| _ 1]¢|
Up Up 2|2|sen¢
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o bien, con (3.56) -
|[w, DB]|

= sen (3.57)
Up

La Fig. 3.16 muestra un diagrama vectorial con los vectores vp y [w,m} :
De este diagrama y (3.53) se ve que

[w,DB]

Figura 3.16: Vectores vp y [w,ﬁ] .

vp = (UD — | [w,ﬁ] | sen<p) i— } [w,m} } oS (0]
pero considerando (4.8)
v = vp cos  (cos pi — sen ¢j)

de donde se desprende que la direccién de vg es hacia D. El conocimiento
de la direccién de vp permite ubicar el centro de velocidades C' de la mitad
derecha de la barra; en particular, al momento de interés, i.e., cuando la barra
estd desprendiéndose del piso, se tiene la configuracién de la Fig. 3.17. En esta
situacion se sabe, entonces, que respecto de C' existe €2 tal que

Vp = [Q,D_O}
con € ortogonal a DC, por lo que
vp = |DC| (3.58)

De la Fig. 3.17 se ve también que
l

1
_ — 30° = =
sen 5

DO
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.
Vg

D I [

l C

Figura 3.17: Barra desprendiéndose del piso.

asi que
DC| =21

Por otro lado, del hecho de que las fuerzas que estdn presentes (peso) son
potenciales, se concluye que
T ; = )
() + > T (r; (1) const (3.59)
ics
asf que tomando como g la aceleracién de la gravedad y como nivel de referencia
para la energfa potencial el nivel del piso, se tiene para t = 0

T(0)=0, » H(r;(0))=0 (3.60)
€S

en tanto que para el instante final ¢; (véase la Fig. 3.17)

T (ty) = [0
;SH (ri () = —tmgl cos 30° = —Lmygl (3.61)

Ahora bien, por el teorema de Steiner
Io=1I4+m ‘Ef

donde 14 representa el momento de inercia respecto del eje perpendicular al
plano de la Fig. 3.17 y que pasa por el centro de inercia, denotado por A, de
la mitad derecha de la barra. Puesto que

mi
12
|B—C’} = ‘D—C‘ cos 30° = /31

Iy =
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y
[AC| = \/[BCP + (1/2)° = 1y/3+ /A = @z
entonces 10
In = Iy +m|AC|" = Zmi’
Asi que
10 5
T (tr) = Eml Q (3.62)

Los resultados (3.60), (3.61), y (3.62) junto con (3.59), permiten establecer

10 V3

Emlez = ngl

de donde
02 = 3_\/52
40 [
valor que junto con (3.58) llevan a

3¢§l
v = —
D 109

Ejemplo 3.6 Las barras articuladas de la Fig. 3.18 tienen longitud | y masa
M y la estructura estd atada con una cuerda sin peso en los puntos B y C. Al
momento t = 0 la cuerda se corta y el conjunto empieza a resbalar sin friccion.
Determinar vg (h) considerando que la altura inicial es hy.

e .>< [T —
Corte en t=0

Figura 3.18: Conjunto de barras articuladas.
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Figura 3.19: Mitad izquierda de la estructura de barras articuladas.

Solucién. Dada la simetria de la estructura, el problema puede reducirse
al estudio de la mitad izquierda, la cual se muestra en la Fig. 3.19. De esta
figura se tiene que

Vi = [w, AB]

donde, para el sistema mostrado,

AB = [ (—sen i + cos j)

asi que
vp = —wl (cos ¢i + sen ¢j) (3.63)

Ahora, considerando que la dnica fuerza a tener en cuenta (peso) es potencial,
se cumple que

E(t):=T (t)+ > T (r:(t)) = const (3.64)
ies !
En el estado inicial ¢ = 0 se tiene para las dos barras en cuestiéon
> T(r; (0)) = Mgho, T (0)=0
ies
donde g denota la aceleracién de la gravedad, entonces

E(t) = Mgh (3.65)

En el instante general ¢ la energfa potencial es

> T (r; () = Mgh(t) (3.66)

€S
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mientras que, tomando como puntos de referencia absoluto y relativo a A y
B, respectivamente, para la aplicacién del teorema de Koening, se tiene para
la energfa cinética

TA (t) = TB (t) + Trel,B (t) + 2M <VB (t) 7VCI,B (t)> (367)

expresion cuyos términos tienen los valores

1
Tp = 5 (2M) v% = MI*w?

pues vg = wl,
2
Trel,B =w Iw

donde I, es el momento de inercia de una sola barra respecto del eje de rotacion
(perpendicular al plano de la Fig. 3.19 y pasa B), mismo que estd dado por

l l

M 1
1, :/x2dm:/ Qde: 5M12
0 0

entonces

1
TTel,B = ng2w2

Para el célculo del tercer término se requiere vy p. El vector de posicién de
C1 respecto del punto B, pero expresado en el sistema absoluto ubicado en A,
es

rcr,B = ) COS ]
de donde

Vei,B = 5@ sen j,
y por tanto

1
(vB,Verp) = —§l2w286n24p
Con los resultados previos y (3.67) se tiene
2 o4 2 2 (1P o
Ty= Ml"w <§—sen cp)zMw <§+h> (3.68)
ya que

l2 _ h2
[2

sen®p = (3.69)
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La sustitucién de (3.65), (3.66) y (3.68) en (3.64) lleva a la relacién

l2
w? (g + h2> + gh = ghyg

1/2
w= (g fig h) (3.70)

12
3 T

de donde

Las relaciones (3.69) y (3.70) junto con (3.63) permiten obtener finalmente

1/2
_ (o) S
vp (t) = (9% +h(t)2) (h +/ 1= h(t) J)

3.7. Movimientos con Friccion

La friccién aparece en la superficie de contacto entre cuerpos cuando éstos
tienden a deslizar entre ellos, o bien estédn deslizando. En el primer caso el
fenémeno se denomina friccién estédtica, y en el segundo, dindmica. La primera
tiene el efecto de producir una fuerza que se opone a iniciar el movimiento
y cuyo valor maximo se alcanza cuando se estd a punto de iniciar el desliza-
miento. Esta condicién permite derivar una relacién sencilla para el célculo de
dicha fuerza. Respecto de la friccién dindmica, su tratamiento estd mas alld
de los objetivos de este texto.

Axioma 3.4 En cuerpos a punto de deslizar entre si, aparece en la superficie
de contacto la fuerza

F¢ = —fNeg, les|=1 (3.71)
donde (véase Fig. 3.20):
Definicién 3.15
F;, se denomina fuerza de friccion,

frr se llama coeficiente de friccion y depende solo de las caracteristicas fisicas
(no geométricas) de las superficies en contacto,

N es la magnitud de la fuerza perpendicular a las superficies de contacto,
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Figura 3.20: Cuerpo sujeto a friccién.

eg representa un vector unitario en la direccion de la tendencia a deslizar (en
la direccion de la fuerza Fg en la Fig. 3.20).

Ejemplo 3.7 En el cuerpo sobre el plano inclinado de la Fig. 3.21 sean m,
a y fgr la masa del cuerpo, el dngulo del plano y el coeficiente de friccion,

respectivamente. Sim y fr. estin dados, calcular o*, el dngulo del plano para
el cual se inicia el movimiento.

Figura 3.21: Cuerpo sobre un plano inclinado.

Solucién. La condicion de deslizamiento es

FS > Ffr
es decir,
mgsena > fpN = fpmgcosa
o bien,
tanao > fyr
Asi que

o” = arctan fy,
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Ejemplo 3.8 Para la esfera solida sobre el plano inclinado de la Fig. 3.22 se
suponen conocidos la masa m y el radio p de la esfera, asi como el coeficiente
de friccion fsr. Calcular o, el dngulo critico para el cual la esfera empieza a
experimentar, ademdas de rodamiento, deslizamiento.

Figura 3.22: Esfera sobre un plano inclinado.

Solucién. La fuerza responsable del rodamiento de la esfera es debida a la
friccién, asi que primero se determina la relacién entre el valor de esta fuerza
y el dngulo del plano en condiciones de rodamiento puro. En estas condiciones
se tiene, por la Segunda Ley de Newton

mv = Fg — Fy = mgsena — Iy (3.72)

donde F; denota la fuerza generada por la friccién, que en las condiciones
senaladas en la Fig. 3.22 resulta Iy < F,, ya que no necesariamente se estd
a punto de iniciar el deslizamiento. Por otro lado, la magnitud del momento
del impulso alrededor del eje de rotacién de la esfera estda dada por (3.46), es
decir

K,=1,w

donde I, es el momento de inercia de la esfera alrededor de un didmetro y w
es su velocidad angular. Del Ejercicio 1 se tiene

2
K, = gmp2w
de donde 5
K, = gmp% (3.73)

Ahora, por el teorema de Resal

Kw:Ffp
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que en combinacién con (3.73) permite obtener
) )
mpw = o (3.74)

Adicionalmente, ya que v4 = 0, se tiene la relacién cinemética

V= pw
de donde
b= pio (3.75)
expresion que sustituida en (3.74) lleva a
muv = 2
=5

y en consecuencia (3.72) se traduce en

Sty =mgsena — Fy

y por tanto

2
Fy = Zmgsena (3.76)

Por otro lado, de (3.71), la méxima fuerza de friccién que se puede generar en
el punto de contacto A esta dada por

Ft. = fuN
con
N =mgcosa
es decir
Fp, = fprmgcosa (3.77)
Ya que a* se da cuando
Fy = Fy,

de (3.76) y (3.77)
. 7
o™ = arctan <§ffr)



Capitulo 4

Sistemas no Inerciales y de
Masa Variable

Las relaciones obtenidas en los capitulos previos estdn basadas en la consideracién
de que el sistema absoluto de referencia no esté acelerado. Sistemas en que se cumple
esta condicién son llamados inerciales. En este capitulo se analiza la dindmica de
los sistemas no inerciales, es decir, sistemas cuya referencia absoluta sufre una acel-
eracion. Otra consideracién hecha previamente es en relacién con la masa, ésta se
ha supuesto constante. El tratamiento de algunos casos en que la masa es variable
es el otro aspecto de este capitulo.

4.1. Sistemas no Inerciales

Definicién 4.1 Un sistema coordenado que no experimenta aceleracion se lla-
ma ststema inercial, en otro caso se denomina sistema no inercial.

En un sistema S de puntos materiales referidos a un sistema inercial se satis-
facen tres relaciones, tratadas en el capitulo anterior:

(a) Segunda Ley de Newton )
Q = Feut (41)

(b) Teorema de Resal
KA = MFezt,A + M [VC], VA] (42)

(c) Relacién entre el trabajo desarrollado por las fuerzas sobre S y el incre-
mento de su energia cinética

dT = §A (4.3)

125
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En esta seccién se resolvera el problema de rescribir las ecuaciones (4.1-4.3)
para el caso en que el sistema de referencia sea no inercial. Para ello serd
suficiente rescribirlas respecto de un sistema de referencia relativo.

4.1.1. Segunda Ley de Newton respecto de un Sistema
Relativo

De lo visto en el Cap. 2 se sabe que la aceleracién de un punto de posicion r g,
respecto de un sistema coordenado absoluto puede ser descrita en términos de
la aceleracién wo y la velocidad y aceleracién angulares w y € de un sistema
coordenado relativo con origen O, a saber

Wabs = Wi + Wiel+Weor (44)
donde las aceleraciones de traslacién y de Coriolis estdan definidas como
Wi := WO + [87 rrel] + [wa [wa rrel]] (45)

Weor 1= 2 [w, Vi (4.6)

mientras que r,., V. Y Wy representan la posicién, la velocidad y la acel-
eracion relativas del punto, es decir, respecto del sistema relativo.

Ahora bien, se ha visto en el Cap. 3 que el centro inercial C'I de un sistema
de puntos S con masa total constante M cumple la relacién

Q = Mregans (4.7)
donde rer 455 denota la posicién absoluta de C'I. Si
WCTI,abs -— i’CI,abs
la expresién (4.7) se puede presentar como
Q = MW aps
resultado que, en combinacién con la Segunda Ley de Newton (4.1), lleva a
Mweraps = Fegt
o bien, empleando (4.4)
M (Werer +Werrea+Wercor) = Feat
de donde se llega a

MWC’I,rel = Fext - MWC’I,tr - MWCI,COT (48)
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Definicién 4.2 La cantidad
RCI,tr = _MWCI,tr (49)

se llama fuerza de traslacion inercial.
La cantidad
RCI,cor = _MWCI,COT (410)

se denomina fuerza de Coriolis inercial.

Las definiciones (4.9) y (4.10) permiten obtener la expresién final de (4.8), que
viene a ser la contraparte relativa de la ley (4.1) y que describe la dindmica
de C1T respecto del sistema relativo

MWC],rel - Fext + RCI,tr + R‘C],COT (411)

El ejemplo que aparece enseguida ilustra la utilidad de la expresién obtenida.

Ejemplo 4.1 Considérese el plano inclinado de la Fig. 4.1, el cual estd sujeto
a la aceleracion w mostrada. Sobre el plano se encuentra un cuerpo de masa
m que desliza sin friccion. Determinese la magnitud de w a fin de que el
deslizamiento del cuerpo sea hacta el punto mds alto del plano.

Figura 4.1: Cuerpo sobre un plano inclinado acelerado.

Solucién. Fijese al plano el sistema coordenado relativo que se muestra.
Dado que este sistema no estd rotando, se tiene

en consecuencia
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De (4.11), para que el cuerpo se acelere en el sentido negativo del eje = se debe

cumplir que
Rerrcosa > mgsen o

o bien
Mw CoS & 2 Mg sen «
entonces
w > gtan«
[ ]

4.1.2. Teorema de Resal en un Sistema Relativo

Recuérdese del Cap. 3 que el momento del impulso del sistema de puntos S

respecto del polo A estd dado por

Ky = Z [X5.4, M Vi abs]

i€S

donde r; 4 denota la posicién del punto ¢ € S, con masa m;, respecto del polo

A. En este contexto se define lo siguiente.

Definicion 4.3 Sea el sistema de particulas S referenciado a un sistema rela-
tivo con origen O. El momento relativo del impulso de S respecto del polo

A estd dado por
Krel,A = Z [ri,Aa mivi,rel]

€S

donde v, e denota la velocidad relativa a O del punto i € S.

A partir de la definicién anterior se tiene

Krel,A - Z ([I-'i,Aa mivi,rel] + [ri,A7 mi‘.’i,rel])
1€S

y en particular, si A = O, con la identificacién
io ="Tirel, Yi0 = Vigrel, Virel = Wirel

la relacién (4.12) se reduce a

Krel = Krel,O - § {rz‘,rela miwi,rel]

i€S

(4.12)

(4.13)
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pues [Vi rer, MiVire) = 0. Considerando ahora (4.4) se tiene
Wirel = Wiabs — Witr — Wi cor (414)

entonces (4.13) se expresa como
Krel - Z [rz‘,relu miwi,abs] +Z [ri,relu _miwi,tr] +Z [ri,reh _miwi,cor] (415)
ies ies ies

de donde, definiendo para la particula i € S la fuerza de traslacién inercial
como

Ri = —miw;y = —m; (Wo + [€,Tipal + [w, [w, T ret]) (4.16)
y la fuerza de Coriolis inercial como
Ricor = —MiWi cor = —2m; (W, Vi yel] (4.17)
y recordando que por la Segunda Ley de Newton
MW gps = Fy (4.18)

con F; la fuerza total sobre la particula i € S, la expresién (4.15) adopta la
forma

Krel = Z [ri,rel; Fz] + Z [ri,reb Ri,tr] + Z [ri,rel; Ri,cor] (419)

€S ies €S

Recuérdese del Cap. 3 que el momento de las fuerzas respecto del origen O
estd dado por

MFezt,O = Z [ri,reb Fi,ext] = Z [ri,reb Fz]

€S €S

y definanse los momentos de las fuerzas de traslacién inercial y de
Coriolis inercial respecto de O como

MtT,O = Z [ri,reh Ri,tr] y Mcor,O = Z {ri,rela Ri,cor]

€S €S

respectivamente, entonces se llega a la expresién final para la contraparte rel-
ativa de (4.2), es decir, la ley que gobierna la dindmica del momento relativo
del impulso

Kre = MFezt,O + Mtr,O + Mcor,O (420)
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La expresion (4.20) adopta formas sencillas en algunos casos practicos. Por
ejemplo, si v, = 0 Vi € S, entonces

Rz‘,cor - _Qmi [wu Vz’,rel] =0

por lo cual
Mcor,O =2 E m; [ri,rela Ri,cor] =0
€S
y en consecuencia

Krel = MFezt,O + Mtr,O (421)
Otra simplificacién se da si el sistema relativo no rota, es decir, w = 0, en tal
caso (4.16) tiene la forma reducida

Ry = —mywo

por lo cual
Mtr,O = Z [ri,reh _min] = [rC’I,rela _MWO] (422)
icS
donde se ha usado la definicién del centro inercial.

El ejemplo que aparece a continuacién emplea los resultados recién obtenidos,
en particular la expresion (4.21).

Ejemplo 4.2 En la Fig. 4.2 se muestra una esfera, de radio p y masa m
uniformemente distribuida, apoyada contra un escalon de altura h < p. Deter-
minese la magnitud de la aceleracion horizontal w que debe tener el piso para
que la esfera suba el escalon.

Figura 4.2: Esfera contra un escalén.



4.1. SISTEMAS NO INERCIALES 131

Solucién. Fijese a la esfera un sistema coordenado relativo con origen O
en el punto alrededor del cual se va a verificar el giro de la esfera. Ya que el
sistema coordenado se mueve con el sélido, se cumple que v;,, = 0 Vi € S,
por lo que es aplicable (4.21). En vista de que en el caso limite se tiene

e=0, w=0

por (4.22) se verifica
MtT,O = [rCI,reh —mW]

en tanto que puesto que la reacciéon del punto superior del escalén sobre la
esfera tiene momento nulo

1
MFezt,O — § [ri,rebmig] - E E MY rel, MZ| = [rCI,relamg]
€8 €S

La condicién limite se da si

M0 = My,,,.0

w(p—h)=g\/p*— (p—h)?

y la esfera sube cuando

es decir,

4.1.3. Energia Cinética y Trabajo en un Sistema Rela-
tivo

De lo visto en el Cap. 3, la energfa cinética de un sistema de puntos materiales
S referenciado a un sistema, absoluto estd dada por

1
T = 5 E m; <Vi,ab87vi,abs>
icS

donde v; 45 representa la velocidad respecto del sistema absoluto del punto
1 € S con masa m;. Asimismo, en el mismo capitulo la cantidad

1
Trer0 == 3 Z m; (Vi,0,Vio) (4.23)

€5
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donde O es el origen de un sistema relativo y v; o es la velocidad de ¢ € S
relativa a O, recibi6 el nombre de energfa cinética de S relativa a O. Para mayor
claridad de la notacién, en lo que sigue a 7T, o se le denotard simplemente 7.;
y se le llamard energia cinética relativa, en tanto que v; o se denotard v; ,;,
con lo cual (4.23) adopta la expresién

rel Z m; V’L srels Vi rel) (424)

zES

Teniendo en cuenta la expresién para la diferencial de un producto interno, de
(4.24) y la consideracién de que m; es constante

dTrel - § my; <Vi,reldtavi,7“el> = E m; <Vi,relavi,reldt>
ies i€S
de donde sabiendo que
Virel = Wi rel, Vi,reldt = dri,rel

con r; .. denotando la posicién del punto i € S respecto del sistema relativo,
se llega a

dTrel = g <miwi,7‘el7dri,rel>
i€S
Empleando ahora la expresion alternativa de w; ¢, (4.5), se tiene entonces

dTrel = Z <miwi,ab57 dri,rel> + Z <_miwi,t7“7 dri,rel> + Z <_miwi,cora dri,rel>
i€s ics =

y considerando las definiciones de las fuerzas de traslacién y de Coriolis iner-

ciales y la Segunda Ley de Newton (4.16-4.18)

dTrel = Z <Fz; dri,rel) + Z <Ri,tr7 dri,rel> + Z <Ri,cor7 dri,rel>

i€s ieS i€s
Finalmente, recordando el concepto de trabajo elemental de una fuerza sobre
una trayectoria, se tiene como expresién final para la contraparte relativa de
(4.3)
AT = 0A + 0 Ay + 0 Acor

con
0A : = Z <F7,7 dri,rel>
€S

5Atr L= Z 3.t drz rel

€S

cor . —g zcoradri,rel>

€S
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sin embargo se tiene una simplificacién interesante.

Lema 4.1 Se cumple
0Acor =0, VE>0

Prueba. De la definicién (4.17) para la fuerza de Coriolis inercial de la
particula i € S
6Acor = -2 Z <mz [w7 Vi,rel] 5 dri,rel>
ics

y considerando que dr; y; = V; yeidt

5Acor = -2 Z <mz [w7 Vi,rel] 7Vi,rel> dt =0

€S

por la ortogonalidad existente. m

4.1.4. Ejemplos

Algunos aspectos de los resultados obtenidos en los desarrollos previos se ilus-
tran en los ejercicios que ahora se presentan.

Ejemplo 4.3 Supdngase que el aro de radio p mostrado en la Fig. 4.3 se
encuentra rotando con velocidad angular w alrededor del eje indicado. La dis-
tancia entre el eje de rotacion y el centro del aro es a > p. Un anillo pequeno
de masa m rodea el alambre que forma el aro, pudiendo deslizar sobre él sin
friccion. Hallar el valor de w para que el anillo se desplace el angulo ¢, respecto
de la vertical que se senala.

Figura 4.3: Aro en rotacién con un pequeno anillo.
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Solucién. La respuesta se puede lograr mediante la expresion (4.11). Para
ello se fija al anillo el sistema coordenado relativo mostrado. En estas condi-
ciones y dado que el anillo es pequeno se tiene

rcrrel = VCIyrel = WCIrel = 0
ademads de que
Wo = W(CTJ,abs
por lo cual
RC’I,tr = —MW¢CI,abs) R’CI,COT‘ =0

asf que la expresién a considerar se reduce a
Fe:rt — MWCT,abs = 0 (425)

Ahora bien, F.,; = R+mg, donde R denota la accién del aro sobre el anillo, la
cual, en vista de la ausencia de friccién y de que el anillo no se mueve respecto
del aro, tiene direccién radial. También es conocido (Cap. 2) que la velocidad
del anillo tiene magnitud

v =uwh con h :=a+ pseny, (4.26)

entonces, de lo visto en el Cap. 1y (4.26)

U2

WOl abs = _Wi = —w?hi
Asi que a partir de (10.29)
mw?h — Rsenp, =0, —mg+ Rcosp, =0
de donde )
wh

7 = tan ¢,

y con el valor de h dado en (4.26), el cual es positivo
gtanp,
W=
a + psen g

Ejercicio 4.1 Considérese la serie de n barras articuladas de la Fig. 4.4. Cada
barra tiene longitud | y masa m. El punto de apoyo experimenta una aceleracion
w. Calcular los angulos que forman las barras con la vertical una vez que todas
las barras han alcanzado la aceleracion w.
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(n-k)mg

Figura 4.5: Diagrama de fuerzas sobre una barra.

Solucién. El diagrama de fuerzas de la k-ésima barra en el estado en que
todas las barras tienen la aceleracién w, y por ende no rotan, estd mostrada
en la Fig. 4.5. En este diagrama se ha fijado a la barra un sistema relativo con
origen en O. La fuerza Ry representa la accién ejercida por la barra previa,
mientras que las fuerzas — (n — k) mw y (n — k) mg denotan las componentes
de la traccién ejercida por la barra siguiente. Dado que el sistema relativo
presenta € = w = 0, la expresion a emplear es (4.21), con K, = 0, en este
caso

Mkr...0o + Mo =0 (4.27)
Procediendo a calcular los términos de (4.27)
MFezt,O L= Z [ri,reh Fi,ext]

€8

= Z [Tiret, mig] + (n — k) ml (—gsen ¢, + wcos ;) k
i€S
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donde

1
Z [Tiver, Mig| = [Tei e, M| = —§mgl sen p, k
€S
entonces

1
Mp.,.,0 = ml l—§g sen, + (n — k) (—gseng, +wcos ;)| k (4.28)
en tanto que

1
M0 = Z [T rel, —TW] = [Lop pet, —MW] = Emwl cos g,k (4.29)

ics
Los resultados (4.28) y (4.29) sustituidos en (4.27) llevan a

tan ¢, = E, E=1,...,n
g

4.2. Dinamica de Sistemas con Masa Variable

En esta seccién se aborda un problema distinto al de la seccién anterior: se
considera que la masa de los sistemas no es constante, lo cual va a generalizar
algunas relaciones dindmicas obtenidas en el Cap 3. En esta seccién no se
consideran més sistemas relativos, por lo que las cantidades son con respecto
a un sistema absoluto.
Recuérdese que en un sistema S de puntos, la Segunda Ley de Newton tiene
la expresion )

Q=F.. (4.30)

donde el impulso de S se calcula mediante

asi que

o bien, empleando el hecho de que la velocidad del centro de inercia estd dada
por

1
ver = i Z mivi

€8
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donde M es la masa total de .S, se llega a

. d . .

Q = E(MVCI) = MVC[—l—MVC[ (431)
Si se define la fuerza reactiva como

Freae := —Mver = — sign (M) Uver (4.32)
donde '
o i

recibe el nombre de gasto, la Segunda Ley de Newton (4.30) permite rescribir
(4.31) como
M‘.’C'I = Fe:rt + Freac (433)

La relacion (4.33) recibe el nombre de Férmula de Mesherski.
Los ejemplos y ejercicios que siguen ilustran varios casos interesantes de la
dindmica de los sistemas de masa variable.

Ejemplo 4.4 Considérese el tanque mdvil mostrado en la Fig. 4.6. El recip-
tente tiene un orificio por el cual se fuga su contenido y el sistema no estd
sujeto a fuerzas externas. Considerando que el gasto es constante en el tiem-
po, determinar la ley que sigue la velocidad del mowil.

Figura 4.6: Tanque con desagiie.

Solucién. En vista de que la masa del sistema esta disminuyendo, (4.33)
adopta la forma simplificada

M(t)oor(t) = poer(t) (4.34)
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Ya que el gasto es constante, se tiene

por lo que (4.34) se expresa como

dvcr 4

= dt
ver  M(0) — ut

de cuya integracion respecto del tiempo se tiene

ch<t) — _1n M(O) - ,ut

o)~ M)

y en consecuencia

1

T
M(0)

ch(t) = 001(0)1 —
|

Ejercicio 4.2 La Fig. 4.7 muestra un cohete del que se desprende masa con
una velocidad relativa u. Obtener la expresion para la velocidad del cohete.

AM(t)

R ——
EH v

Figura 4.7: Cohete desprendiendo masa.

Solucién. Recuérdese que el impulso del sistema al tiempo ¢ estd dado por

Q(t) =M(t)v(t)

en tanto que al momento ¢ + At, en el cual la cantidad de masa AM (¢) tiene
la velocidad adicional u

QUt+A)=M@)|[v(t)+Av ()] +AM (t)u
de donde se sigue

Qt+AH)—-Q()
At




4.2. DINAMICA DE SISTEMAS CON MASA VARIABLE 139

Si At — 0 se obtiene la definicién de derivada, asi que
Q=M (t)V + Mu
de donde se sigue, por la Segunda Ley de Newton (4.30), la relacién
M¥ + Mu = F.y (4.35)

En el caso particular en que F.,; = 0 y u es colineal con v (0), la ecuacién

(6.15) se reduce a
M

si ademds la magnitud de u es constante, la integracién de (6.16) conduce a
la expresién
M (0)

M (1)

la cual es conocida como féormula de Tsialcovski. m

v(t) =v(0)+uln

Ejemplo 4.5 En la Fig. 4.8 se muestra un cohete con n tanques de com-
bustible, cada uno de los cuales contiene una masa mgy, ademds de una capsula
de masa m. Suponiendo que u es la velocidad relativa con que se desprenden los
gases de la combustion, que el cohete parte del reposo y que V' es la velocidad
que se requiere alcanzar, calcular en nimero n de tanques requerido.

Figura 4.8: Cohete con n tanques de combustible.

Solucién. Este problema puede resolverse con la formula de Tsialcovski,
para ello, nétese que

v(0) =0, M(0) =nmo+m
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Si se denota por M (t) la cantidad de masa consumida al instante ¢, se tiene
la expresion
M (t) = nmg+m — M (t)

asi que de la férmula mencionada

(4.37)

Ahora bien, en el instante en que v = V' se deberd tener como masa consumida
My =(n—30)my 0<d<1

entonces de (4.37)
nmgo +m

m + dmyg

= (o (0) =) e ()

Ya que no se conoce de antemano 0 se elige el peor caso (§ = 1) y ya que n
s6lo puede tomar valores enteros se tiene finalmente

[ () ) )]

donde [-] denota la funcién ”parte entera”. m

V=uln

de donde

Ejercicio 4.3 El recipiente de la Fig. 4.9 es un cilindro hueco de radio p
que puede girar sobre el eje vertical. Ademds de las posibles fuerzas externas,
el contenido del cilindro se estd fugando tangencialmente con una velocidad
relativa de magnitud u, en consecuencia, se ejerce una accion que hace rotar
al recipiente. Determinar la expresion que gobierna la dinamica de la velocidad
angular.

Solucién. De la seccién ”Propiedades del Centro Inercial” del Cap. 3, se
sabe que para la configuracién del problema el momento del impulso al tiempo
t estd dado por

Ko () = Lo () () (4.38)
en tanto que para el instante t + At, con At > 0, en el cual ha salido la masa
AM (t)

Ko(t+At) =1, (t) [w (t) + Aw (t)] — pAMu (4.39)
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Figura 4.9: Cilindro impulsado por la fuga tangencial de su contenido.

por lo que de (4.38) y (4.39)

Ko (t+ At) — Ko, (1)
= [ —_
Al o) =Ry Py

Haciendo tender At a cero, de la definicién de las derivadas correspondientes
y notando que

Aw (t) AM

- - AM (1)
M) == lim =7
puesto que AM (t) es una pérdida de masa, se concluye que
Ko, (t) = L, (t) w (t) + pudl (4.40)

Ahora bien, considerando la relacién

K, (t) = (Mr,,, ,. €00)

donde M, ,, representa el momento de las fuerzas externas respecto del punto
O y epor denota un vector unitario en la direcciéon O a O’ la expresién (4.40)
adopta la expresién final

Iw (t) w (t) = <MFezt,O7 eool> — pUM (441)

n
El ejercicio que ahora se presenta contintia desarrollando el resultado (4.41).

Ejercicio 4.4 Si el problema del recipiente de la Fig. 4.9 tiene como condi-
ciones

w(0)=0, u= 007;6815, Feor =0, h(0)=hy, M= co?st (4.42)
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donde h (t) representa la altura del contenido al instante t, obtener la expresion
dew=w(t) yw=uw(h).

Solucién. De la expresion (4.41) y considerando las condiciones (4.42)

de cuya integracion se llega a

o) = 5M (1)
por lo cual
_Ju. M(0)
w(t) = 2; In 0] (4.43)

Si se denota por ¢ la densidad del contenido del recipiente, se tienen las sigu-
ientes relaciones

M (0) = n6p*hg, M (t) = wop*h (t) (4.44)

lo cual permite rescribir (4.43) en la forma

u. h

w(t) = 2; In W(r)f) (4.45)
que representa una de las funciones pedidas, es decir

w(h) = 2% ln%
Continuando, de (4.44) se tiene

M (t) = wdp*h (t)
por lo que '

h (t) = M) (4.46)
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y en vista de que el gasto p := ‘M (t)) es constante, de la integracion de (4.46)

h(t) = ho — ml;p2t (4.47)

pues M (t) = —pu. Finalmente sustituyendo (4.47) en (4.45) se obtiene la otra
expresion buscada
ho

In ——
ho — 75t

u
w(t) =2—
p
|

El ejemplo que aparece a continuacién es interesante ya que en el proceso de

solucién aparece una ecuacion diferencial muy importante.
Ejemplo 4.6 (Problema de Kelly) Supdngase que un extremo de la cadena

de la Fig. 4.10 esta cayendo. Determinar la ley que gobierna la longitud x (t)
del segmento que se encuentra en el vacio, considerando como condiciones

iniciales x (0) = @ (0) = 0.
x(t)
Nl

Figura 4.10: Cadena con un extremo cayendo.

Solucién. Si la constante v representa la masa por unidad de longitud de
la cadena, por la Segunda Ley de Newton (4.30) aplicada al segmento que se
encuentra en el vacio

d .
5 (723) = 729
de donde
i* 4+ 21 = 19 (4.48)

ecuacién diferencial no lineal que recibe el nombre de ecuacién de Bernoulli.
Para resolver la ecuacién (4.48), nétese que la velocidad & es funcién de z,
entonces, con la notacién

T =v(z) (4.49)
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se obtiene por derivacién temporal

d d

= (@) = —v(@)i =1 (2)v() (4.50)

X

donde v’ denota derivacién respecto de su argumento. Nétese ahora que

o (2) 0 () = %d%v? (2) (4.51)

por lo que las relaciones(4.49-4.51) permiten rescribir (4.48) como

u(z) + 1xu’ (x) =g (4.52)

2
Si se propone para u (z) la forma
u(x) =kx, k=const, x>0
su derivada respecto de x resulta

u () =k

y en consecuencia (4.52) se representa como

1
kx + —xk = xg
2
de donde sigue que
- 2
y por tanto
2
v? (z) = u(z) = 39%

o bien, por (4.49)
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de donde
b=/ 2gV7
3
o equivalentemente
dx 2
% =\/3 gdt

cuya integracién, dado que z (0) = 0, lleva a
2

gt?

y finalmente

145
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Capitulo 5

Ecuaciones Dinamicas de Euler

En este capitulo se sigue con el estudio de la dindmica de sélidos; se obtienen las
ecuaciones dindmicas correspondientes a la rotacién de cuerpos, llamadas ecuaciones
de Euler. Para ello se introduce al inicio un concepto fundamental de la geometria
de los sélidos, a saber, el tensor de inercia, el cual resulta clave en la descripcion
de las ecuaciones buscadas. El tensor de inercia va a permitir calcular cantidades
fundamentales como la energfa cinética y el momento del impulso con expresiones
reducidas. En la parte central del capitulo se logra el objetivo propuesto, una vez que
se han enunciado algunas propiedades principales del tensor de inercia. El capitulo
concluye con la aplicacién, no trivial, pero si muy productiva, de las ecuaciones de
Euler al estudio de movimientos especiales como el del giroscopio y las reacciones
dindmicas. Gran cantidad de ejemplos y ejercicios ilustran la teoria presentada.

5.1. Tensor de Inercia

Sea el cuerpo soélido mostrado en la Fig. 5.1. Se desea calcular el momento de
inercia de aquél respecto del eje con direcciéon dada por el vector unitario e.
Con referencia a la Fig. 5.1 el momento de inercia estd dado por

Ie = Zmlhf (51)
icS
donde
hi=r} —(OP) (5.2)

con

OP; = (e,r;) (5.3)
Considerando que
T
r; = ( Ti Yi i )

147
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Z
e
Iy
r
s
Pi/
e h;
4 |
e [
r; 1 £ y y
olfly :
o ___J,”{)’ : -
I

Figura 5.1: Cuerpo sélido y un eje genérico.

T
e :( a B v )
de (5.3)
OF; = ax; + By + vz
por lo que de (7.6)
Wy = @} +yi 42— (axi+ By +yz)°
= 2}ty + 2 - olxl — Byl —2Pa = 20Bmy; — 2007wz — 2By
y puesto que
?+ B+ =1
he = o®(yf + 27) + B2 (af + 22) + 7 (aF + o)) — 2aBay; — 20wz — 287y

Esta tltima expresién al ser sustituida en (5.1) conduce a

e = o® Y milyf +20) + 5 miaf +20) +9° Y milaf +4f)

ieS ieS ieS
—2af3 Z m;T;y; — 2ary Z m;x;iz; — 287 Z m;Yiz; (5.4)
icS ieS icS

Definicién 5.1 Las cantidades

Le = ZmZ(y? + 212)

€S
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Ly = Zmz(xf +27)

€S

L. = Zml(x? +47)
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se denominan momentos principales de inercia mientras que

Ixy = Zmzxzyz

ies

I, = g m;T;z;
=

Iyz = g m;Yiz;
=

son llamados momentos centrifugos, ambos respecto de los ejes correspon-

dientes.

La definicién previa permite expresar (5.4) en la forma

I = a2]$$ + BQIyy + '72122 - 2055Iacy - 205/7155,2 - 26711/,3

o bien, como facilmente puede verificarse

I, = (e, le)
donde
I:r:r _Izy I:vz
I= L. 1y, L.
Iza: _Izy Izz

Observacion 5.1 Debido a que

Izz = I:cm Ixy = Iy:u Iyz =

se tiene
I=17

(5.5)

(5.6)

Definicién 5.2 La matriz 1T se llama tensor de inercia del cuerpo sélido

dado respecto del sistema coordenado considerado.

El tensor de inercia es un elemento muy 1til para describir los conceptos
mecdnicos mds importantes de los cuerpos sélidos, como son la energia cinética
y el momento del impulso, esto se desarrolla en lo que sigue para ciertos casos

comunes.
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5.2. Energia Cinética y Momento del Impulso

Esta seccién emplea la nomenclatura y los resultados obtenidos en la seccion
”Propiedades del Centro Inercial” del Cap 3. De esa seccién se tiene por el
teorema de Koening

T =To +Treao + M{vor, veror)

donde, si se trata un cuerpo rigido rotando con velocidad angular w relativa
al pivote O', se tiene (ver la seccién citada)

2
Trel,O’ = §Iww

con I, denotando el momento de inercia del cuerpo respecto de la linea de
accion de w. Entonces, empleando (5.5)

1
TTel,O/ = 5 <ew7 Hew> O.)Q

donde T est4 referido a un sistema coordenado con origen O, y se ha demostra-
do asf el siguiente resultado.

Lema 5.1 FEn las condiciones enunciadas

1
TTel,O’ = §wT]Iw (57)

Por otro lado, por el teorema del Euler se tiene para un punto genérico ¢ en el
cuerpo rigido S

Vio = |w,Tior]
donde r; o y v; o denotan la posicién y velocidad de 7 € S respecto del origen
O', y dado que el momento del impulso relativo a O’ se define como

Ko = E 15,01, MiVi o]
icS

se concluye que

K, e00 = Z 5.0, m; [w, T 0]
icS

o bien, de la relacion

[a, [b,c]] = (a,c)b — (a,b)c
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se tiene
Koo = Zmi (ri0,Tio) w— (rio,w)Tio]
icS
= Z my(af + Y7 + 2w — Z m;(Tiwy + Yiwy + 2w )r;
icS icS

de donde se verifica facilmente que

Krel,O’x = szx:v - nyxy - szxz
Krel,O’y - _wa;cy + nyyy - szyz
Krel,O’z - _waza: - nyzy + szZZ

A partir de estas relaciones y de (5.6) se tiene el resultado que sigue.

Lema 5.2 Bajo las condiciones establecidas en las lineas previas

Krel,O/ = Jw (58)
Y 1
Trel,O’ = §wTKrel,O’ (59)

Observacion 5.2 Cuando los origenes O' (relativo y posiblemente mdvil) y
O (absoluto y fijo) coincidan, las cantidades K,e1.0r y Trer,0r S€ denotardan sen-
cillamente como Ko y Tp.

5.3. Consideraciones Sobre el Tensor de Iner-
cia
Varias propiedades caracterizan a I y su revisién son el objeto de esta seccion.
Definicién 5.3 Una matriz simétrica M € R"*" con la propiedad
xI'Mx >0, VxeR"

se dice que es una matriz positiva semidefinida, lo cual se denota en la
forma M > 0.

Dado que I, > 0, a partir de (5.5) se sigue que una matriz simétrica I puede
ser un tensor de inercia si y solo si

I>0

El siguiente criterio permite establecer si una matriz es positiva semidefinida.
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Lema 5.3 (Silvester) Una matriz simétrica es positiva semidefinida si y sélo
st sus menores principales son no negativos.

El criterio previo lleva trivialmente al lema que sigue.

Lema 5.4 Para que la matriz simétrica

I:r:r _Izy _I:vz
[=1] -l I, -l
_Iza: _Izy Izz

sea un tensor de inercia debe cumplir
1. I,>0
2. I.Ly,, > Iiy de donde se sigue que I, > 0
30 Loly L. > 2L, 1.1, + 1,10, + 1,120, + L.I2,

Ejemplo 5.1 Sea dada la matriz

—_

—d
—d

w o O

2
0

o

¢Cudl debe ser el valor de d para que la matriz anterior sea un tensor de
inercia?

Solucién. Claramente el primer menor principal es positivo. De la condi-
cién sobre el segundo se debe tener

22d2, es decir, —\/§§d§\/§

La condicién sobre el tercer menor principal no aporta ninguna relacién extra.
]
El siguiente problema permite obtener conclusiones importantes sobre I.

Problema 5.1 Sea un cuerpo sdlido referido a un sistema coordenado como
se muestra en la Fig. 5.1. Calcular los momentos de inercia minimo y mdximo
y obtener las direcciones correspondientes, es decir, determinar los extremos
de la funcion

I. =e'le (5.10)

con la restriccion

le| = 1 (5.11)
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Antes de abordar la solucién del problema propuesto, recuérdese el enfoque
general por multiplicadores de Lagrange para enfrentar este tipo de prob-
lemas de optimizacion.

Sean f: " — Ry g: RN — RN, m < n, funciones continuamente diferen-
ciables. Supdngase que se desean encontrar los puntos x € R” en los cuales la
funcién f alcanza sus valores extremos y que ademds cumplen la condicién

g(x)=0

Definicién 5.4 Si el punto xo € R" es tal que la matriz jacobiana % (x0)

tiene rango m, se dice que es un punto reqular de g.

De la teoria de optimizacién restringida se tiene que si Xy € R™ es un pun-
to regular de g y en ese punto f tiene un extremo, la funcién denominada
lagrangiano

L& A) = f(x) = (A egK)

también tiene un extremo en xg, donde A € R™, se llama vector de multipli-
cadores de Lagrange. Entonces, los puntos extremos buscados quedan deter-
minados por la condicién

VxL (x0,A0) =0

de donde se obtiene
X0 = Xop (Ao)

vy Ap se calcula via la restriccién

g (X0 (X)) =0

Ahora se puede enunciar el siguiente resultado.

Lema 5.5 Las direcciones extremas satisfacen la relacion
e = Xe (5.12)

en tanto que los momentos de inercia correspondientes quedan dados por los
correspondientes valores del parametro A € R.

Prueba. Aplicando el método descrito al problema de optimizacién (5.10-
5.11) se obtiene, con A € R,

L(e,\) =e'le — \efe—1)
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y ya que para M € R"*" se verifica que
Vi« (XTMX) = 2Mx

entonces

Vel(e,\) =2 (Ie — Ne)
Ya que en las direcciones extremas y7.L(e, A) = 0, se concluye (5.12). Con este
resultado se sigue que en estas mismas direcciones
I. = e’le = Aele = \, puese’e =1

Observacion 5.3 Del lema previo se concluye que las direcciones extremas
quedan determinadas por los vectores propios del tensor de inercia, en tanto
que los valores correspondientes de los momentos de inercia quedan dados por
los llamados valores propios asociados.

Ejemplo 5.2 Encontrar los momentos de inercia extremos Is € Inm v las
direcciones extremas €ysx Y €min correspondientes al tensor de inercia

3 -1 0
I=| -1 2 0
0 0 1

Solucién. Los valores propios de I quedan dados por las raices del poli-
nomio caracteristico de I, es decir

det (I— M) =0 (5.13)

donde I denota la matriz identidad de orden 3. Sustituyendo I se tiene para
(8.34)

3—A -1 0
12X 0 |[[=1=-N[B-N2-X)—-1=0
0 0 1—AX

cuyas raices son

Amin = 1, )\2:%(5_\/3>, )\méX:%(5+\/g)

Ahora se determinan las direcciones extremas, las cuales deben cumplir

(I-X)e=0
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Considérese primero A, entonces se debe tener

2 -1 0 €
-1 1 0 ey | =0
0O 0 0 €,

o bien
2e, —e, =0
—e;+e, =0
e, libre

de donde se sigue, dado que |eyns| = 1, que
emw=[0 0 1]

Para A\« se tiene que

3 — Amax -1 0 €y
-1 2 — )\méx 0 €y =0
0 0 1 — Ansx e,
o bien
ey = (3 — A\max) €z
er = (2 — Amax) €y (5.14)
e, =0

Las dos primeras ecuaciones de (5.14) son linealmente independientes, pero
por la condicién |epnsi| = 1 se llega a que

e2te=[14+0B—Aua)’] el =1

entonces
1 T

JITG e L O e O

€max =
[ |

Definiciéon 5.5 Si el origen del sistema coordenado de referencia coincide con
el centro de inercia, los momentos principales de inercia reciben el nombre de
momentos centrales.

Observacion 5.4 Si ademds de la condicion de la definicion previa se selec-
ctonan los ejes del sistema segun las direcciones extremas, uno en la direccion
de enix, otro en la direccion de ey, y el tercero ortogonal a ambos, entonces
el tensor de inercia adopta la forma reducida

I, 0 0
I=| 0 I, 0
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5.4. Ejemplos y Ejercicios

Los ejemplos y ejercicios que componen esta seccion ilustran y complementan
la teorfa del capitulo presentada hasta aqui.

Ejemplo 5.3 Sean el cubo y el sistema coordenado mostrados en la Fig. 5.2.
El cubo tiene lado a y masa M, la cual estd uniformemente distribuida; el
sistema de coordenadas se ubica en el centro del solido y resulta paralelo a sus
aristas. Calcular el tensor de inercia.

Figura 5.2: Cubo de lado a y sistema de referencia.

Solucién. Dada la simetria de la figura respecto del sistema coordenado
se tiene
Im: = Iyy = IZZ? Ixy = Izz = Iyz =0

Por definicién

L, = Esmzh2 (5.15)
i€

donde h; denota la distancia del elemento de masa m; respecto del eje coorde-
nado x. En el caso presente (5.15) se traduce en

SR A Y S
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donde, por la distribucién uniforme de la masa
M
dm = —dxdydz
a
en tanto que segun la Fig. 5.4
W (y,2) = y* +2°

y en consecuencia

M a a a
L, = — / ’ / ’ / T (g2 + 22) dydeda
a =2 Jo=—¢ Jy=—14

M y3 n 22 |2
= —al| a= a—
CL3 3 _a 3 _a
2 2
_ ue
6
En conclusién
a2
I=M-—1I
6

donde I denota la matriz identidad de orden 3. =

2
T 1
i
y e
I;hz
S E

Figura 5.3: Un elemento diferencial de masa y su posicién respecto del eje x.
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Figura 5.4: Cilindro y sistema de referencia.

Ejemplo 5.4 Calcular el tensor de inercia del cilindro de masa M uniforme-
mente distribuida respecto del sistema coordenado mostrados en la Fig. 5.4.

Solucién. Recuérdese que en la seccién ”Ejemplos y Ejercicios” del Cap.
3 ya han sido calculados los momentos principales, de esos resultados se tiene
que

M h? M
Izz = Iyy = Z <p2 + E) s Izz = 7p2 (516)

ademads, por la simetria respecto del sistema de coordenadas se concluye que

Iyy=1,.=1,,=0

por lo cual
y <p2 - %) 0 0
I= 0 M (,02 + %) 0
0 %pz
|

Ejemplo 5.5 En la Fig. 5.5 se muestran dos sdélidos de masa uniformemente
distribuida referidos a sendos sistemas coordenados ubicados en sus centros de
inercia. Determinar sus tensores de inercia.
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(1) Cono s6lido  {11) Cilindro hueco

Figura 5.5: Cono sélido y cilindro hueco referenciados a sendos sistemas coor-
denados.

Solucién. i Se determina primero el centro de inercia; es claro que éste se
encuentra sobre el eje de simetria. Dado que el cuerpo tiene por volumen

TR%h
V p—
3
la densidad de masa resulta
_3M
H= TR

Por otro lado, de la expresion para el cdlculo de la posicién del centro de inercia
se tiene que éste se encuentra a una altura de la base dada por

1t
hCI:M/O wdm

donde w denota la posicién, respecto de la base del cono, del disco elemental
de radio p y altura diferencial dw, cuya masa resulta

dm = pmp*dw

De la Fig. 5.6 es claro que
R
P= (h —w)

entonces

h
_ it Y
her = Mh2/0 w(h —w)” dw
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Figura 5.6: Relacién entre el radio p del disco elemental y su altura w.

z
3

z fdz

0 ¥
b4 \

FE

Figura 5.7: Disco elemental de radio p y altura dz.

Se pueden ahora calcular los momentos de inercia; para determinar I,, con-
sidérese el disco elemental de radio p y altura dz (ver Fig. 5.7), el cual tiene
por masa

dm = pmp*dz
donde ahora
3 z
p=R (Z — E) (5.17)
por lo cual , )
dm = pr R? (2 - %) dz = % (Z - %) dz (5.18)

Recuérdese de la seccion ”Ejemplos y Ejercicios” del cap. 3 que el momento
de inercia del disco en cuestién respecto de su didmetro tiene la expresién

1
dl = szdm
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resultado que, junto con el teorema de Steiner, permite obtener

3h/4

1
I, = / (Zp2 + z2) dm

z=—h/4

de donde, con las relaciones (5.17-5.18)

3M3h/4 3 > 1 3 2
VA z
I, = — S I S 2l d
w 0 (4 h> [4R <4 h) ”] :
—h/4
= 3M(fﬁ+432)
80

Nétese ahora que

Lig = Iy
Y que

I —iMj%2

10

(Cap. 3, seccién “Ejemplos y Ejercicios”), ademads, por la simetria se verifica
que

Iyy=1,.=1,,=0

asi que
%M (h? + 4R?) 0 0
I= 0 S—OM (h? + 4R?) 0
0 0 2 MR?

ii Supéngase que el cilindro fuera sélido con masa M, entonces su densidad
estarfa dada por
- wR2h

y dado que para el cilindro hueco se tiene

L

M = muh (R2 — p2)

se cumple la relacién
MR?

MS:R2_p2
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Ahora, empleando las expresiones (5.16) se concluye que

M, h? M,—M h?
I:c:c = Iyy:T(RQ—F?)—(T)(,OQ‘F?)

2
- (RQ—p2)+%(p2+%)

y
M 2_(MS_M)2
I.. = 2R 5 p
M s M,
= 5 =)t
= 5 ()

en tanto que, por simetria, los momentos centrifugos resultan
Ixy =I.. = Iyz =0

por lo tanto

%<R2+p2+%2> 0 0
I= 0 A (R4 g2+ 17) 0
0 0 Y (R*+p?)

]
En los ejemplos que siguen se hace aplicacién de las expresiones

Ejemplo 5.6 FEncontrar Ko y T para el cuerpo de masa M que se muestra
en la Fig. 5.8. El sistema de referencia estd localizado en el centro de inercia
del solido y la masa tiene distribucion uniforme.

Solucién. Para el caso presente las cantidades buscadas estdn dadas por
las relaciones (5.8-5.9), es decir

1
Ko=Iw, T= §wTKO

De la Fig. 5.8 se tiene que

W = W COS &
wsen o«
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Figura 5.8: Cilindro sélido girando oblicuamente.

y por el resultado del segundo ejercicio de esta seccién se verifica facilmente
que

% (,02+%2>wsena

h2
p2 cos? o + = (p2 + E) sen%z]

Ejemplo 5.7 En la Fig. 5.9 se muestra un péndulo de longitud R formado por
un disco de radio p y masa M distribuida uniformemente. Se considera que la
masa del brazo del péndulo es nula. Calcular la velocidad con que el centro del
disco pasa por la posicion inferior si el péndulo se suelta con velocidad nula
desde la posicion horizontal.

Solucién. Como se trata de un sistema conservativo, se tiene en el punto
inferior de la trayectoria

T = Mg(R — p) (5.19)

por otro lado, de (5.7)
1
T = §wT]1w (5.20)
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o

. /
N //
\\\H—H“-a-_ _,—'—'"V//

Figura 5.9: Péndulo.

donde de los resultados de la citada seccién del Cap. 3 en conjuncién con el
teorema de Steiner se tiene

1 1 1
Ia:a: = ZMP27 Iyy =M (ZIO2 + (R - p)2) ) Izz =M (§P2 + (R - p)2>

en tanto que por la simetria del disco

Iyy=1,.=1,,=0

asi que
LM 0 0
I= 0  M(3p*+ (R—p)?) 0
0 0 M (30 + (R —p)?)

Ahora bien, la rotacién en el punto inferior estd dada por
w=(0 0 w )T
por lo que de (5.20)
T = isz (P*+2(R—p)?)
y por (5.19)

—Muw? (1,02 + (R — p)2> = Mg(R —p)

_ | _29(R—p)
30°+ (R —p)

de donde




5.4. EJEMPLOS Y EJERCICIOS

lo que permite obtener la velocidad buscada via la expresién

v=w(R—p)

165

Ejemplo 5.8 En la Fig. 5.10 se muestra un cilindro solido de masa M dis-
tribuida uniformemente rotando excéntricamente respecto del eje mostrado.

Respecto del sistema de referencia mostrado calcular Ko y T.

Figura 5.10: Cilindro sélido en rotacién excéntrica.

Solucién. De las relaciones (5.8-5.9)

en tanto que de la Fig. 5.10

w:[O w O]T

Por los resultados del segundo ejercicio de esta secciéon y por el teorema de

Steiner

M 4h?
Ia:x - Z <p2 + 7) ) Iyy

y por la simetria del cuerpo

Iy

M

=1

4

Yyz

(

50° + —

=0

4h?
3

)7 IZZ_

L
2p
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en tanto que

1., = Zmixizi = Zmixi(zi — %h + %h)

i€s i€S
1 Mh 1
€S €S
pero
zym@.lm_o iXﬁ”_
‘ 1 K3 2 - 9 M : (kN p
€S €S
entonces
Mhp
Ixz e
2
Asi que
2
GRS 0 —r
= M 4h?
I 0 Y (s +42) 0
Mh, 3M
—3 0 N
por tanto
0
KO = %(JJ <5p2 + %)
0
Y 2
M 4h
T=—uw?(5p*+—
1 w ( P+ 3 >
|

Ejemplo 5.9 La Fig. 5.11 muestra el perfil de un disco rotando excéntrica
y oblicuamente. El disco tiene un radio p y su masa M estd uniformemente
distribuida. Calcular Ko y T.

Solucién. De nueva cuenta las cantidades buscadas estdn dadas por las
relaciones (5.8-5.9)

En la Fig. 5.11 se ve que

w:[O w sen o wcosa}T
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Figura 5.11: Disco en rotacién excéntrica y oblicua.

Nuevamente los momentos de inercia pueden calcularse usando los resultados
obtenidos en la seccién ya mencionada del Cap. 3 y el teorema de Steiner

1 1 1
Imm =M (sz + (Z2> ) Iyy =M (5:02 + Cl2> 3 Izz - ZMp2

en tanto que por la simetria respecto de x

I..=0
y porque y = 0
Iy=1,.=0
entonces
M (3p° + a?) 0 0
I= 0 M (30 +0a®) 0
0 0 iMp2
Asi que
0
Ko = | Mw (3p* + a*) sena
TMwp? cos
y
T = lez 1,02 + a* ) sen o + 1,02 cos? a
2 2 4
]

Ejemplo 5.10 En la Fig. 5.12 aparece un disco de perfil, el cual se encuentra
sometido a las dos rotaciones mostradas. Determinar Ko considerando que el
disco tiene masa M uniformemente distribuida.
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& e

CI

Figura 5.12: Disco sometido a dos rotaciones.

Solucién. Como se sabe, de (5.8)
KO = lw

Ahora bien, de la multicitada seccién del Cap. 3 y del teorema de Steiner

Ly =Ty =M (iﬁ + %a2> , L.= %Mp2
y por la simetria
Lps = Loy =1,. =0
por tanto
M (30° + a?) 0 0
I= 0 M (50°+a®) 0
0 0 %Mp2

Por otro lado, de la Fig. 5.12

T
W = [O —ﬁwl ﬁwl—l—wg]

asi que
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5.5. Ecuaciones Dinamicas de Euler

Recordando, si w es la velocidad angular del sélido respecto al pivote O, el
cual estd fijo en el origen O del sistema coordenado, de (5.8 y 5.9) y el teorema
de Resal

1 .
Ko=Iw, T= §wTKO, Ko =My, 0 (5.21)

Recuérdese también que si los momentos principales de inercia son centrales
(origen O en el centro inercial del sélido) y el sistema coordenado ha sido
elegido segin las direcciones en que los momentos de inercia son extremos,
entonces el tensor de inercia tiene la forma

A0 0
I=| 0 B 0 (5.22)
00 C

donde
A=1,, B:=1, (=1,

por lo cual si
w=pi+qg+rk (5.23)

entonces
Ko = Api + Bqgj + Crk (5.24)

Derivando (5.24) respecto del tiempo bajo la consideracién de que el origen O
permanece en el centro inercial del sélido y el sistema de referencia rota con
el cuerpo

. d d d
Ko=Api+Bij+Cik+ Ap it Bej+Cr—k

y ya que por el teorema de Euler

i = w1 =7 — gk
2§ =[w,j] = —ri + pk (5.25)

Lk =[w, k] = ¢i—pj
entonces
Ko = [Ap + (=B + C) qr]i+ [B{ + (A — O) pr]j+ [C7 + (—A + B) pq k
(5.26)

A partir de la tercera relacién de (6.14) y considerando (5.26) se llega a las
denominadas ecuaciones dinamicas de Euler, las cuales estdn formadas
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por el grupo de ecuaciones diferenciales no lineales siguiente

Ap + (_B + C) qT - (MFezt7O>z
B¢+ (A-C)pr=(Mpr.,.0), (5.27)
Cr + (—A+ B)pg = (MgF,,,0),

Estas ecuaciones describen la dindmica de las componentes del vector de
rotacién w. Hay varios casos particulares importantes de las ecuaciones an-
teriores, estos se tratan en lo que sigue.

5.5.1. Casos Especiales de las Ecuaciones de Euler
1. Caso de Euler: el momento de las fuerzas externas es nulo, es decir
Mr,..0 =0 (5.28)
A partir de la condicién (5.28) se tiene que
Ko =0 (5.29)
por tanto las ecuaciones dindmicas de Euler adoptan la forma

Ap+(=B+C)qr=0
Bi+(A-C)pr=0 (5.30)
Cr+(—A+ B)pg =0

Si se multiplica la primera ecuacién de (5.30) por p, la segunda por ¢ y la
tercera por r y después se suman las expresiones resultantes se llega a la
relacion

App+ Bqq+ Cri =0 (5.31)
misma que corresponde a
ld 2 2
——[Ap*+Bq¢*+Cr?] =0 (5.32)
2 dt
Ahora, nétese que de la segunda ecuacién de (6.14)
1 1 Ap 1
T=-w'Ko==[p ¢ r]| Bq | =z(ApP>+BF+Cr?) (5.33)
2 2 %, 2
r
es decir, que por (5.32)
d
=0
dt

entonces se ha demostrado el siguiente resultado.
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Lema 5.6 En un cuerpo sélido rotando, st My _,, 0 = 0 entonces

T = const (5.34)

Para enunciar el siguiente resultado, recuérdese que la aceleracién angular se
ha definido como
E=w

Lema 5.7 En las mismas condiciones del lema previo

e L KO
Prueba. De la expresién de w dada en (5.23)
d d d d
e L L PR
e=— (pi+qj+rk) = pi+gj+r P ite it

pero por el teorema de Euler

d d d
—itg—j+r—k =

Pt g
= |w,pi+qj+rk] = [w,w] =0
entonces
€ = pi+qj+rk
Notese ahora que
Ap
(e,Ko)=1[p ¢ 7] | Bq | =App+ Bqg+ Crr
Cr

y en vista de (5.31) queda probado el lema. m

Observacion 5.5 FEl caso de Euler conlleva dos condiciones importantes sobre
la dindmica de las componentes de w. La primera se obtiene a partir de (5.33)

y (5.34)
Ap* + B>+ Cr* = 2T = const (5.35)

Para la segunda, nétese que a consecuencia de (5.29)
Ko = cm;ast

por lo cual
K} = co?st
o bien, por (5.24)
AP+ B+ C*r* = K} = const (5.36)
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Condiciones adicionales sobre la geometria del sélido permiten obtener més
resultados.

Primer caso: A # B (restriccién a la simetria del sélido). Esta condicién
extra permite, partiendo de (5.35) y (5.36), llegar a expresiones explicitas para
la determinacién de p, ¢ y r. Para verlo, nétese que de multiplicar (5.35) por
B y restar la expresion resultante de (5.36) se obtiene

A(A=B)p*+C(-=B+C)r* =K} —2BT

de donde
(A=B)p* = f1 (%) (5.37)

con
1

S (7’2) = [Kg —2BT +C(B — C)rz}

Por otro lado, al multiplicar
(5.36) se obtiene

o

5.35) por A y restar la expresién resultante de

B(B—-A)¢+C(C—A)r*=K}—2AT

de donde
(A= B)¢* = f> (r?) (5.38)

con
fo (7‘2) = —% [Kg —2AT +C(A - C’)Tﬂ

El producto de (10.29) y (5.38) lleva a
(A=B)q’p* = )1 (") 2 ()

(A= B)gp = £/ f1(r?) f2(r?)

pero dado que por la tercera ecuacién de (5.30)

o bien

Cr = (A—B)gp
se llega a la expresién dindmica para r
Cr+/f1(r?) f2(r?) =

la cual puede ser resuelta en vista de que sélo depende de una variable. La
consecucion de la expresién de r va a permitir a su vez que se puedan encontrar
las correspondientes expresiones
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via las relaciones (5.35) y (5.36).

Segundo caso: A = B, (el sélido exhibe cierta simetria) denominado caso
de Lagrange. En base a esta condicién, por la tercera ecuacién de (5.30) se
tiene que

7 =0
es decir
r(t) = const (5.39)

y como consecuencia se obtiene de (5.36)
P’ +q* = const (5.40)
De forma inmediata los resultados (5.39) (5.40) permiten formular un lema.
Lema 5.8 En el caso de Lagrange se tiene
lw| = const

2. Giroscopio. En la Fig. 5.13 se muestra el dispositivo llamado girosco-
pio. Estéd formado por un cuerpo sometido a las dos rotaciones mostradas. El
giroscopio tiene especial importancia, sobre todo para determinar la presen-
cia de una cierta condicién de movimiento llamada presesién regular, la cual
presenta interesantes propiedades.

Figura 5.13: Giroscopio.

Para la definicion siguiente considérese la Fig. 5.13.
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Definicién 5.6 Un movimiento descrito por un giroscopio con la condicion
de simetria A = B se llama presesion regular si se cumple:

(i) |wi| = const
(1i) wy = const
(iii) 0 == @1, ws = const

Los requisitos (i-774) permiten formular una condicién explicita para la existen-
cia del movimiento de presesién regular. En la Fig. 5.13 se ve que la velocidad
angular w con que se mueve el sélido estd dada por

W =wi + ws

pues w; y ws tienen pivote comiin, ademds noétese que p,q y r son las com-
ponentes de w respecto del sistema coordenado que aparece y que esta fijo al
solido. Por otro lado, en vista de las condiciones (i-iii) que debe cumplir el
movimiento en cuestion, se concluye que

Ko = cmt”Lst (5.41)
asi que si se rescribe Ko en la forma
Ko = Koek,,
con ek, un vector unitario en la direcciéon de Ko, por (5.41) se tiene
Ko = Koéxk,
y por el teorema de Euler, la configuracién del movimiento y las condiciones

(i-iii)
ek, = w2, ex,]

de donde .
Ko = (w2, Ko
y en vista de que )
Ko = MFp,,,.0
se obtiene
(w2, Ko] = Mr..,.0 (5.42)

Esta ultima relacién va a permitir probar el siguiente resultado.
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Teorema 5.1 (Jukovski) Para lograr un movimiento de presesion regular
con los pardmetros wy, wa, 0, es necesario que

Mg,,, 0 = [wa, w1] |C + (C — A) % cosf (5.43)
1

Prueba. Nétese que para la configuracién mostrada en la Fig. 5.13 se tiene
p=0, q=—wysent, r=w;+ wycosb
por tanto, de (5.24)
Ko = —Awssenfj + C (wy + wqcos ) k (5.44)
dado que A = B. La relacién (5.44) y el hecho de que
Wy = [ 0 —wosenf wqcost ]
permiten obtener para el miembro izquierdo de (5.42)

i [ K
[we, Ky = 0 —wssend wa cos
0 —Awssenf C (w1 + wycosh)

= [~Cuwysen (wy +w;ycosf) + Awjsend cosb] i
[— (C — A) w3 senf cos§ — Cwiwsysen ] i

= —wjwysenf [(C —A) 22 cosf + C} i
w1

y claramente sigue la conclusién. m

Ejemplo 5.11 Un giroscopio se encuentra en el espacio; dadas las magnitudes
w1, we calcular el dngulo 0 formado cuando se presenta la presesion reqular.

Solucién. En el espacio se tiene
MFezt7O = 0
asi que de la expresién (5.43) se sigue: a)

[wy, wy] =0, entonces § =0
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Wa B B C w1
(C’—A)w—lcosﬁqLC—O, entonces ¢ = arc cos (A—Cc@)

Las ecuaciones de Euler (5.27) permiten obtener otras propiedades del movimien-
to de presesion regular, ademds de las dadas por el teorema de Jukovski. De la
Fig. 5.13 y por la configuracién del movimiento se concluye que la proyeccién
de w sobre el eje z permanece constante, entonces

r = const (5.45)

o bien
r=0
Este hecho y la condicién de simetria A = B, al ser sustituidas en la tercera de

las ecuaciones de Euler, llevan a que una condicién necesaria del movimiento
de presesién regular es

(MFext70>z = 0

lo cual coincide con lo predicho por el teorema anterior. Ademas, del hecho de
que Ko es constante y por (5.24) se sigue que

A% + B2 + C?%r? = const

que, si se considera (5.45) y la premisa A = B, se reduce a la siguiente condicién
sobre los componentes p y ¢ de w respecto del sistema coordenado fijo al cuerpo
mostrado en la Fig. 5.13

p2 + q2 = cm}st

3. Reacciones Dindmicas. Cuando los sélidos rotan excéntricamente,
o bien cuando el eje de rotaciéon no coincide con alguna de las direcciones
en que los momentos de inercia son extremos o es perpendicular a ellas, se
generan fuerzas adicionales en los soportes del eje de rotacién. Estas fuerzas se
denominan reacciones dindmicas y son muy importantes especialmente para
el diseno de dichos soportes. Para comprender lo anterior se analizan los dos
casos mencionados via sendos ejercicios muy ilustrativos.

Ejercicio 5.1 Supdngase un disco de masa M que rota sobre un eje que no
pasa por su centro de inercia, como se ilustra en la Fig. 5.14. Claramente, s
no hubiera rotacion (caso estdtico)

FA+FB = —mg
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Figura 5.14: Disco rotando excéntricamente.

sin. embargo, en presencia de rotacion aparece la fuerza adicional debida al
efecto dindmico
F" — —Muw’a

donde a representa el vector de posicion del centro de inercia del disco, por lo
que ahora se tiene

Fp=F3 +F5", Fa=F3' +Fy"

donde los superindices est y din denotan que la fuerza en cuestion es debida
a la parte estdatica y a la dindmica, resp. Claramente

Fzst + ngt = mg

en tanto que
Fgm 4 Fiin = mw?a

Para determinar los valores de F4™ y F&™ se emplea la condicion de que, para
el tipo de apoyo mostrado en la Fig. 5.14, el momento de las fuerzas es nulo,
es decir

Mg™ =0, Mg"=0

entonces , 4
Mi’m = MCUQCLll - ngn(ll + lg) =0
Mfglm = Mw2al2 - Fgm(ll + lz) =0
de donde

din __ 2 l2
F‘;‘. = sza(lll”z)

mo 1
FEm = Mw (i
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Asi que la situacion se torna peligrosa si se da la condicion de que

crit

donde F%n representa el valor de diserio de los soportes.

Figura 5.15: Sélido rotando alrededor de una direccién cualquiera.

Ejercicio 5.2 Considérese que el sélido mostrado en la Fig. 5.15 se encuentra
en el espacio. El sistema coordenado ilustrado tiene su origen en el centro de
inercia del cuerpo y sus direcciones siguen las direcciones en que los momentos
de inercia son extremos. FEl eje de rotacion del solido estd en el plano yz, pasa
también por el centro de inercia, pero guarda una inclinacion o respecto del
eje y. Por la condicion de que el cuerpo se halla en el espacio no estd presenta
la fuerza de peso, por tanto se tiene como primera relacion

Fi" = Fg" (5.46)

La sequnda relacion estd dada por la primera de las ecuaciones de Euler (5.27),
a saber

Ap + (C — B)qr = F4"l, + FEnl, (5.47)

pero de la Fig. 5.15 se ve que

entonces
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por lo que de (5.46) y (5.47)

C—-B C-B
qr = ———w?sen 2a (5.48)

Fdin — Fdin _
A B 2(ly + 1y)

A

pues
q:=wcosq, @q:=wsenw

El siguiente ejemplo es una aplicacién directa del resultado recién obtenido e
ilustra la magnitud de las fuerzas que pueden generarse.

Ejemplo 5.12 Fl cilindro sélido de masa M uniformemente distribuida de la
Fig. 5.16 satisface las condiciones del ejercicio previo. Calcular F3™ y Fdir
para los valores o = 30°, w = 1000rad/s, M = 10g, | = 2m, r = 0,lm y
h = 1m.

Figura 5.16: Cilindro sélido rotando alrededor de una direccién cualquiera.

Solucién. Del segundo ejemplo la seccién 4 se tiene que

1 1 h?
B = Iyy = §M7“2, C:= I..= ZM <7'2 + E)

por lo que (5.48) lleva a

h? 2
. . —-— — T
de — Fdzn _ 3
A B

Y] Mw? sin 20
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y para los valores dados

Fdin = Fdin = 175,01 N



Capitulo 6

Ecuaciones Dinamicas de
Lagrange

La Segunda Ley de Newton y las ecuaciones dindmicas de Euler son el formalismo
que permite obtener las ecuaciones de movimiento en sistemas mecédnicos, sin em-
bargo generalmente su aplicacién se complica si la geometria del movimiento no es
simple y/o por la presencia de restricciones a éste. Las ecuaciones de Lagrange, cuyo
estudio se aborda en este capitulo, resultan una herramienta imprescindible para es-
tos casos, pues incluyen de manera natural las restricciones, ademds de que se basan
en el concepto de coordenadas generalizadas, las cuales permiten describir la dindmi-
ca en términos de las variables asociadas con los grados de libertad del sistema. Esta
particularidad hace también posible aplicar el mismo formalismo a sistemas eléctri-
cos e inclusive electromecédnicos. Parte fundamental de las ecuaciones de Lagrange
son las fuerzas generalizadas, éstas se definen y caracterizan con antelacién a la
obtencién de dichas ecuaciones.

6.1. Conexiones Mecanicas

En general, los distintos puntos materiales de los sistemas mecdnicos guardan
conexiones entre si, llamadas conexiones o restricciones mecanicas. Estas
son relaciones que condicionan el movimiento y se describen por expresiones
matemadticas. En los ejemplos que siguen se ilustran varios casos.

Ejemplo 6.1 (a) Considérese el péndulo simple de la Fig. 6.1. Supdngase
que el brazo es rigido y tiene longitud [. Es claro que la evolucion dindmi-
ca del punto distal del péndulo estd restringida a la variedad

22 () +y*(t) =12
2(t) =0

181
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Estas dos expresiones expresan las conexiones mecanicas de este sistema.

Figura 6.1: Péndulo simple de brazo rigido.

(b) Considérese de nueva cuenta un péndulo simple, pero supdngase ahora
que el brazo sin masa es extensible y que su longitud sigue la ley temporal
[(t) (Fig. 6.2). En estas circunstancias la dindmica del punto distal del
péndulo estd condicionada por las restricciones mecdnicas

Figura 6.2: Péndulo simple de brazo extensible.

(c) Sea el disco de radio r que rueda sin deslizar segin se muestra en la
Fig. 6.3. El punto del disco en contacto con el eje x obedece la ecuacion
diferencial
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por lo que las conexiones mecdnicas que restringen la dindmica de este
punto quedan dadas por las relaciones

z(t) —ro(t) = const

Figura 6.3: Disco rodando sin deslizar.

(d) Supdngase que el punto mostrado en la Fig. 6.4 se mueve con velocidad
v de magnitud constante. En este caso el movimiento se da en forma tal
que se debe cumplir la relacion

PP(t) + 92 (t) + 22 (1) =0 = const

Figura 6.4: Punto moviéndose con velocidad de magnitud constante.
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(e) Considérese un disco que se mueve sobre un plano horizontal, posible-
mente con deslizamiento, como se muestra en la Fig. 6.5. Seqin el sis-
tema coordenado empleado, el movimiento de los puntos del disco obedece
la restriccion

Figura 6.5: Disco con movimiento sobre el plano =z — y.

Sea S un sistema de N puntos materiales; en forma bastante general, las
conexiones mecdnicas entre los puntos de .S pueden expresarse por relaciones
del tipo

AERE),RE)=0; k=1,..m 6.1)

donde m es el mimero de restricciones mecédnicas, en tanto que R(t) es el vector
formado por los vectores de posicién de todos los puntos, es decir

I (t)
R(t) := : e w3
I‘N(t)

Una restriccién fi(R(t), R(t)) = 0, no explicitamente dependiente del tiempo,
se llama estacionaria.

Definicién 6.1 Un vector R que satisface las restricciones mecdnicas (6.1)
se dice que es una posicion postble de los puntos de S.

Definicién 6.2 i la relacion de una conexion mecdnica, por ejemplo fi, es
integrable, entonces se puede representar en la forma

fit, R () =0
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y se llama holonomica. En caso contrario, que es el caso general, se llama
no holonémica. Un sistema cuyas restricciones mecdnicas son holonomicas
recibe en nombre de holonomico.

Claramente, si S es un sistema holonémico con m conexiones mecénicas, es
posible introducir el vector de pardametros

a=a ¢ - Qn]T (6.2)

donde
n=3N—m

tal que las posiciones posibles de los puntos materiales del sistema mecédnico
pueden expresarse como
R(t)=R(i,q) (6.3)

El niimero n se conoce como el niimero de grados de libertad del sistema S.

Definicién 6.3 El conjunto de los n pardmetros que componen q en (6.2) se
dice que es independiente si la expresion

se cumple solo st \y =0,1=1,....n.

Definicién 6.4 A los n pardmetros q;, i = 1,...,n, en (6.2) se les llama coor-
denadas generalizadas si se cumplen las condiciones que siguen.

= Para cada instante de tiempo, la funcién (6.3) estd definida univocamente
entre el conjunto de posiciones posibles R (t) de los puntos materiales y
una cierta region del espacio de q.

= Las componentes de q son independientes.

6.2. Fuerzas Generalizadas
Definicién 6.5 Sea la posicion posible

rp,=r;(t,q), k=1,.,N
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el desplazamiento infinitesimal correspondiente a esta posicion estd dado por
or or
dry, = kdt—{—z k =1,.,.N

y se llama traslacion posible. Si en particular este desplazamiento se lleva

a cabo a tiempo constante, es decir 85;6 =0, se obtiene

Brk

=1,..,N
a 5(]1? k ) Y

5rk
y recibe el nombre de traslacion virtual posible. En adelante se consideran
solo traslaciones posibles, entonces se suprime este calificativo.

Si las traslaciones de todos los puntos materiales de .S son virtuales, el trabajo
desarrollado por las fuerzas en el sistema estd dado por

N N n 8[‘
6A|(5R : = <Fk, 5rk) = Z <Fk, a—k5qz> =
k=1 k=1 i Jdi
n N
— Fi, 5q; 00 6.4
i:1<;<ka>>q ZQq (6.4)

donde

Q; = XN: <Fk gzk> (6.5)

k=1
y Fi, k=1,...N, denota la fuerza total sobre el punto k € S.

Definicién 6.6 La cantidad
Q=[Q @ -~ Q.]"

donde Q;, i = 1,...n, estd dado por (6.5) se llama vector de fuerzas general-
izadas. FEl componente (); recibe el nombre de fuerza generalizada correspon-
diente a la coordenada q;.

Observacién 6.1 Ndtese que (6.4) puede usarse para calcular la fuerza gener-
alizada Q);. De esta ecuacion se ve que si se fijan las coordenadas generalizadas
q;, J # 1, es decir, ¢; =0, j # 1, se tiene

0Alsm

@i = dq;

(6.6)



6.2. FUERZAS GENERALIZADAS 187

Las restricciones mecénicas se traducen en fuerzas sobre los puntos materiales.
Estas fuerzas se llaman fuerzas de reaccion. A la fuerza de reaccion total ejer-
cida sobre el k—ésimo punto material del sistema mecédnico se le va a denotar
por Fy ,cqc. Entonces se tiene que

Fk: = Fk,ef + Fk,reaca k= 17 EEE) N

donde Fy, . recibe el nombre de fuerzas efectivas y engloba las acciones exter-
nas e internas ejercidas sobre la k—ésima particula de S.

Observacion 6.2 Con las definiciones

al or u or
k k .
Qi,ef = § <Fk,ef7 aq > ) Qi,reac = E <Fk,reac> aq > y = 17 ey T
i —1 i

k=1
(6.7)
donde Qief Y Qireac S€ llaman, resp., fuerzas generalizadas efectivas y de reac-
cton correspondientes a q;, se llega a que

Qi = Qi,ef + Qi,reac

o bien

Q = Qef + Qreac

Definicién 6.7 Las restricciones mecdanicas de un sistema se llaman si el tra-
bajo desarrollado por las fuerzas de reaccion sobre cualquier traslacion virtual
O0R es nulo, es decir

N

5Areac|5R - Z <Fk,reaca 5rk> - Z Qi,rea05Qi =0
=1

k=1

para todo dq;.

El resultado siguiente es obvio.

Lema 6.1 FEn sistemas cuyas conexiones mecdnicas son ideales se tiene
Qz‘,reac =0Vi= 1, N

En el ejercicio siguiente se muestra que los sistemas que aparecen tienen conex-
iones mecdnicas ideales.
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Figura 6.6: Péndulo simple.

Ejercicio 6.1 (a) La Fig. 6.6 muestra un péndulo simple. Este sistema estd
compuesto de un punto material, entonces

5Areac|§R = <Freaca 5I'> = <Freaca (51‘) =0

pues Foeqe y O son ortogonales. Por tanto, en este sistema la restriccion
mecdanica es ideal.

(b) Un disco rueda posiblemente con deslizamiento como se muestra en la
Fig. 6.7. Para este sistema F,... estd dada por la suma de la fuerza de
friccion y de la reaccion del piso, aplicada sobre el punto material A,
entonces

51‘A

5Areac|5R - <F7‘ea07 (51‘,4) - <Freacu ﬁ

> ot = <F7~eac,VA> ot=0

pues v = 0. Asi que la restriccion mecdnica de este sistema también es
tdeal.

FI’E&C

Figura 6.7: Disco en movimiento.
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6.3. Ecuaciones Dinamicas de Lagrange

Lema 6.2 (Lagrange) Sea S un sistema holondmico de N puntos materiales
cuyas masas no dependen de la velocidad q ni de la posicion q,. En un sistema
tal la dindmica queda gobernada por la siguiente ecuacion diferencial

donde T es la energia cinética total d S.

Prueba. Sea m;, la masa de la k—ésima particula de S. Por la Segunda
Ley de Newton

d
% (mkvk) = Fk, k= 1, ceey N (69)
Multiplicando escalarmente (6.9) por g—;’: y sumando sobre k£ = 1,..., N, se
obtiene v N
d 8rk al‘k
— — ) = Fr,— ) =0Q; 1
Z<dt (mivi) , aqz-> Z< b 8q¢> Q (6.10)
k=1 k=1
Dado que

i( v)% _d v Ir\ v 4 Oy

el miembro izquierdo de (6.10) se puede presentar como
S ) 25 25 (2 g, BN i,
o \dt T 0g ) A \dt \ T 0, VT dt Dg;

pero, siguiendo un procedimiento similar al empleado en la seccién ” Cinemati-
ca en Coordenadas Generales” del Cap. 1, se verifica facilmente que

3rk 8vk d 3rk aVk

d¢; 04  dtdg g

entonces
N N
d ory\ d ovy, ovy,
Z <£ (mkvk) ) 8_%> = Z [dt (mk <Vk, 4, >) — My <Vk, £ >1
k=1 k=1
y ya que
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se llega a que

ZN: i(mv) orp\ _doT 0oT
—1 dt RER 8ql N dt (9% (9%
puesto que
1 N
T := 5 ka (VE, VE)
k=1
|

Lema 6.3 5i las fuerzas efectivas son potenciales, entonces las fuerzas gen-
eralizadas efectivas también lo son, es decir, si existen N funciones escalares
tal que

Fk,ef = —VHk (I‘k) s k= 1, ,N

entonces
Qef - _qu (ta q)
donde

k=1

Prueba. Recuérdese que

al or
k
Qicf =Y <Fk,ef7 %>

k=1 !
y dado que las fuerzas externas son potenciales

N 8rk
ef — E II 5
Q ef <V k (I‘k) aqi >

k=1

pero en vista de que

or 0
(V) 52 ) = 5o o 1)
se concluye que

Qiﬁf = -

g; > T (rx (t,9))
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Observacion 6.3 Dado que las fuerzas efectivas se pueden separar en una
parte potencial y una no potencial, se sigue que

Qef = ont + Qnofpot
entonces la ecuacion (6.8) se puede rescribir en forma vectorial como

d
dtv T V T ont + Qno pot + Qreac (612)

donde
ont = _qu (ta q)
y V (t,q) estd dada por (6.11).

Definicién 6.8 La funcion

L<t7q7 )_T(>q7 ) V<t>Q)

recibe el nombre de funcion de Lagrange para el sistema S.

Las definiciones de Q. y L previas permiten expresar la ecuacién (6.12) en
la forma

d
dtVL(,q’ ) VL(7q> ) Qno pot+Qreac

denominada ecuacién de Lagrange. Una forma m&s comin de la expresién
previa se obtiene si se considera que las restricciones mecanicas son ideales, en
tal caso

Qreac =0

y la ecuacién de Lagrange se reduce a

d
%v L( »d, 4 ) \Y% L(t q,9 ) Qno pot (613)

La ecuacién de Lagrange es una herramienta muy poderosa en la determi-
nacion de las ecuaciones de movimiento de los puntos materiales de un sistema
mecanico. Este punto se ilustra con unos ejemplos.

Ejemplo 6.2 En la Fig. 6.8 se muestra un péndulo simple cuyo brazo es un
resorte de rigidez k. Obtener las ecuaciones de movimiento del punto de masa
m.
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Figura 6.8: Péndulo de brazo eléstico.

Solucidn. La restricciéon mecdnica en este sistema estd dada por la relacién
2=0 (6.14)

la cual evidentemente es ideal, entonces se requieren dos pardametros adi-
cionales, por ejemplo [ y ¢, por lo que las coordenadas generalizadas serdn

q =1 q@=¢

Claramente se tiene
T = (g15€Nnqz, Y = (q1C08(qy

de donde ' ' '
T = qi1sen g + q1gz2 CoS G2
Y = 1CO8 G2 — q1G2 S€N G2
por tanto la energia cinética tiene la expresién

1 . o, 1 .
T = §m(1’2 +97) = §m(Qf +4id3)

Se puede ahora calcular las fuerzas generalizadas via la expresion (6.6)

Q1 = (mg cos g2—k(q1—l0))(5q1)

1 dq1

Q, = —mysen 92(q1092)
2 dg2

=mgcosqs — k(¢ — lo)

= —mgqi sen g

donde [y representa la longitud nominal del resorte (sin deformacién). Se estd
ahora en condiciones de calcular las ecuaciones de Lagrange, usando (6.8).
Para la primera se tiene

daT 0

— — —_T:
T
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por lo que
01 — 1G5 = gcos gz — % (g1 — o) (6.15)
en tanto que para la sequnda
d o0 0
E(?—q'gT - 8—qQT = Q2
de donde
201012 + 41q, = —gq1 sen ¢ (6.16)

De manera alternativa se puede usar la expresion (10.1) para llegar a los mis-
mos resultados, para esto nétese que si se elige como nivel de referencia po-
tencial gravitatorio el origen del sistema coordenado, facilmente se comprueba
que

1
V (t,q) = II(R(t,q)) = —mgqi cos g + §]€ (1 — lo)?
entonces la funcién de Lagrange resulta
1 . ) 1
L=T-V= 57”((]% + qid3) + mgq cos ga — 5743 (@1 — lo)?

En vista de que las restricciones son ideales y de que no hay fuerzas no poten-
ciales, de (10.1) se tiene para la primera ecuacién

%%L — %L =0
por tanto
% (mg1) — (mq1g5 +mgcosqa — k(g1 — lo)) =0
de donde se sigue (6.15), en tanto que para la segunda
%%L — %L =0
asi que

d }
%(mcﬁéh) +mgqisengs =0

y se obtiene (6.16). m

Ejemplo 6.3 En la Fig. 6.9 aparece un bloque de masa M que puede deslizar
sin friccion sobre una superficie horizontal. El movimiento del bloque se debe al
péndulo de masa m que tiene adosado como se muestra. (a) Obtener las ecua-
ciones de Lagrange del sistema. (b) Determinar aproximadamente el movimien-
to para dngulos del péndulo pequenos.
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Figura 6.9: Péndulo en un bloque que desliza sin friccién sobre una superficie
horizontal.

Solucién. (a) Dendtense las masas M y m por 1 y 2, respectivamente.
Dado que el movimiento es planar, se tienen las dos siguientes restricciones
mecdnicas ideales

_ 2 2
n=0 (ro—x) Fy;=1= cm;ast
se requieren, entonces, dos coordenadas generalizadas. Se eligen como tales

qgi =1, =

Se va a determinar primero la energfa cinética, la cual, por el teorema de
Koening, resulta
1
2

1

T
2

(M +m) ¢ + =ml*¢ + mldids cos g

Si se escoge como nivel de referencia de la energfa potencial la superficie de
deslizamiento, se tiene
V = —mglcosq,

Los dos tltimos resultados permiten obtener la funcién de Lagrange
1 ) 1 2.9 .o
L:=T-V = §(M+m)q1 +§ml ¢ +ml (g1g2 + g) cos qa

Notese que no hay fuerzas no potenciales. La primera ecuaciéon de Lagrange se
obtiene con
doL 0L

dtdq O
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de donde p
p [(M +m) ¢ + mlgs cosgs] =0
o bien ) )
(M +m)q, +ml <q2 oS qa — (5 sen q2> =0 (6.17)
Para la segunda ecuacién se tiene
doL_ oL _
dtdg  Ogp

entonces

d . . ..
pril (l2q2 + gy cos qQ) +ml (¢1G2 + g)sengy = 0

de donde finalmente ) )
lqgy + qy cosqa + gsenge =0 (6.18)

(b) Si g2 = 0y ¢o = 0, entonces
sengy X gy, cos@R1l, G0, ¢G=0
En estas condiciones las ecuaciones de Lagrange (6.17 y 6.18) se reducen a

(M +m)q, +mlg, =0
lgy+q1+992=0

y de estas tltimas se obtiene

é2+f2Q2:0

i)

De esta expresién se deduce que go presenta un movimiento oscilatorio de
frecuencia angular f y periodo 7 con valores

=47 (1 37): TZ?Z%

En particular si M > m, entonces

con
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Ejemplo 6.4 Para el sistema mecdnico de la Fig. 6.10, determinar las ecua-
ciones de Lagrange. Considérese que las fuerzas de restitucion de los resortes
son del tipo

Fres = ko

donde k es la llamada constante de rigidez de los resortes y d es la deformacion
experimentada. Supongase que el cilindro es sélido y rueda sin deslizar, en
tanto que el bloque experimenta friccion viscosa en su cara inferior y estd
sujeto a una accion externa como la mostrada.

w
2
_/—v—v—\_@ 1112
Fext
C
my
C
Ffr
T Xl 1

Figura 6.10: Sistema mecanico de dos masas.

Solucién. El sistema mecédnico en cuestién estd formado por dos elementos
sujetos a las siguientes restricciones mecdnicas ideales

21=2=y1 =14 =0

entonces se requieren dos coordenadas generales para llevar a cabo el anélisis,
las m&s adecuadas son

q1 ‘= T1, (2= T2

donde z1 y x5 denotan, respectivamente, los desplazamientos del bloque y del
cilindro. El primer paso a seguir es la obtencién de la expresién para la energia
cinética, la cual estd dada por

T=1T +1T;

donde los subindices 1 y 2 denotan al bloque y al cilindro, resp. De manera

directa 1
T = 577116]%,
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en tanto que para determinar 75 se debe recurrir a la seccién ”Propiedades del
Centro Inercial” del Capitulo 3, entonces

1, 1 . |
15 = §m2Q% + §m2qg + maqi1q2 + EIWOJQ

donde el momento de inercia I, y la velocidad angular w tienen las expresiones

1 .
I, =-—mor?, w= &
2 T

con r el radio del cilindro; asi que

1 ) A S
T = 3 (m1 + ma) ¢; + madugo + 17712(1%

El siguiente paso consiste en obtener la expresién para la energfa potencial.
Para un resorte del tipo que tiene este sistema, la energia potencial estd dada
por

52

k
Hres (5) - 5

entonces

V=2 (%c (g1 — q0,1)2> + % (2¢) (g2 — qO,2)2 =c [(Q1 - qO,1)2 + (g2 — QO,2)2}

donde ¢o, © = 1,2, representa la posicién sin deformacién para los resortes.
Asi que la funcién de Lagrange resulta

1 . -
Li=T =V =2 (my+ma) @i +magudo+7mads —c (a1 - d01)” + (@2 — qo2)°)

Toca ahora determinar las fuerzas generalizadas no potenciales. De la expresion
(6.6) se sigue inmediatamente que

Ql,no—pot - Fe:ct - 5@17 Q2,no—pot =0

donde B¢, es la fuerza de friccién viscosa sobre el bloque. Ahora es posible de-
terminar las ecuaciones de Lagrange mediante (10.1). Para la primera ecuacién

se tiene 49 9
L

———L——L= no—po
dt 8q1 8q1 QL pot

entonces

d . . .
It [(ml +ma) g1+ m2Q2] +2c(q1 — 6_10,1) = Feopt — B
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por tanto
(M1 +ma) g1 + magy + Bqy +2¢(q1 — qo1) = Fwt

La segunda ecuacion estd dada por

d 0 0
————L——L= no—po
dt (9QQ 8QQ Q27 pot
asi que
d i+ S ai + 2¢( )=0
—m —m c — =
i 241 5 242 q2 — qo,2
de donde 5
mo (Q1 + 5612) +2¢(q2 — qo2) =0
| |

6.4. Ecuaciones de Lagrange en Forma de Cauchy

Definicién 6.9 Se dice que la ecuacion diferencial
F <t,x,}'c,)“{,~- ,x(”)> =0
puede presentarse en la forma de Cauchy si es algebraicamente equivalente a
x™ =G (t,x, X,X, - ,x("_l))

En las coordenadas generalizadas q € R", la energfa cinética presenta una
expresion interesante. Recuérdese que

1
T .= 3 Z m; (Vi, Vi) (6.19)
1€S
pero

v~—@(t )_%+ o
T Y T o0 T Lagg Y

entonces (6.19) resulta
T=Ty+1T)+ 15

1 81'7; (9['2‘ 1
T S G ) = o

i€S

donde
2

ar;
at
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T =3 m, <a‘“ 2 §qq> (6.20)

€S

(6.21)

or; .
Zarqﬂ

La propiedad de linealidad del producto interno permite obtener expresiones
méds compactas para 17 y 1. De (6.20)

n 6rl- Bri . N
Tl = ZZmZ <E,a_qj>q] - <b<t7q)7q>

j=1 i€S

S INIOSE TS S TR

ZGS €S

con or o
r; Or;
b :Zmi<—ﬂ—l>7 i=1 ..
icS ot~ 9
y de (6.21)
1 <& Jr; Or; 1
=5 (Zml <—l’ _Z>) Gidn = 54" At @) q
2 j=1 k=1 \i€S 8% a 2

donde la matriz simétrica A = (a;,) € R"*" tiene como componente genérico

3r,~ (9I'i
"= (= 6.22
=) m <3Qj aqk> (0:22)

€S

Teorema 6.1 La matriz A (t,q) recién definida tiene la propiedad
det A(t,q) # 0 Vt,q

Prueba. Supdéngase que det A(t, q) = 0, entonces existen nimeros Ay, k =
1, ...,n no todos nulos tal que

Zajk)\k =0 Vj = 1, N
k=1
la multiplicacién por A; lleva a

A aph=0Vj=1,...,n
k=1
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y la suma sobre j
n n

> ajAiAe =0
k=1

j=1 k=
De aqui y de (6.22)

3 (Z <ng gr’>> A, =0
j=1 k=1 \i€S 4 Yk

o bien

arl

Z A Oqn,

k=1

=0

- or; or;
2 (Z B ZA%;) 2

ies j=1 k (sh

de donde se debe tener que

Zxkaqk_ovzes

k=1

o bien

lo cual contradice el hecho de que los pardmetros q son independientes. m

Corolario 6.1 Las ecuaciones de Lagrange (6.8) se pueden presentar en la
forma de Cauchy, es decir

q=F(tq,49,Q) (6.23)

Prueba. Se ha mostrado que en coordenadas generalizadas, la energfa
cinética tiene la expresion

] . 1, ]
T (t,q,¢q) =Ty (t,q) +b" (t,q) § + §qTA (t,a)q

ademds, de (6.12), las ecuaciones de Lagrange pueden presentarse como

d
T-V T =
dtv Vq Q

entonces

%[b(t’q)JfA(t,q)il] VT (ta,q) =Q
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de donde

dA . . .
+Z§ ta) g+ (ha)a+A(ta)a—VaT (ta,d) = Q (624)

y de aqui, en vista de que A (t,q) es invertible, se sigue el resultado. m

Observacién 6.4 Si las restricciones mecdnicas del sistema son estacionar-
ias, (6.24) se reduce a

A

’r ta)a+A(lt.a)a— VT (t,q,q) =Q
donde .
T (t,q,q) = 5<'1TA (t,a)d

y st ademds my, = const, k =1,..., N, entonces la ecuacion se reduce ain mds
t

A(@)a— V4T (q,4) =Q

En este iltimo caso, el sistema se llama estacionario.

6.5. Modelos Eléctricos y Electromecanicos

Los sistemas mecdnicos guardan muchas similitudes con los sistemas eléctri-
cos; esta circunstancia permite que las ecuaciones de Lagrange, obtenidas con-
siderando sistemas del primer tipo, puedan ser aplicables a sistemas de la
segunda clase. Para ver esto, se hace enseguida una compilacién de algunas de
las principales relaciones de la electricidad, el electromagnetismo y los circuitos
eléctricos.

6.5.1. Algunas Relaciones Fisicas

1. El flujo electromagnético ® y la corriente ¢ que lo produce guardan la
relacion
b =1"1Li (6.25)

donde L es una constante que depende de factores geométricos y de
entorno llamada inductancia. Un componente eléctrico que se comporta
segin (6.25) también recibe el nombre de inductancia.
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Los cambios de flujo electromagnético originan potenciales eléctricos,
ambos estdn relacionados por la Ley de Faraday

dPo

U= =gy

donde uj, denota el voltaje en los terminales de la inductancia a raiz del
cambio de flujo. Considerando (6.25), la ley de Faraday puede expresarse
en la forma ,

_ & (6.26)

uy, dt .

En elementos resistivos el voltaje ugr entre los bornes del componente y
la corriente ¢ que circula por él obedecen la Ley de Ohm, que se enuncia
como

up = Ri (6.27)

donde R es una constante que depende del componente denominado
resistencia.

El voltaje uc entre los terminales de una capacitancia y la carga g que
se encuentra en sus placas siguen la relacion

q 1 .
S 2
U ok C/zdt (6 8)

donde C' es una constante que depende de la geometria y el entorno
denominada capacitancia. Si se considera que la corriente se define como
la variacion temporal de carga, es decir

. dg
= — 6.29
entonces, de forma alterna, (6.28) se expresa en los términos
! / it (6.30)
e

Las leyes de Kirchhoff establecen dos relaciones matemaéticas fundamen-
tales en el andlisis de circuitos eléctricos.

Ley de la Malla: ”la suma de los voltajes en todo lazo cerrado de un
circuito eléctrico es nula”.

Ley del Nodo: ”la suma de las corrientes en todo punto de un circuito
eléctrico es nula”.
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Las leyes de Kirchhoff en combinacién con las relaciones (6.26, 6.27 y 6.30)
permiten establecer las ecuaciones dindmicas que siguen las corrientes y los
voltajes en los circuitos eléctricos: la Ley de la Malla para las primeras y la
Ley del Nodo para los segundos.

+ R
J’_ —
ey ;) 3L
B 11 +
—_1F
C

Figura 6.11: Circuito eléctrico en serie.
Por ejemplo, considérese el circuito mostrado en la Fig. 6.11. Por la Ley de la

Malla se tiene
UR +Uc = e+ uy,

de donde, por las relaciones (6.26, 6.27 y 6.30),
di 1
)+ L— + —= [ idt = 31
Ri + dt+0/2dt e (6.31)

Empleando (6.29), en términos de la carga ¢ la expresion (6.29) resulta

. 1
Lg+ Rq+ ci=e (6.32)
li Ti l1
P e ¢

TOIE [ R

Figura 6.12: Circuito eléctrico en paralelo.
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Otro ejemplo. Considérese ahora el circuito que aparece en la Fig. 6.12. Por la
Ley del Nodo

ir+ic=1+1p
Dado que el voltaje entre los bornes de todos los componentes eléctricos es el
mismo, denotado u, se sigue de (6.26, 6.27 y 6.30)

u 1 S
E—l—z/udt—l—CU—z (6.33)
La derivacién de (6.33) lleva a
o101 di
Cu + Rt gu=— (6.34)

6.5.2. Tabla de Analogias Electromecédnicas

Considérese una particula material que se mueve en una linea bajo las condi-
ciones
a ) & 2 A .
T = Eq ) V= 5(] ) Qno—pot = Q - b(L Qreac =0
donde () es una fuerza preasignada actuando sobre la particula, b§ denota
friccién viscosa y ¢ es su posicién sobre la linea. De manera inmediata, la

ecuacién de Lagrange correspondiente resulta
ag+cqg=0Q —bg (6.35)

El andlisis y la comparacién de la ecuacion (6.35), por un lado, y las ecuaciones
(6.32 y 6.34), por otro, permiten establecer de manera evidente una serie de
analogfas entre los conceptos mecanicos y los eléctricos. La tabla (6.36) muestra
en forma condensada estas analogias.

Sistema (coordenadas) T Vo Qno—pot

Mecdnico (posicion ¢) a b ¢ faq® Lieq® Qb

1. Eléctrico (cargaq) L R % Irge Lg2 e — Rq (6.36)
2. Fltetrico (volteio ) ¢ 1 & fogr Xl &

. Eléctrico (voltaje u) + 1 00 sput G — Ru

La utilidad de las analogfas obtenidas queda evidenciada por unos ejemplos.

Ejemplo 6.5 Obtener las ecuaciones dindmicas que gobiernan el comportamien-
to de la carga en el circuito de la Fig. 6.13.
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Figura 6.13: Circuito de dos lazos.

Solucién. De la Fig. 6.13 y de la tabla (6.36) se tiene

oo dn e
YT Tt
y
Ql,nofpot =€ - R1q17 Q2,nofpot = —R2Q2
ademads de
L6 L 2 2 _ 2 2
T — 197 + 2927 vV — q1 1 ((h QQ> X 4>
2 2 201 202 203
de donde
Lop_yv_hd Lk 4 (@-e) o
2 2 2C4 2Cy 2C},
La primera ecuacién de Lagrange estd dada por

d oL 0L

N - Ql,no— ot
dtdq  Oq P
se sigue entonces que la ecuacién dindmica para el primer lazo resulta

q1 q1 — Q2

Liq, + Rigy + = =
191 + 16_11+Cl+ o e
Por otro lado, la segunda ecuacion de Lagrange
d oL 0L

dt an a_q2 = Q2,nofpot
da lugar a que la ecuacién de la carga del segundo lazo sea

- . q2 G2 — 1
L + Rogo + =—+——=0
249 242 Cs Cy
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Ejemplo 6.6 FEn la Fig. 6.14 se muestra el circuito eléctrico de un transfor-
mador con carga resistiva. Obtener las ecuaciones dindmicas de la carga.

Figura 6.14: Transformador eléctrico.

Solucién. Nétese primero que el flujo electromagnético sobre un ramal del
transformador debido a la corriente sobre el otro estd dado por

(1312 = Mil, (I)Ql = /1,22 (637)

donde g es una constante del transformador denominada inductancia mutua.
De la Fig. 6.14 y de la tabla (6.36) se tiene

iy = %, i=1,2
y
Qino—pot = € — R1G1,  Q2no—pot = —Raga
ademsds de , ,
r= B P g, V=0

donde el doble signo del tercer término de 7" toma en consideracion el efecto
de la inductancia mutua. Las ecuaciones de Lagrange estan dadas por

i@T B oT
dt 9g; O

= Q'L’,nofpota L= 17 2
entonces se sigue que la ecuacién dindmica para el primer lazo resulta

Ligy, — pgy + Rigr = e (6.38)
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y para el segundo
LGy — pgy + Ragz = 0 (6.39)

A manera de comprobacién de la técnica dada por las ecuaciones de Lagrange,
se van a obtener las mismas ecuaciones por el método alternativo de la Ley
de Malla. Usando las expresiones (6.37), los flujos electromagnéticos sobre las
ramas del transformador estdn dados por

Dy = Lty — oy = Ly — pia
Dy = Loty — P19 = Loio — iy

Por la Ley de Faraday se tiene

dd, AP,

U= Ve Ty

y por la Ley de la Malla

Ry =e+ U, 12 =1Up,

o bien
_ diy iy
Rlll +L1E — ME = €
. dig diq
Lo—2 — — =
R222+ th 'udt 0

de donde se siguen las ecuaciones (6.38 y 6.39). m
Ejercicio 6.2 FEn el circuito que se presenta en la Fig. 6.15 se desea deter-
minar los valores de la inductancia mutua p del transformador y del capacitor

Cho de modo que no haya influencia entre los lazos.

Solucién. Del ejemplo previo y de la tabla (6.36) se sigue que

1. 1 ..
T = =LiG? + = LG5 — pido

2 2
Y 2 2 2
vV — a4y i 45 X (1 — @)
201 202 2012
y dado que

Ql,nofpot = QQ,nofpot =0
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Clz
C,= i] - + . | =C
: DLlezD :
+ _
H

Figura 6.15: Circuito de transformador y capacitancia variable.

por la técnica de las ecuaciones de Lagrange se tiene

L 01 — Ld Qa an—g _
P (6.40)
Loy —pg + & — 52 =0
plady = 120y + pis + pHEE =0
L1L2QQ - ,Uqul —+ ng—z — Ll ‘hc_l;]z -0

Ahora la multiplicacién de la primera ecuacién de (6.40) por Lo y de la segunda
por 1 y su posterior suma, dan como resultado

> Ly p L Ly p  p
LiLo— i)+ |-+ |a+ |- +5+5]e=0
(frle =)o, <01 Cra 012) o < Co G Cn)®
en tanto que si se multiplica la primera ecuacién de (6.40) por p y la segunda
por L1, su suma llevan a

. M o) Ll 1% L1
LiLy — %) q +<—+———)q +<——+—+—)q2:0
(b= (G, o) 2 e T e e,
Si se desea que las dindmicas de ¢; y ¢2 sean independientes entre si, se debe
tener
ok -
12 L2 L12 .
—extota, =0

o bien o
pert =Ly
P+ =Ly
de donde
_ L1C1—L3C>
H="6—"c,
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El siguiente ejemplo muestra que los sistemas electromecédnicos pueden abor-
darse con la técnica estudiada.

Ejemplo 6.7 En la figura 6.16 se presenta un sistema electromecdnico. Se
trata de un circuito eléctrico en el cual el capacitor estd formado por una
placa fija y otra movil suspendida de un resorte. Sobre ésta placa actia una
fuerza externa F (t) ademds de la atraccion eléctrica ejercida por la otra placa,
por lo la separacion entre placas d(t) es una funcion temporal. Obténganse
las ecuaciones dindmicas de la carga eléctrica y la posicion de la placa mouvil
del capacitor considerando que st la distancia entre placas es a, entonces la
capacidad es C,,.

d(t) I

Figura 6.16: Sistema electromecédnico de capacitor variable.

Solucién. Recuérdese que la capacidad del capacitor de placas paralelas
mostrado se obtiene por

eS
CO) = Tam

donde ¢ es una constante que depende del entorno y S denota el drea de las
placas. Dado que se sabe que si d = a entonces C' = C, se tiene

(6.41)

eS
c,=—
4ra
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y con esta relacion, (6.41) se puede expresar como

a
Ct)=Cy—=
ademds si x := a — d denota la separacién residual respecto de a se tiene
finalmente .
Cc=Cq,
a—x

Si se seleccionan como coordenadas generalizadas

T :=/idt, Q=1

de la tabla (6.36) y de la Fig. 6.16 se tiene

V = 58+ 58 (a — ¢2) + 565 — mgap

donde k es el coeficiente de rigidez del resorte. Claramente también se tiene

Ql,no—pot =€ — R(]'l, QQ,no—pot =F
Se puede obtener ahora la funcién de Lagrange L =T — V y ya que

d oL OL
e = 2 = Qiompots 1= 1,2

dt aqz aqz Q ’ pot

se verifica que las ecuaciones de Lagrange estdn dadas por

Loy +& + 5 (a—a)+ Rii = e
. 2
My — 5tg + kaz —mg = F (t)

Ejercicio 6.3 FEl sistema electromecanico que aparece en la Fig. 6.17 consiste
de un electroiman cuya funcion es atraer el cuerpo metdlico de masa m que se
muestra. El valor de la inductancia L del electroimdn es una funcion conocida
de la separacion x ezistente entre la masa m y el nicleo del electroiman. (a)
Obtener las ecuaciones de Lagrange para la carga eléctrica en el circuito y para
la distancia x. (b) Considerando que la fuente de tension eléctrica es de CD,
determinar el valor x de equilibrio.
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m
k2 ki2
R
= [
Lix)—
FEEFFTTTiiiiriiiiy

Figura 6.17: Sistema electromecdnico de inductancia variable.

Solucién. (a) Las coordenadas generales son

G = /i(t)dt, (o =X

entonces de la tabla (6.36) y de la Fig. 6.17 se sigue que
L (g2) 5 + 3mas
k(g2 — q20)” +mygqo

donde g2 denota el valor de g» para el cual los resortes no estdn esforzados y
k/2 es la constante de rigidez de los mismos. Ademéds claramente

Ql,no—pot =€ - RC]l, QQ,no—pot =0

Se puede obtener ahora la funcién de Lagrange L = T — V' la cual resulta

1r1- ) )
L= 5 [L (q2) Q% + mq% — k(g2 — 612,0)2 - mqu]

¥y ya que

Lo - = Qi,no—pota 1= 172
entonces las ecuaciones de Lagrange estdan dadas por

4 [L (@) dr] + Rir = e
& (mdo) — L' (2) ¢ + k(g2 — ga0) +mg =0
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de donde A )
L(q) g, + [L’ ()i +R|d1=e

L (6.42)
mqy — L' (¢2) @3 + k (q2 — q20) + mg =10

(b) En el equilibrio se tiene
GEE:CO?St» =0, G2=¢qy=0

entonces de (6.42) se tiene

. . E
q1 = leg = E
en tanto que ga g = Ty debe cumplir con la relacién
m 1. E\?
Leqg = - 5 _L/ e =
q q2,0 l{? g + l{? (q27 Q) <R)



Capitulo 7

Equilibrio y Estabilidad

En los sistemas dindmicos en general y en los mecdnicos en particular, la deter-
minacién de las posiciones de equilibrio y su calidad de estabilidad son problemas
tradicionales de fundamental importancia, que a la fecha han sido parcialmente re-
sueltas. En este capitulo, con el apoyo de los conceptos y resultados estudiados hasta
este punto, como son las coordenadas y las fuerzas generalizadas, se aborda el estu-
dio de estos tépicos y se consignan los resultados mds importantes. Como se verd,
la teoria més desarrollada es la que trata de los sistemas conservativos, misma que
ocupa la mayor parte del capitulo.

7.1. Definicién de Equilibrio

Considérese el sistema mecédnico S con N particulas materiales y m restric-
ciones mecénicas estacionarias. En estas circunstancias, la expresién de las
posiciones posibles en coordenadas generalizadas, R (t) = R (¢, q) , introduci-
da en el capitulo previo, es estacionaria, es decir R = R (q) .

Recuérdese del mismo capitulo que, en la forma de Cauchy, las ecuaciones de
Lagrange para el sistema S tienen la expresiéon

q=7F(tq.4.Q). (7.1)

Definicién 7.1 Dado Q, se dice que q* es una posicion de equilibrio del sis-
tema S si se cumple la condicion

F(t,q",0,Q)=0.

Observacion 7.1 En otros términos, q* es una posicion de equilibrio si cuan-
do el sistema se encuentra en esa posicion y la velocidad es nula, entonces ahi

213
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permanece indefinidamente. La condicion de que la transformacion R = R (q)
sea estacionaria asequra que todo equilibrio en el espacio q es un equilibrio en
el espacio R y viceversa. Por economia, a las posiciones de equilibrio se les
llamard sencillamente equilibrios

Observacion 7.2 Por la Sequnda Ley de Newton, la posicion q* es un equi-
librio si y solo si en esa posicion la fuerza total sobre cada particula de S
permanece nula, i.e.

La observacién inmediata anterior permite formular el siguiente resultado im-
portante.

Lema 7.1 (Principio de los desplazamientos virtuales) La posicion q*
es un equilibrio si y solo si, en esa posicion, el trabajo elemental realizado

por las fuerzas sobre S a lo largo de cualquier traslacion virtual, respecto de
R*:=R(q"), es nulo.

Prueba. Sea R* := R (q*) el vector de posiciones correspondiente al equi-
librio q*; por la observacién previa R* es equilibrio sélo si y sélo si en esa
posicion

F,=0,:=1,...,N,
lo cual a su vez equivale a que el trabajo realizado por estas fuerzas a lo largo
de cualquier traslacion virtual respecto de R* es nulo, es decir

N

0Alsg =Y (Fy,0ry) = 0.

k=1

]
El resultado recién establecido deriva en dos criterios muy titiles.

Corolario 7.1 La posicion q* es un equilibrio si y solo si en esa posicion

Q=0

Prueba. Recuérdese que en coordenadas generalizadas

0Alsg =Y Qidgs.
=1

Por el lema anterior, q* es un equilibrio si y sélo si en esa posicién 0A|gz =0
Vdq, entonces el resultado sigue. m
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Corolario 7.2 Si el sistema S tiene restricciones ideales, entonces q* es un
equilibrio st y solo si en esa posicion Q.y= 0.

Prueba. El resultado se obtiene a partir del corolario anterior y de la
definicién
Q = Qef + Qreac

ya que en sistemas con restricciones ideales

QTEGCE 0

Observacion 7.3 Los resultados anteriores valen también para el caso en que
la transformacion R (t) = R (t,q) sea no estacionaria, para ello basta definir
los equilibrios en el espacio R en lugar de hacerlo en el espacio q.

Se dice que la posicion R* es un equilibrio si cuando el sistema se encuentra
en esa posicion y las velocidades en el instante inicial son nulas, entonces el
sistema permanece en R* indefinidamente.

Nétese que si la transformacion R (t) = R (t,q) es no estacionaria, los
equilibrios en q y en R no necesaritamente coinciden, sin embargo, este hecho
no es importante en vista de que los equilibrios que interesan son los que el
sistema presenta en R.

Ahora bien, puede emplearse el mismo procedimiento de la prueba del lema
anterior para verificar que, en este caso, también es vdlido el principio de los
desplazamientos virtuales y las conclusiones de los dos corolarios inmediatos
anteriores.

Para las necesidades de este capitulo el resultado importante es el dado por
el primer corolario, entonces no es trascendente en qué espacio se definen los
equilibrios.

7.2. Equilibrios en Sistemas Conservativos

En el Cap. 6 se mostré que si todas las fuerzas efectivas son potenciales, las
fuerzas generalizadas efectivas también lo son y cumplen

Qef = _qu (ta q) ) (72)

donde V' (t, q) es la energfa potencial del sistema y se obtiene como fue indicado
en ese capitulo. La relacién (7.2) en combinacién con el criterio dado por el
segundo corolario previo, permiten establecer que en las posiciones de equilibrio
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el gradiente de la energfa potencial se anula, es decir, si la posicién q* es un
equilibrio entonces
V4V (t,a) =0, (7.3)

en particular, las posiciones donde la energfa potencial alcanza sus extremos
son equilibrios, i.e. sea
q" = argextV (t,q),
q

entonces q* es un equilibrio.
En los ejemplos que siguen se manifiesta la utilidad de la condicién (9.3).

Ejemplo 7.1 En la Fig. 7.1 aparece un capacitor con carga q y cuyas placas
estdan sujetas por sendos resortes como se muestra. La separacion d entre las
placas es variable y cada placa tiene una masa m. Considérese que cuando
los resortes no estdn cargados la separacion entre placas es A y la capacidad
tiene el valor nominal Ca. Los resortes tienen una constante de rigidez k.
Determinar la posicion de equilibrio de las placas.

X k
q
= m
d Cq
= m
-q g

Figura 7.1: Capacitor cuyas placas estdn sujetas por resortes.

Solucién. Claramente las fuerzas en este sistema son potenciales. Se trata
de un sistema con dos masas que se mueven sobre una linea recta, por tanto
se requieren dos coordenadas generalizadas, sean éstas

q1 ‘= X1 — To, (2= T2 — Ty,

donde z; y x5 denotan las longitudes actuales de los resortes de las masas
superior e inferior, respectivamente, mientras xo representa la longitud corre-
spondiente a los resortes sin elongacion.
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Recuérdese del Cap. 6 que la capacidad del capacitor cuando la separacién
entre placas es d puede determinarse por la expresion

Cy = %CA (7.4)

y de la tabla de analogfas electromecdanicas del mismo capitulo, que la energfa
potencial de un capacitor de capacidad C, y carga q estd dada por

q2
Ve (d) = 2C,

o bien, por (7.4) y dado que d = A — ¢q; — @2

_ ¢ (
2ACA

VC(Q) A—Q1—Q2>a

entonces la energia potencial del sistema estd dada por
2

1 q
V= §k (q% + q%) —mg (q1 + xo + e/2)—mg(x0+A+e—q2)+m (A—q — @),

donde e denota el espesor de las placas. En los equilibrios se cumple

V4V (t,q) =0
entonces )
ov. _ _
%—kQI_mg_gAqQCA =0
50 = kg +mg — 2Aqu =0
por tanto
* 1 7 +m
91 = % \ 2ac4 g
* 1 7> -m
42 = % \2aca g
[]

Ejemplo 7.2 Una serie de masas m;, i = 1,...n, se encuentra conectada por
n resortes de rigidez k;, i = 1,..n, como se muestra en la Fig. 7.2. Obtener la
posicion de equilibrio.

Solucién. Nétese que las fuerzas efectivas sobre el sistema son potenciales.
Para determinar la solucién pueden seguirse dos métodos: en el primero se
emplea el resultado establecido en el segundo corolario anterior, sin considerar
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Figura 7.2: Serie de masas conectadas por resortes.

que el sistema es conservativo; en el segundo se explota este hecho via el
gradiente de la energfa potencial.

Dado que las masas se mueven sobre una linea recta, se requieren n coorde-
nadas generalizadas. Sean éstas las elongaciones de los resortes, es decir,

Gi=x—2), i=1,.n, (7.5)

donde ; denota la distancia actual entre las masas i e i — 1 y z¥ representa
la misma distancia con el resorte sin elongacion.
Meétodo 1. En los equilibrios, y s6lo en ellos, se cumple la condicién

QZ’:O, izl,...n,
donde

con
Fi =mig — kg

Fy = mag + kiqi — kago

Fn = MmMng + knfl%Lfl - ann-
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De la condicién F; = 0 se sigue que

*

41 = klml
g3 = 75 (mag + kagy)

*

dn = ﬁ (mng + knflqul)

o bien, por sustitucion

. 2
(2 ]:1
y finalmente ' ,
=YY = )
vi=1 Jj=1

Meétodo 2. Con las coordenadas generalizadas (7.5) se tiene para la energia

potencial
1 n n n
2
=5 kdi—g) my w.
j=1 j=1 s=j

En los equilibrios se debe cumplir

VgV (q*) =0,
entonces
av (9x8
2 a3
q S=
pero
Oz
~ = (51 ER
I 7
asi que
- { Isii>s
D Gie=19 4o
‘" 0sii<s,
s=j
por tanto
8V
aql - k ql Z m]?
y dado que se debe tener g(‘l/ (q*) =0 se concluyen las expresiones (7.6 y 7.7).
|

La solucién del problema siguiente requiere recordar el resultado fundamental
del problema de programacion convexa sobre el espacio euclidiano R".
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Teorema 7.1 Sea ) un subconjunto convero de R"™ y sean f : @ — R y
g : Q) — R funciones convexas. Supongase que existe un punto x; € §2 para
el cual g (x1) < 0. Sea

to = inf f (x) sujeto ax € Q yg(x) <0 (7.8)
y supongase que (i, €S finito, entonces existe un vector 0 < Ag € R™, tal que
Ho = ;relgﬁ (x, Ao) (7.9)
donde
L(x,A):=f(x)+{Agx)

Ademas, si el infimo se alcanza en (7.8) por un xq € §2, g (xq) < 0, también
se alcanza por el mismo xq en (7.9) y

(Ao, & (x0)) = 0. (7.10)

Al igual que en el Cap. 5, la funcién £ se llama lagrangiano y A se conoce
como vector de multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 7.3 Sea un sistema con n coordenadas generalizadas sujetas a la
siguiente restriccion
n
Szt
k=1

Supongase que el sistema es conservativo y que la energia potencial estd dada
por

Via) = Z kG
k=1
Calcular las posiciones de equilibrio.

Solucién. Considerando que las posiciones donde la energia potencial al-
canza sus extremos son equilibrios, el problema presente se puede reformular
en los siguientes términos

determinar arg ext V (q) sujeto a Z ¢ —1<0.
qeR” P

Dado que Q = R, V (q) y ¢ (q) := [|q||* — 1 son convexos, la solucién de este
problema estd dada por el Teorema anterior si se presenta en la forma que
sigue

determinar arginfV (q) y arginf —V (q) sujetoa q eR" y ¢g(q) <0.
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El lagrangiano para la primera parte del problema estd dado por

k=1 k=1

el cual es una funcién cuadratica con un minimo global q*, dado por m
VoL (q*, Ao) =0, es decir

oL
qul (A", No) = +2Xoq;, =0, k=1,..,n, X >0,
de donde o
QZ - _2_;;07 k - 17 e N, )\0 Z O (711)

Para determinar Ay se hace uso de la condicién (7.10), entonces

n 2
«
Mog (A7) = Ao [Z (——2;0) —1] =0, X>0

k=1
por tanto, la solucién no trivial para Ay estd dada por

(7.12)

La segunda parte del problema tiene el lagrangiano

k=1 k=1

que es de nueva cuenta cuadratico con un minimo global dado por

oL
T2 (g ho) = —ap +200qE =0, k=1,...n, X >0,
gy,
es decir -
= k=1,.. Ao > 0.
qk 2)\07 ) , 1, 0 Z

Usando otra vez (7.10) se obtiene (7.12) para calcular \g, entonces la segunda
parte del problema aporta el equilibrio adicional

a
q; = i , kE=1,..n.
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7.3. Estabilidad de Equilibrios

Un problema fundamental en la mecénica es la cualificacién del comportamien-
to de los sistemas en la vecindad de los equilibrios. Esta cualificacién se puede
llevar a cabo via la caracterizaciéon del comportamiento de las variables de
posicién y velocidad de los puntos materiales; por esta razén a este conjunto
de variables se le conoce como estado del sistema.

Definicion 7.2 Una posicion de equilibrio q* del sistema S se dice local-
mente estable siVe >0 36 =09 (c) > 0 tal que si el estado inicial cumple

la(to) —a'l <4, fla(o)ll <4, 1o =0

entonces se tiene
la@®)ll <e, lla@®)l <e Vt>t

En la Fig. 7.3 se explica graficamente el enunciado de la definicién anterior,
empleando un diagrama de fase. Ahf se senala que si el equilibrio q* es estable
localmente, dado cualquier € > 0 puede elegirse un ¢ > 0 tal que la trayectoria
correspondiente a cualquier estado inicial p;,; contenido en el hipercubo de
lado 2§ y centrado en C := (q*, 0) , permanece indefinidamente en el hipercubo
de lado 2¢ y con mismo centro.

Figura 7.3: Concepto de estabilidad local de un equilibrio..
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Definicién 7.3 Una posicion de equilibrio q* del sistema S se dice tnestable
si no es estable.

El ejemplo que aparece a continuacién ilustra el concepto de estabilidad intro-
ducido en la definicién precedente.

Ejemplo 7.4 El sistema que se muestra en la Fig. 7.4 se conoce como 0s-
ctlador lineal. Consiste de una masa m que puede moverse horizontalmente
sin friccion y que se halla sujeta por un resorte de rigidez k. Determinar la
estabilidad de sus equilibrios.

Figura 7.4: Oscilador lineal.

Solucién. Se requiere una coordenada generalizada, sea ésta
q:=x — Ty,

donde zq es la longitud nominal del resorte. Dado que se trata de un sistema
conservativo con energia potencial

1

= —kq?
V(a) = 5ke,

los equilibrios quedan dados por
qu (q*) - 07

por tanto sélo hay un equilibrio y resulta
q-=0. (7.13)

Para determinar la estabilidad del equilibrio obtenido se necesitan conocer
las trayectorias del estado (q(t),q(t)); facilmente se verifica que la energia

cinética tiene el valor .
T = —mg?
5 q,
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por lo que la funcién de Lagrange estd dada por

1 1
L(q,q) = =mg® — =k¢>.
(,9) = 5m4" — Skq
Dado que no hay fuerzas no potenciales, se obtiene como ecuacién de Lagrange

para el sistema

mq +kq =10 (7.14)
y si se define la frecuencia angular como
k
w? = — >0,
m
la ecuacion (7.14) se reduce a la forma
q+w?q=0. (7.15)

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales se sabe que la solu-
ci6én de (7.15) tiene la expresion

q(t) = q(ty) cosw(t —tg) + q'(cjo) sinw(t — to), (7.16)
con derivada
q(t) = —wq(ty) sinw(t — to) + ¢ (to) cosw(t — to).
De estas dos relaciones se sigue

la ()] < la(to)| + 5 14 (o)
14 (1)] < wlg(to)l + 14 (to)]

de donde, si |q(to)| < d y | (to)] <6, se llega a

Y

0 <6(142), @l<a0+),

y si se toma
1
5::5-méx{1+w,1+—}
w

entonces c

0(e) = max {1 +w, 1+ 1} (7.17)

La relacién (7.17) permite asegurar la estabilidad local del equilibrio (9.11). m
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7.3.1. Sistemas Conservativos

En el ejemplo previo, para determinar la estabilidad del equilibrio obtenido,
se hizo uso de la solucién (7.16) del sistema. Dado que no siempre se cuenta
con la expresion explicita de la solucién en el caso general, es importante tener
criterios indirectos que permitan determinar la estabilidad de los equilibrios
sin recurrir a la solucién. Esto es posible y particularmente simple en el caso
de sistemas conservativos.

Teorema 7.2 (Lagrange-Dirichlet) Sea q* un equilibrio de un sistema con-
servativo S con energia potencial V (q). Si

q* = argminV (q)
q
y existe una vecindad A de q* tal que

V(g") <V(q) Ya#q", q€ A,

entonces q* es un equilibrio estable localmente. En otras palabras, los equi-
librios donde la energia potencial alcanza sus minimos estrictos son estables
localmente.

Bajo a condicion adicional de que la segunda derivada de la energfa potencial
sea positiva definida en un equilibrio, el resultado previo permite obtener una
condicién suficiente para asegurar la estabilidad de éste.

Corolario 7.3 En las condiciones del teorema anterior, si existe la matriz
hessiana de la energia potencial y

VAV(a) > 0V¥q#d", g€ 4,
entonces q* es estable localmente.

Prueba. De la condiciéon de minimo estricto se sigue

(Wl @eteast

Por otro lado, la energfa potencial puede expresarse como

(@) =V(q") +(VV(q"),q—q") +
(a—a")" V¥V (a") (a—a) +olla—a*|* Vae A

N <:
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que en combinacién con (7.18) se traduce en
0<(q—q)" VV(q") (a—q")+olla—a’|* Vqe A4,
lo cual se cumple si y sélo si
V2V (q*) > 0.
u

Dos ejemplos ilustran la aplicacion del resultado del corolario.

Ejemplo 7.5 Considérese un sistema conservativo con energia potencial
1

W®=§¥U% c=C’.

Determinar los equilibrios y su estabilidad. Llevar a cabo el andlisis para las

matrices
5 2,5 192
@—{;5]_] @_[21}

Solucién. Los equilibrios estén dados por VV(q*) = 0, es decir
Cq* =0,
y si det C' # 0 se sigue que el tnico equilibrio es
q"=0.

Por el corolario anterior, para que 0 sea estable (globalmente, pues es equilibrio
tinico), se debe cumplir V>V (q*) > 0, que se traduce en la condicién

C > 0.

La matriz C resulta que no es positiva definida, lo cual se sigue del criterio de
Sylvester y de que det C; = —1,25 < 0, entonces nada se puede asegurar sobre
la estabilidad de 0. La matriz C sf es positiva definida y en consecuencia 0 es
estable. m

Ejemplo 7.6 Supongase que un sistema conservativo tiene por energia poten-
cial ]
aV(q) =W + (a,q) + §qTCq,

donde Vo € R ya € R" son constantes y det C' # 0. Determinar los equilibrios
y su estabilidad. St

3 0 «

C=10 20

a 01

¢ Cudl es el rango de valores de o que asequran la estabilidad de los equilibrios?
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Solucién. En los equilibrios se satisface VV (q*) = 0, entonces q* resuelve
a+Cq =0,
por lo que el tinico equilibrio es
q"-=—-C'a.

Del corolario anterior, para que q* sea estable (globalmente, por la unicidad),
se debe cumplir V2V (q*) > 0, es decir, se debe tener

¢ >0.
En la matriz C' dada, los dos primeros menores principales son positivos y
det C' =2 (3 — a2)

es positivo si y sélo si

laf < V3,

que, por el criterio de Sylvester, resulta ser el intervalo de estabilidad de q*.
[ ]

7.4. Equilibrios Inestables en Sistemas Con-
servativos

El problema general de determinar si un equilibrio es estable ha llevado a
mds resultados que el de determinar si, por el contrario, es inestable. En el
caso de que los sistemas sean conservativos, de nueva cuenta se tienen algunas
condiciones que aseguran la inestabilidad.

Recuérdese que en un sistema conservativo, g* es equilibrio si y sélosi VV (q*) =
0, por tanto, el desarrollo en serie de potencias de la energia potencial alrededor
de q* se escribe como

Via)=V(@)+ Vi@ a), (7.19)
j=2
donde V; (q*, q) denota el término superior de j—ésimo orden. En particular

Vi(q',q) := % (@a—a)" ' VV(q") (a—q"). (7.20)
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Teorema 7.3 (primero de Lyapunov sobre inestabilidad) Si en el equi-
librio q* de un sistema conservativo, la energia potencial V(q) no presenta un
minimo y esta condicion puede verse a partir del término de seqgundo orden
(7.20), entonces q* es inestable.

La condicién en el teorema anterior se cumple en el caso sencillo siguiente.

Corolario 7.4 Si la matriz hessiana V*V (q*) tiene valores propios reales y
al menos uno de ellos es negativo, entonces q* es inestable.

Teorema 7.4 (segundo de Lyapunov sobre inestabilidad) Sea un sistema
conservativo con energia potencial V(q). Si en el equilibrio q*, V (q) tiene un
mdximo estricto y esta condicion puede determinarse a partir de los térmi-
nos V; (q*,q) de menor orden, j > 2, del desarrollo (7.19), entonces q* es
inestable.

El teorema anterior tiene su forma mas 1til en el corolario siguiente.

Corolario 7.5 Como consecuencia inmediata del Teorema de Lyapunov, por
(7.20), si la matriz hessiana V2V (q*) < 0, entonces q* es inestable.

Teorema 7.5 (de Chetayev sobre inestabilidad) Si la energia potencial
V(q*) de un sistema conservativo es una funcion homogénea, es decir, es tal
que

V(Aq) =A"V(q) VA€ R, Vq e R",

conm algun entero, y si en el equilibrio q*, V (q) no tiene un minimo, entonces
q* es inestable.

Unos ejemplos muestran la utilidad de estos teoremas.

Ejemplo 7.7 Un sistema conservativo tiene por energia potencial

V(g =a(l—cos(ag)), a,a#0.

Calificar la estabilidad de sus equilibrios.

Solucién. Los equilibrios ¢* satisfacen

d
o (0") = aasen (ag”) =0
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por tanto
k
g, =—m, k=0,£1,£2 ..
o

La evaluacién de la segunda derivada en ¢* lleva a

v, ., N § )
¢ (qr) = aacos (aq*) = a”acos (kr)
de donde .
LY (qr) > 0, si k= 0,42, +4, ..
d%v

G (q7) <0, sik==+1,43, ..

y por el Teorema de Lagrange-Dirichlet y el corolario al Segundo Teorema de
Lyapunov se concluye

q; estable si k = 0,£2,+4, ...
q; inestable si k = £1,£3, ...

Ejemplo 7.8 Determinar los equilibrios y su correspondiente estabilidad en
el sistema conservativo de energia potencial

Vig)=a H i
i=1

donde a € R.

Solucién. Los equilibrios q* quedan dados por la ecuacién V4V (q*) = 0,
es decir,

aqi(Q) a,H.qj:O’ i=1,..n,

por tanto

La aplicacién del corolario al Segundo Teorema de Lyapunov no es posible
en vista de que VzV (q*) = 0, sin embargo, como se comprueba ficilmente,
V' (q) es homogénea y en 0 no tiene un minimo, entonces, por el Teorema de
Chetayev, el equilibrio encontrado es inestable. m

Ejemplo 7.9 En la Fig. 7.5 se muestra un sistema conservativo formado por
dos esferas con cargas eléctricas e; y ey contrarias. Ambas tienen masa m y
estdn sujetas a la accion de la fuerza de atraccion gravitatoria, pero una de
ellas estd fija al origen del sistema coordenado. Determinar los equilibrios del
conjunto y su estabilidad.
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Figura 7.5: Sistema potencial electromecdanico.

Solucién. Claramente el sistema tiene 3 grados de libertad. Si se denota

a=[z y =],

y si se considera como nivel de referencia de la energia potencial gravitatoria
el plano x — y, la energfa potencial conjunta resulta

donde k£ > 0 es una constante y r := /22 + y2 + 2z2. Se pueden ahora encontrar
los equilibrios mediante la expresién V4V (q*) = 0, por tanto

8‘” €162
—(q") =k *=0, de donde, z* =0 7.21
7 () = H 2% =0, de donde, s (721
oV €169
—(q*) =k y* =0, de donde, y* =0 7.22
oV €162 z" mg
— (q") =mg + k—=z" =0, de donde, =—
5z (@) =mg+ ke 7 keies
pero, por (7.21 y 7.22), r* = |z*|, entonces
sgnz* _myg
|z>“|2 keies

mg

y, dado que 7%= > 0, se tiene que sgnz* = —1y [2*| = ,/kfn—lge?, asi que

k€1€2

mg
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Se calcula ahora la matriz hessiana V2V (q*) , es decir

2 * 2 * 2 *
v (@) & (a) 4o (a)

VaV (@) = | g (@) G (@) g (@)
fee (@) g (@) G (@)

cuyos elementos resultan

o?V €169 322 o*V o €169
8x2( q) = k— (1— = ) dedondew( )—k|z*|3
82V €162 32‘/
920y (q) = —3k—xy, de donde 920y (@) =0
82‘/ €162 82‘/
8x82( q) = —3k—xz de donde 8x82( q)=0
Vv €16 3y Vv €16
=k—(1- de donde — (q*) = k&
g @ =92 (1) e donte T2 (a1 =123
o*V €169 o*V
:—Sk de dond =0
9907 (a) =Yz, de don eayaz( q’)
2 2 2
27‘2/ (q) = k% (1 - 3: ) de donde %—Z( ) = —2k|€1—€|§
Z*
entonces
e16s 1 0 0
2 *\
VaV (@) =k 25| 0 10
0 0 -2

que tiene un valor propio negativo, y por el corolario al Primer Teorema de
Lyapunov, el equilibrio encontrado es inestable. m

Ejemplo 7.10 Dos barras unidas fijamente rotan con velocidad angular w
constante como se muestra en la Fig. 7.6. En las barras sendos anillos de
masa m deslizan sin friccion. Si los anillos se encuentran sujetos al campo
gravitatorio mostrado y a la fuerza de atraccion entre ellos, determinar sus

posiciones de equilibrio sobre las barras y dictaminar las condiciones de esta-
bilidad.

Solucién. El sistema tiene dos grados de libertad. Se eligen como coor-
denadas generalizadas las posiciones de los anillos sobre su respectiva barra y
respecto de la unién de éstas, como se indica en la Fig. 7.6. Por otro lado, para
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Figura 7.6: Anillos deslizantes sobre barras girando.

mostrar que el sistema es conservativo, nétese que la fuerza de inercia sobre el
anillo de la barra 1 debida a la rotacién

F.o = mw2q1 sen o

puede verse como

d 1
Froot = _d—ql <—§mw2qf sen a) ,

de donde sigue que esta fuerza es potencial con funcién correspondiente

1
Viot (@) = —Emwzqf sen ov.

Como se sabe, la energfa potencia debido a la atraccién entre las masas de los
anillos estd dada por
2

m
V;lt (Q) = _k77

donde k > 0 es constante y r := \/q} + ¢3 — 2q1qa cos . Asf que la energia
potencial total del sistema es

2
1

V(q) = —mg(qcosa+ q) — I §mw2qf sen a,

r
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con lo cual se pueden determinar los equilibrios a partir de V4V (q*) = 0.
Entonces se llega a la pareja de ecuaciones simultdneas no lineales

gcosa—l—k‘# (g5 cosa — q}) + w?qf sena = 0
g+ kot (¢ cosa—q3) =0

m
()

(7.23)

que deben satisfacer los equilibrios. Dado que

2 2
%T‘%/ (q) = k% — mw? sen a
oV m?
a2 (q) = 3
a5 r
v = —km—2 COoS (v
00192 4 3 ’

la matriz hessiana estd dada por

k ng —mw?sena —k-72
V2V (q*) = (r) (r*)
oV (d") —k s cosa B2

< COS (¥

El criterio de Sylvester aplicado a esta matriz permite establecer las siguiente
conclusiones. Por el Teorema de Lagrange-Dirichlet se sigue que el equilibrio

q* es estable si

m2

k
()’
en tanto que por el corolario al Segundo Teorema de Lyapunov se asegura
inestabilidad para q* si

— mw?sena > 0,

k" mw?sena > 0

(r)?
m>2 m?2 2 m?2 2
ko ( e W sena> - (k(r*)g, cos a) > 0.
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Capitulo 8

Analisis de Vibraciones

Las ecuaciones de Lagrange son una herramienta invaluable en la determinacién
de las propiedades importantes de los sistemas mecédnicos. La aplicaciéon de dichas
ecuaciones y el estudio de las consecuencias derivadas han sido el objeto de los dos
capitulos precedentes. En el que ahora se comienza, se hace una aplicacién mas al
estudio del importante problema de las oscilaciones de los sistemas en torno a los
puntos de equilibrio. Mediante la técnica usual de linealizacién alrededor de un pun-
to de equilibrio, las ecuaciones de Lagrange se pueden aproximar por una expresién
lineal que describe con suficiente detalle la dindmica del sistema en una vecindad su-
ficientemente cercana del punto de interés. Sobre esta expresién aproximada pueden
ser aplicadas todas las técnicas conocidas para sistemas dindmicos lineales, llevando
a conclusiones de gran utilidad. Ademads, si el sistema en cuestion se restringe a ser
del tipo conservativo, entonces la expresion se ve reducida, lo cual permite carac-
terizar y calcular de manera muy simple sus soluciones, en particular aquellas que
interesan en este capitulo: las oscilaciones.

8.1. Aproximacion de la Ecuacién de Lagrange

Recuérdese del Cap. 6 la ecuacién de Lagrange para sistemas holonémicos con
restricciones ideales

d

—Val (t,4.4) = VaT (.4, &) = Qpor + Quo—por (8.1)

En la vecindad del equilibrio q*, la posicién y la velocidad pueden expresarse
como

qa(t) =q"+Aq(t), a(t)=Aq(t)

235
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En este capitulo se va a considerar que tanto Aq (¢) como Ad (¢) son pequenios,
es decir
A @) << 1, [[Aq(t)] <<1

que el sistema en cuestién es estacionario (Cap. 6, secciéon ”Ecuaciones de
Lagrange en Forma de Cauchy”) y que la energia potencial también lo es, es
decir V' (t,q) no depende explicitamente de t. Por tanto, en la vecindad de q*
se cumple

1 1

T(q,q) = §C'1TA (@)= §A<’1TA (@*+Aq)Ag, V(g)=V(q"+Aq)

con A(q) = AT (q) > 0. Por el Teorema de Taylor
Ald"+Aq) = A(q") +o([[Adgl])

entonces 1
T (q,4) = 524" A (") Adto (|| Aal - [ A4]) (82)

en tanto que
1
V(' +Aq) =V (@) + 544" V2V (q) Aq + o (| Aqlf*)

pues por ser q* un equilibrio VV (q*) = 0. De manera similar, para Qo :=
—Vq4V (a)
* 1 *
Qe = —Va [V (@) + 524" V2V (q") Aq+o(Ag]])
= ~VV(a)Agq+o(|Ag]’) (8.3)

yaque VgV (q) =0y Vg (-) = Vaq ()

Por otro lado, si se considera que las fuerzas generalizadas no potenciales
Quo—pot (1,4, 4) no dependen explicitamente de ¢, un desarrollo anédlogo lleva
a

Qnofpot (q* + Aq? A(.l) - Qnofpot (q*7 0) + VAanofpot (q*a O) Aq +
VA('}Qno—pot (q*a 0) Aq +o0 (HAqH ) ||Aq||)

o bien, en vista de que Q,o—pot (%,0) =0

Qno—pot (q* + Aq, Aq) - quQno—pot (q*7 0) Aq + VAQQno—pot (q*7 0) Aq
+o (| Ad]| - [[Aql]) (84)
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En este contexto, la ecuacién de Lagrange (8.1) se puede expresar como

d ) .
EquT (q> q) - quT (q> q) = ont + Qno—pot

la cual, previa sustitucién de (8.2-8.4), se traduce en
AQ@)AG = [~VV(Q") + VaqQuopet (0, 0)] Aq +
VA(':lQnofpot (q*a O) Aq +o (HAqH ) HAQH)

de la cual se obtiene la siguiente aproximacién de la ecuacién de Lagrange para
movimientos pequenos en la vecindad del equilibrio q*

A(q") Aq+ B(q") Aq+C (q") Aq = 0 (8.5)

donde
B (q*> = _ZVAQQno—pot (q*7 0) (86)
C(q*) == VV(q*) — VaqQno—pot (@, 0)

y va que Aq = ¢, Aq = q v si se hace un corrimiento del origen del sistema,
coordenado a fin de que q* = 0, con lo cual Aq = q, entonces se puede
expresar (9.2) en la forma estdndar

Aq+ Bg+Cq=0, A B,Cec R (8.7)
con algunas condiciones iniciales
qa(0) =aqo, 4(0)=qo

Para calcular las soluciones de (8.7) se hace la propuesta

q=c'u (8.8)

con A\ un escalar llamado frecuencia y u # 0 un vector llamado de ampli-
tudes, ambos constantes y por determinarse. De la sustitucién de (8.8) en
(8.7) se sigue

NeMAu + AeMBu + eMCu =0

de donde se obtiene la llamada ecuacién caracteristica asociada a (8.7)
(MA+2AB+C)u=0 (8.9)
La condicién u # 0, se cumple si y sélo si

det (NP A+AB+C) =0
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por lo cual a
p(A) :=det (NA+AB+C)

se le llama el polinomio caracteristico asociado a (8.7) y tiene la forma
PA) = Aoy + X"y ey, p € R (8.10)

De la teorfa de polinomios se desprende que existen K raices distintas de
(9.12), cada una con una cierta multiplicidad algebraica, de modo que si my
es la correspondiente multiplicidad de la raiz \x, k =1, ..., K, se tiene

K
E my = 2n
k=1

Supongase que ny es la multiplicidad geométrica de la raiz A\, k=1, ..., K, es
decir
ny = dim Ker ()\zA + A\ B + C)

con ny < my y dendtese por
[ Nk
Uk = {uk,i}izl

al conjunto de vectores de amplitud correspondientes a A, obtenidos de la
ecuacién caracteristica (8.9), los cuales como se sabe son linealmente inde-
pendientes. Supéngase también que al vector ug,; € Uy le corresponden ny ;
repeticiones de la raiz A\, donde

n
E Nk = My
i=1

entonces, por la linealidad de (8.7), se verifica que la forma general de la
solucién parcial correspondiente a la raiz A, estd dada por

ng Nk,

Qi (1) = M N oyt (8.11)

i=1 j=1

donde v, 5, k=1,...., K, i=1,...,n4, j = 1,..ny;, son constantes que depen-
den de las condiciones iniciales; en consecuencia la solucién general resulta

a(t)=> a(t) (8.12)
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8.2. Vibraciones en Sistemas Conservativos

La condicién Q,,—pet = 0, propia de los sistemas conservativos, permite obten-
er simplificaciones interesantes de los resultados obtenidos en la seccién ante-
rior. La simplificacién mds importante tiene que ver con las matrices B y C'
en (8.6), se verifica que éstas se reducen a

B=0, C=VV(q)
por lo que (8.7) adopta la forma
Aq+Cq=0, 0<A=A" C=C" A CecR™™ (8.13)

Las caracteristicas de (8.13), permiten determinar ciertos aspectos importantes
de los conceptos anteriormente introducidos. Nétese que para este caso, la
ecuacion caracteristica asociada resulta

(NA+C)u=0 (8.14)

con \? solucién de
det (N*A+C) =0 (8.15)

Observacion 8.1 Si bien usualmente se resuelve (8.15) y con las soluciones
obtenidas se determinan los correspondientes vectores de amplitudes a partir de
(8.14), cuando se conoce uno de estos vectores y se desconoce la raiz )\5 a que
pertenece, se puede proceder en la siguiente forma: sea u; el vector conocido,
de la multiplicacion escalar de (8.14) por u; se sigue

A2 (uy, Au;) = — (u;, Cuy)
y por la propiedad A > 0 se tiene

32 = A Cu) 8.16
! <uj>Auj> ( )

Proposicién 8.1 Sean A2, )\]2- dos soluciones de (8.15) y u;,u; dos correspon-

dientes vectores de amplitud obtenidos de (8.14). Si A2 # )\?, entonces Ui%u‘j

(ortogonales respecto de A), es decir

(uj, Auz) =0
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Prueba. De (8.14) se sigue
M Au; = —Cu; (8.17)
AN Au; = —Cuy (8.18)
de donde, al multiplicar escalarmente (10.11) por u; y (10.12) por u; se obtiene
22 (uj, Awy) = — (u;, Cw;)
)\5 (u;, Au;) = — (u;, Cuy)

de cuya diferencia, bajo la consideracién de que las matrices son simétricas,

resulta
()‘? - )\J?) <Uj, Aul> =0

y la conclusion sigue. m
El resultado inmediato anterior sirve como herramienta para probar las dos
siguientes proposiciones.

Proposicién 8.2 Seq o := {)\z}zzl el conjunto de soluciones de (8.15), en-
tonces o C .

Prueba. Supéngase que existe una solucién )\? € o que es compleja, es
decir

No= i+, wieR, 0Ful eR, ji=v-1

entonces, ya que los coeficientes de det ()\2A + C’) son reales, se tiene que

N = i - jut
también pertenece a 0. Si

u, =v,+jv), vieR' 0#v/eR"

es el vector de amplitudes correspondiente a )\?, entonces

w=v;—jvj
corresponde a )\_f Dado que \? # )\_?, de la proposicién previa, se sigue

(w;, Au;) =0 (8.19)
pero, ya que A = AT >0

(V= VAWV = (v AVD) (v AVE) = (VI AV + (v, AVD)
— (VL AV) + (V] AVY) > 0
|

pues v/ # 0, que contradice (8.19).
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Proposicion 8.3 En el contexto de la proposicion 1, si )\? #* )\?, entonces los
correspondientes vectores u; y u; son linealmente independientes.

Prueba. Sean ¢; y ¢; dos escalares que hacen cierta la relacién
cu; +cju; =0 (8.20)
Multipliquese escalarmente (8.20) por Au;, entonces, por la proposicién 1
(ciu; + cju;, Awg) = ¢; (w;, Awg) + ¢ (uy, Awg) = ¢; (u;, Aw,)

y en vista de que A > 0, para que se cumpla (8.20) se debe tener ¢; = 0; con
esta condicién y dado que u; # 0, se concluye de (8.20) que ¢; =0. m
Ademis de las propiedades ya obtenidas, se puede conocer mas de la forma de
las soluciones de (8.13), pero antes se enuncia un resultado.

Teorema 8.1 Dadas las matrices
X=X v=Y' X YRR

existe una matriz S := [S1,82, - ,S,], no singular, cons; € R", i =1,...,n,
tal que

STXS =1=diag{1,1,---,1}

STY S = R = diag {ri,ra," -, 70}

donde r;, i =1, ...,n, son constantes.

Se definen las coordenadas normales o principales por

q:=5"q
de donde .
q=25q= Z(jisi (8.21)
i=1

con S como se enuncia en el teorema previo para X = Ay Y = B; se tiene,
entonces, para (8.13)

ASG+CS§ =0 (8.22)

la cual, al ser premultiplicada por ST, resulta

STASG + STCSg =0
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con STAS =1y STCS = R, es decir, la dindmica de q estd gobernada por

rn 0 - 0
o 0 T2 0
q+ : q=0
0 O T

que representa el siguiente sistema desacoplado de n ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden

éz‘*’ﬂﬁi =0, i=1,...,n (8.23)
Se propone como solucién de (8.23)
Gi = e (8.24)

con \; € Ry 0 # u; € R constantes a ser determinadas, lo cual lleva a la

relacién
u; (A7 +1;) et =0

de donde se sigue que \; debe cumplir
X+ri=0
es decir
TONE RRCINE -
que, junto con (8.24), llevan a la solucién general de (8.23)

@i (1) = ui (3T 4 4P eV (8.25)

con 751) y 752) constantes que dependen de las condiciones iniciales. La dindmi-

ca de ¢; depende del signo de r;, como se muestra en lo que sigue.
(a) Sir; <0, entonces (8.25) adopta la forma
~ 1) —\/|r; 2 T;
Gi () = u; (’YE eV ‘t+%( eV ‘t>
y se concluye que la solucién correspondiente no es acotada.

(b) Sir; =0, entonces (8.25) adopta la forma
gi (t) = u; <7§1) + %(-2)t> (8.26)

y nuevamente se concluye que la solucién obtenida no es acotada.



8.2. VIBRACIONES EN SISTEMAS CONSERVATIVOS 243

(c) Sir; >0, entonces (8.25) adopta la forma
@i (1) = wi (3T 4P = /T

o, por la relacién
e = cosav + jsena

se sigue
Gi (1) = uiy; sen (\/rit + ;)

de donde se concluye que la solucién correspondiente es una oscilacion
acotada de frecuencia angular /7.

Conclusién. De la discusién previa sobre la forma de la solucién (8.25) se
desprenden dos hechos: (a) de la sustitucién de (8.25) en (9.21) se llega a que,
aun cuando una determinada rafz A\? de (8.15) se presente con multiplicidad
mayor a uno, la solucién q no contiene polinomios de ¢, salvo en el caso en que
aparezca la rafz \*> = 0, en el cual se presenta el polinomio de primer grado
(8.26); (b) para fines de movimientos vibratorios (es decir, oscilatorios) se debe
tener A> = —p2, con 0 < pu € R, por lo que, para este caso, la ecuacién y el
polinomio caracteristicos asociados a resolver son

(—*A+C)u=0, det(—p*A+C)=0, 0<peR (8.27)

Nétese que si se considera 0 < i € R, estas ecuaciones proporcionan tanto las
raices A\? negativas como las nulas.

8.2.1. Ejemplos

En esta seccion se desarrollan varios ejemplos a fin de mostrar algunos aspectos
de los resultados obtenidos.

Ejemplo 8.1 En la Fig. 8.1 se muestra un anillo sobre el cual se mueven tres
cuerpos de masa m unidos en serie por resortes de rigidez k. El movimiento
es sin friccion y las masas no estan sujetas a mingun campo gravitacional.
Determinar la solucion general para los desplazamientos.

Solucién. Dado que el sistema es conservativo, se puede aplicar la teoria
desarrollada en esta seccién. Claramente, se requieren tres coordenadas gen-
eralizadas, sean éstas los desplazamientos de las masas respecto de una cierta
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Figura 8.1: Tres masas unidas por resortes en dindmica circular.

posicién en la que los resortes no estdan deformados. La energia potencial queda
expresada por

Vet @ w4 - )+ - @)’
de donde
21 — @2 — g3
VoV =Fk| —¢1+2¢ — g3
—(1 — 42 + 23
por lo que
q =0

es un equilibrio, si bien no estable, pues para las condiciones iniciales q (0) = 0,

q0) =6[1 11 }T, d > 0, se tiene que ||q(t)|] — oo cuando t — oo.
Entonces
2 -1 -1
. \72 _
C=VV(O0)=k| -1 2 -1
-1 -1 2
Por otro lado, la energfa cinética resulta

1 ) ) ) 1 .r..
T=g5m (@ +d+d) = 5mad' 14



8.2. VIBRACIONES EN SISTEMAS CONSERVATIVOS 245

donde I es la matriz identidad de orden 3, entonces
A:=ml

Por (8.15), los valores \> € R del sistema en cuestién satisfacen la siguiente
ecuacion

det (A*A+C) =0

es decir,
2k + \m —k —k
det —k 2k + \’m —k =0
—k —k 2k + \%m
o bien,

k2 k
)\2[9(—) +6<—>)\2+)\4 =0
m m

de donde se obtienen las soluciones

k
M =0, A= —?%

con multiplicidades 1 y 2, respectivamente. El hecho de que )\f = 0 se debe
a que q* = 0 es inestable. De (8.14) se obtienen los vectores de amplitud
correspondientes. El de A} queda dado por

2 -1 -1
C’ul =k -1 2 -1 u; = 0
-1 -1 2

o bien, por el siguiente sistema de 2 ecuaciones simultdneas

2u11 —ur2 —u3 =10
—up1 +2u12 —u13 =20

Si se toma como pardmetro libre a u; 3, las ecuaciones anteriores equivalen a

de donde
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y si se elige u; 3 = 1, se tiene

Ui,1 o 1
U2 - 1
Para la determinacion de los vectores de amplitudes ug) y ug) asociados a

A\ = —3% se puede recurrir a los resultados de la seccién anterior. Dado que
A =ml, se sigue que estos vectores deben cumplir las siguientes condiciones

ul,ugl) =0
ul,ug) =0

ademads de que ugl) y u§2) deben ser independientes, lo cual se consigue si se

anade
<u1, ug2)> =0

Estas condiciones se traducen en el siguiente sistema de ecuaciones simultdneas

1 1
Up,1Up 1 T Up2Ug o + U 3US 3 =

2 2
Up,1Up 1 T Up2Ug o + U 3US 3 =

1) ¢ 1) ¢ 1) ¢
usius + ugyuly + ubusy =

las cuales, en vista de como se ha escogido uy, se satisfacen si

wW=[10 -1]", vWW=[1 -2 1]

y consecuentemente, la solucién general para el sistema de masas considerado
queda dado por

1 1
[k
q(t) = <7§1) + 7§2)t) 1 | +vysen ( 3—t+ 902> 0 +

1 m —1

2 1

Y4 Sen 3—1+ p, —2
m
1
) A2

donde 7§1 SV Yas V3, P15 P2 € R son constantes que dependen de las condi-
ciones iniciales. m
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Observacion 8.2 Las componentes de los distintos vectores u obtenidos en
el ejemplo previo, representan todas las direcciones de movimiento que pueden
presentar las masas del sistema: u; corresponde al movimiento en que todas
las masas se mueven en la misma direccion; en Uy una masa estd detenida
y las otras dos se mueven en direcciones contrarias; finalmente, uy denota
dos masas moviéndose en la misma direccion y la otra en contrasentido y con
magnitud doble. Cuando el conjunto de masas, como en el ejemplo precedente,
tiene similitud en su movimiento, se pueden determinar los vectores u por
inspeccion, sin recurrir a la ecuacion (8.14).

Ejemplo 8.2 Un sistema de 8 masas se encuentra unido por resortes de
rigidez k como se muestra en la Fig. 8.2. Supdngase que sobre este sistema
no actian fuerzas de gravedad y que el movimiento se da sin restricciones so-
bre la linea recta indicada. Determinar la ley que siguen los desplazamientos
de las masas.

Figura 8.2: Tres masas unidas por resortes con dindmica sobre una recta.

Solucién. Si se toman como coordenadas generalizadas los desplazamien-
tos de las masas respecto de alguna posicién en que los resortes no se encuen-
tren esforzados, la energia cinética estd dada por

— o O
o]

1 ) ) ) 1 .
T=gm (¢ + 245 +d3) = §qu

o O =
S NN O

de donde se sigue que
1 00
A=m |0 2 0 (8.28)
0 01
en tanto que la energia potencial tiene por expresion

V= g [(QQ - 91)2 + (g3 — Q2)2}
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de donde
a1 — Q2 1 -1 0
qu =k —(q1 + 2QQ — (3 =k -1 2 —1 q
—q1 — G2 + 2q3 0 -1 1
por lo que
q =0

es un equilibrio, no estable pues para las condiciones iniciales q (0) = 0, ¢ (0) =
o1 11 }T, d > 0, se tiene que ||q(t)|| — oo cuando t — co. Asi que

1 -1 0
C:=ViVv(0)=k| -1 2 -1

1 1
u; = 1 , Uy = 0 (829)
1 —1

los cuales son ortogonales respecto de la matriz A que aparece en (8.28) y
deben ser ortogonales a us respecto de esta misma matriz. Sea

1132[@ p 7]T

entonces se deben satisfacer las siguientes ecuaciones simultdneas

(uy, Aug) =m(a+26+7) =0
(g, Auz) =m(a—~) =0

cuya solucién resulta
o=, 5 = -7

y si se elige 7 = 1, entonces
wu=[1 -1 1]

Por (8.16), 2 = —% i=1,..,3, asf que
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por tanto, la solucién general resulta

1 1
Ik
q(t) = (79 + 7§Q)t> 1 | +v,sen ( Et + g02> 0 +

1 -1
ok !
Y5 sen —t+ 3 -1
m 1

Ejemplo 8.3 Un sistema de 4 masas m unidas por resortes de rigidez k se
muestra en la Fig. 8.3. Determinar la expresion de los desplazamientos de las
masas, considerando que no estan sujetas a fuerzas gravitatorias.

Figura 8.3: Cuatro masas unidas por resortes con dindmica lineal restringida.

Solucién. Sean las coordenadas generalizadas los desplazamientos de las
masas respecto de su posicién en que los resortes estdn relajados. La energia
cinética estd dada por

1 ) ) ) ) 1 .
T=gm (it +d + 6 +di) = gma’ 14

donde I es la matriz identidad de orden 4, por tanto

A:=ml (8.30)
La energia potencial, por otro lado, tiene la expresién
k
V=3 la+(e- @)° + (g3 — @2)° + (g1 — @3)° + G}
de donde
21 — @2 2 -1 0 0
—Q1+2QZ2—(]3 -1 2 -1 0
V=Ek =k
Va —G2+ 293 — q4 0 -1 2 -1|4

—q3 + 2q4 0 0 -1 2
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por lo que
q=0

que es estable, dado que q* es un punto que minimiza a V' y

2 -1 0 0
C:=VV(0)=k _01 _21 _21 _01 >0
0 0 -1 2

Dado que no todas las masas en el sistema de la Fig. 8.3 tienen la misma
libertad de movimiento, no es posible de antemano conocer por inspeccién los
vectores de amplitud. Con las matrices encontradas

det (A*A+C) =0

resulta
2k + mA\? —k 0 0
-k 2k4+m\ —k 0 B
det 0 ko 2%4m\ —k =0
0 0 —k 2k + mM\?
o bien

E\* E\?® k2 k
5(—> +20(—> >\+21<—) M+8=XN+M\=0
m m m m

cuyas soluciones son

Af:—%(mﬁ), Nk (5+5)

2m
AQZ—i(:s—JE) A2:—i<3+\/5)
3 2m P 2m
Los vectores de amplitud correspondientes las soluciones obtenidas son

—2 —2
1-v5 | 1+V5

u; = _1+\/5 , U = _1_\/5
2 2
2 2
1+5 1—+5

us = 1+\/5,u4: 1_\/5
2 2
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por tanto, la expresién buscada resulta

—2
k 1-+5
q(t) = fylsen< —(5—\/3)754—@1 1405 +
2 -
- o
k 1+5
Y4 Sen 2—(5+\/5)t—|—<p2 1.5 +
2
5 1

Ejemplo 8.4 Obtener las expresiones de los movimientos de las masas para el
sistema de tres péndulos idénticos que se muestra en la Fig. 8.4. Los péndulos
tienen masa m y estan sujetos por resortes de rigidez k que no experimentan
deformacion cuando todos los péndulos estdan verticales.

Figura 8.4: Tres péndulos idénticos sujetos por resortes.
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Solucién. Considérense como coordenadas generalizadas los desplazamien-
tos angulares de los brazos de los péndulos respecto de la vertical, es decir

T
q:= [ Y1 P2 P3 ]
La energfa cinética estd dada por
B ST v ST SR N S Py

T = le (Q1 +Q2+CI3) = le q Iq

donde I es la matriz identidad de orden 3, por tanto
A =ml*]

La energia potencial, por otro lado, tiene la expresién

kl? 3
V=% [(sen gz — sen q1)* + (sen g5 — sen gz)*] — mgly _cosg;
i=1

de donde
12 (senq; — sen gz) cos ¢ sen ¢
V4V = e (—senq; +2senge —sengs) cosqy | +mgl | senq
(—sen ¢z + sen g3) cos g3 sen g3
por lo que
q =0

que es estable, dado que q* es un punto que minimiza a V' y

%2 + mgl —%12 0
C = VzV(O) = —% %ﬂ—l—mgl —lef >0
0 —HE B gl

Del anélisis de los posibles movimientos se tiene como vectores de amplitud

1 1
u; = 1 , Uy = 0
1 —1

los cuales, como se comprueba facilmente son ortogonales respecto de A = ml?]
y deben ser ortogonales a ugz respecto de esta misma matriz, es decir, si
T
us = [ a By ]
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se deben cumplir las ecuaciones

<111,U3>:Oé+5+7:0
<112,113>:04—’Y:O

cuya solucién, si se escoge v como el parametro libre, es
o =7, 6 = _2/7

en particular si v = —1
T
u; = [ -1 2 -1 }

Dado que A = —Ezjjzji, i=1,...,3, entonces
g 9 kl + 4mg 9 3kl + 4mg
o9 e _MTAmg e SR T MY
! l 2 4ml 3 4ml

por tanto, se concluye que

1 1
[kl + 4
q(t) = ~ysen (\/Et—l—gol) 1 | +,sen —mgt—HDQ 0 | +
[ 1 4ml 1

—1
3kl + 4mg
Y3 Sen < Wt + Q03> 2

Ejemplo 8.5 Determinar la ley que siguen los movimientos de carga en el
circuito mostrado en la Fig. 8.5.

Solucién. Considérense como coordenadas generalizadas

qj = /ijdt, j: 1,...,4

donde 7; denota la corriente que circula por el j—ésimo lazo. De la tabla de
analogfas del Cap. 6 se tiene, por un lado

1., . . ) 1 .7,
T= gL (¢ +d+d+d) = 5La" T4 (8.31)

con [ la matriz identidad de orden 4, entonces

A:=1LI
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Figura 8.5: Circuito LC de 4 lazos.

y por otro lado

V= % (01 — @) + (22 — 6)* + (03 — @) + (6 — 1) (8.32)
de donde
21 — @2 — @ 2 -1 0 -1
R e R e
—1 — @3+ 2 -1 0 -1 2

por lo que
q =0,

que no es estable, puesto que si las cuatro corrientes iniciales son distintas
de cero, iguales y con el mismo sentido, segin la Fig. 8.5, as{ permanecen
indefinidamente. Entonces

1{-1 2 -1 0
. \72 —
C=VVO =5, 5 5

Por inspeccidn, se ve que los tres primeros vectores de amplitud pueden elegirse
como

u; =

—_ = = =
—_
—_
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los cuales, como facilmente se comprueba, son ortogonales respecto de A := LI
y deben ser ortogonales a u, respecto de la misma matriz. Si

T
uy = [ a B v 6 }
entonces se deben satisfacer las siguientes ecuaciones simultdneas
(w, ) =a+pF+7+6=0
(ug,ug) = —a+pF—7+6=0
(ug,wg) =a+pf—-7y-6=0

cuya solucién resulta

y si se elige § = 1, entonces

w=[1 -1 -1 1]"

Con los vectores obtenidos y dado que )\]2- =— EE; iﬁj;, 1 =1,...,4, se sigue que
4 2 2
N =0 N=—— Vi p—— A=
! > LC 5 LC ‘Lo
y se concluye en consecuencia
1 _
1 2 1 /1 1
q(t) = <7§)+7§ )t) 1 + 745 sen (2 ﬁtJrgoQ) 1 +
1 1

h
Q
~
+
AS)
w
~_
—_
+
2
N
]
@
=
7~
h
e
~
+
S
Ny
~
|
=

( [2
75 sen —
||

El ejercicio que sigue puede ser 1itil para obtener una raiz del polinomio car-
acteristico en (8.27).

Ejercicio 8.1 Supdngase que se conocen los valores det A y det C' y que

0< M%a M%, o '7”2—1 (833)
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son soluctones de
det (—p*A+C) =0 (8.34)
en (8.27). La raiz desconocida estd dada por

o detC 1

M T Aot Ay 2, (8:35)
Solucién. Primero se enuncian tres resultados necesarios: m
1. Sean My, M, € R™*™ entonces
det (M;My) = det (M) det (M) (8.36)

2. Sea M € R tal que det (M) # 0 entonces

1

det (M) = St @

3. El conjunto {3,}!_, de los valores propios de M € R™*" estdn dados por
las soluciones de la ecuacién

det (M — BI) =0

donde I es la matriz identidad de orden n, y cumplen

n

det (M) = H5¢
i=1
Dado que A > 0, por (8.36)
det (—p?A+C) =det [A(—p*I + A7'C)] = det (A) det (—p°T + A~C)
asi que (8.34) se cumple si y sélo si
det (—p*I+A7'C) =0

de donde se sigue que las soluciones de (8.33) son los valores propios de la
matriz A~1C, pero por los tres resultados recién enunciados

[T/ = det (A7C) = det (A™") det (C) = 3‘; Ei;

=1
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y de aqui si obtiene (8.35).

257

En el desarrollo que sigue se propone una técnica para encontrar las raices de

polinomios de tercer grado.

Supdngase que se desea encontrar las soluciones de la ecuacién

ar® +br* +cx+d=0
con a,b,c,d € Cya+#0. Con la definicién
r:=k+ly
k,l € C, (8.37) se rescribe en la incégnita y como
Py g Fry+s=0
donde
l3
akl? + bl?

a

3

3ak?l + 2bkl + cl
ak® + bk? +ck +d

D
q:
r:
S

Si ahora se eligen

p=1 4¢=0
lo cual se logra con
- b
T a3 T 3a
entonces (8.38) se reduce a
v 4ry+s=0
o bien
y'=—ry—s
Sea ahora
Yi=u-+v

u,v € C, entonces

y* = v’ + 3uv (u+v) +0° = v’ + Juvy + v

De (8.39) y (8.40) se concluye que

3uv = —r
w v =—s

(8.37)

(8.38)

(8.39)

(8.40)
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De la primera ecuacién anterior, suponiendo que v # 0, se tiene

r

U:—%

que al ser sustituida en la segunda lleva a

r\3
—(—) +vP4+5=0
v

o bien, bajo la definicién

a la ecuacién de segundo grado
4 sz — r>3 =0
2°+ sz ( 3

Las soluciones de esta tltima ecuacién, y un proceso inverso al seguido lleva a
la obtencién de las soluciones de (8.37).



Capitulo 9

Sistemas Lineales de 20. Orden

En este capitulo se continia el estudio de los sistemas lineales obtenidos del proceso
de linealizacién de las ecuaciones de Lagrange, y que fue introducido en el capitu-
lo anterior. Esta continuacién abarca dos vertientes, primera, la consideracién de
fuerzas no potenciales dependientes tinicamente del tiempo permite el uso de la im-
portante herramienta de la transformacioén de Fourier, lo cual lleva a la consideracién
de la respuesta frecuencial del sistema; segunda, se consideran sistemas disipativos,
que generalizan a los de tipo conservativo y permiten la introduccién del concepto de
equilibrio asintéticamente estable, extensién de la idea de equilibrio anteriormente
manejada.

9.1. El sistema

El objetivo principal de este capitulo es el estudio de las soluciones del siguiente
tipo de ecuaciones

Aq+ Bg+Cq="1(t) (9.1)

donde q € ®", A, B,C' € R™ " son matrices constantes y f : [0, 00) — R".

Observacion 9.1 Mediante un desarrollo similar al sequido en el Cap. 8 se
concluye que st

[Aq @) << 1, [[Aq(@)] <<1

el sistema en estudio es estacionario y la energia potencial también lo es, la
ecuacion de Lagrange se puede aproximar, alrededor del equilibrio q* = 0, por

Aq + Bq + Cq = Qnofpot (t, q, Q) - VA(':lcgnofpot <07 07 0) (92)

259
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donde
A:=V.T(0,0)
B = —VAano—pot (07 07 O)
C:= V.V (0)

con A= AT >0, y C = CT. Entonces, si Quo_pot (t,q,q) no depende de las
posiciones q y las velocidades q, (9.2) tiene la forma (9.1).

9.2. Respuesta en Frecuencia

Una de las técnicas mds poderosas para el estudio de la respuesta de sistemas
lineales forzados con coeficientes constantes, de los cuales (9.1) es sélo una
clase, es la transformacion de Fourier.

Definicién 9.1 Dada la funcion vectorial g : [0, 00) — R™, si

G (jw) = {8} := /00" e g (t)dt, ji=v-1

existe, i.e. es finita, a G : & — C" se le llama la transformada de Fourier
de g. A partir de G (jw) , la funcion g (t) se recupera por

g(t) =3 {G) = % /oo GG (ju) duw

—00

razén por la que a g (t) se le llama transformada inversa de Fourier de
G (jw) .

Observacion 9.2 Las condiciones de Dirichlet, garantizan la existencia

de §{g}.

1. Integrabilidad de g, es decir, g tiene un nimero contable de discon-
tinutdades y de extremos.

2. Convergencia absoluta de e 7*'g (t), es decir

/°° le5g (1)]] dt < oo
0
lo cual, en vista de que

le=tg (t)|| = [e7'| g (t)
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y dado que
|e’j“’t} =1
se satisface si o
|l <o
es decir, g es absolutamente convergente, lo cual implica que

g(t)—0sit— oo (9.3)

Dos propiedades de la trasformada de Fourier que van a ser necesarias se
enuncian enseguida. La prueba de la primera es elemental y se omite.

Propiedad 1. Sean g : [0,00) — R" y h : [0,00) — R" con transformadas
de Fourier §(g) y § (h), entonces

3 {Ag + Bh} = A {g} + B3 {h}

con A € R y B € R™*™ matrices constantes.
Propiedad 2. Si g : [0,00) — R" es diferenciable y cumple las condiciones
de Dirichlet, entonces §{g} existe y

§{&} = jw¥{g} —g(0) (9-4)
Prueba. Por definicién
Sig) = [ erama= [ etag
y por integracién por partes
Sig) = O e [ g0

pero, por (9.3) sigue (9.4). =

Observacion 9.3 Por un proceso inductivo se concluye que si g es k veces
diferenciable y eziste § (g), entonces § {g(k)} existe y

F{e®} = ()" 3 {g} - (j©)" g (0) - — juwg® D (0) —g* 1 (0)
Definicion 9.2 Supdngase el sistema entrada-salida que se muestra en la Fig.
9.1, donde f : [0,00) — R* q: [0,00) = R y H (jw) : R — R*. La matriz
H (jw) se llama matriz de frecuencias caracteristicas si

§{a()} = H (jw)${f ()}

con condiciones iniciales nulas.
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f(t)— H{w) —>qlt)

Figura 9.1: Sistema entrada-salida.

Observacion 9.4 El componente
H(jw), r=1,.,n, s=1 ...k

de la matriz H (jw) relaciona la entrada fs (t) y la salida g, (t), en particular,
51

fs(t) = sen(wt) y fi (t) =0 Vi # s

entonces
qr (t) = |H,s (jw)| sen (wt + arg H,.s (jw))

es decir, |H,s (jw)| es la amplificacion y arg H,s (jw) es el desfasamiento que
experimenta q, (t) respecto a fs(t), ambos relativos a la frecuencia w.

Lema 9.1 Para sistemas del tipo (9.1), se tiene
H(jw) = [~w?A+ juB+C] " (9.5)
Prueba. La transformada de Fourier de (9.1) resulta
§{Aa+Ba+Ca} =F{E M)
y por las 2 propiedades anteriormente mencionadas

§{Aa+Ba+Caj = ()’ A5{a} + (jw) BF {a} + 5 {a}
= [-wA+jwB+C]F{a}

de donde sigue (9.5). m

9.2.1. Ejemplos

A continuacién se incluyen algunos ejemplos que hacen uso de los resultados
obtenidos.
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Ejemplo 9.1 Considérese el sistema descrito por el siguiente conjunto de

ecuaciones
t=-2rx+y—z2+f
y=r—y+J (9.6)
i=x+y—z+f3

Encontrar la matriz de frecuencias caracteristicas y determinar el efecto que
sobre y tiene la entrada fs.

Solucién. Sea
T
q:= [ Ty z }

entonces (9.6) se rescribe como

q=Dq+f (9.7)
donde
-2 1 -1 fi
D = 1 =1 0 |, f:=1|/fo
1 1 -1 15

De la aplicacién de la transformacién de Fourier a (9.7) se tiene

(jwl — D)F{a} = §{f}
con I la matriz identidad de orden 3. Entonces

H (jw) = (jwl — D)™

es decir
o) 1 (L+jw) — (14 jw)
W)= g3 — 1+jw 3—w +j3w —1
8- dw+j (5w —w?) 2+ jw 3+ jw 1 —w?+j3w
(9.8)

por lo que la influencia de la entrada f3 sobre y estd dada por

Has (ju) = 1 344w+ (Bw — w?)
BUY = e —j(bw —w3) (=34 4w?)* + (5w — w?)?

La representacion grafica de Hog (jw), con Re (Has (jw)) en el eje horizontal
e Im (Hyz (jw)) en el vertical y w como parametro, se llama godégrafo y se
muestra en la Fig. 9.2. El punto correspondiente a w = 0 es el cruce con el
eje horizontal en —1/3 y de ahi la rama positiva de w se abre hacia la parte
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Figura 9.2: Godégrafo de Has.

positiva del eje vertical, mientras la negativa lo hace en el otro sentido en
forma simétrica. m

La magnitud de Has (jw) estd dada por

1
\/(—3 + 4w?)? + (bw — w?)®

| Haz (jw)| =

y su representacion grafica en funcién de w, denominada diagrama de am-
plitud caracteristica, se muestra en la Fig. 9.3.

Figura 9.3: Diagrama de amplitud caracteristica de Hos.
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157

-1.5¢

Figura 9.4: Diagrama de fase de Hos.

Por 1ltimo, en la Fig. 9.4 aparece el diagrama de fase caracteristica de
Ha; (jw) , dada por
w— w?

arg H23 (ju}) = arctan m

Ejemplo 9.2 Considérese el circuito eléctrico que aparece en la Fig. 9.5.
Obtener la matriz de frecuencias caracteristicas y determinar el efecto que
la entrada e tiene sobre la salida uc, mostrada.

L,
VATl

————
R C
0 ()
_|
C, | L

- UC2

Figura 9.5: Circuito eléctrico.
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Solucién. El primer paso es obtener las ecuaciones dindmicas del sistema,
para ello se consideran como coordenadas generalizadas

donde 7; es la corriente que circula por el lazo . De la tabla de analogias
electromecédnicas del Cap 6, se tiene para las energfas cinética y potencial

T = 1L1G} + 3 Lad3

V= 251 (@ — Q2)2 + 2&*2 q;
entonces
1 1 1 1
L=T—-V =L@+ =Lsi? — — (q1 — @)* — —¢2
s ld 5t — e (@1 = @) — 550

por lo que las ecuaciones de Lagrange resultan

Ligi + & (@ — @) = =R (41 — o)
Logy + 5 (2 — @) + o2 = e — R (42 — ¢1)

o bien

Ly 017 1 -17. = [o
5 n a2 e T a2

asi que por (9.5)

_ ~w?L; + jwR+ & —jwR — & !
A (jw) = l —jwR — & 1 —w2L2+ij—|—;%+C%]
. 1 —w2L20102 + CQ —+ Cl + ij0102 (1 + ]CUR01> CQ
o a(w) (1 ‘l’jCURCl)CQ (—w2L1C'1 +1 ‘f‘jUJRCl)Cg

con
a (CU) = w4L101L202—w2 (L101 + (Ll + Lg) Cg)+1+]WRCl (—w2 (Ll —+ Lg) Cg + 1)
La salida u¢, se obtiene de a partir de g» por la relacién

_ &
Cy

Ucy,

cuya transformada de Fourier es

§{ues} = -5 )
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pero ya que
S{a} = Ha (jw) T {e}
entonces

§luey = 2540y

de donde se sigue que H”C—(jw) determina el efecto que e tiene sobre u,, el cual
puede verse a partir del godégrafo y las graficas de amplitud y fase caracterfs-
ticas una vez que sean conocidos los valores de los componentes presentes en
el circuito. m

Ejercicio 9.1 La Fig. 9.6 muestra un sistema cuya salida es la senal de entra-
da retardada un instante 7. Obtener H (jw) del sistema asi como el goddgrafo

£(t)—f /= a=tn
T

Figura 9.6: Sistema de retardo.
y las grdficas de amplitud y fase caracteristicas.
Solucién. Por definicién

R 2010}

- S{r)}
con
S{a)}=8{f(t—7)}
ahora bien .
U= = [ ere-na
de donde si
S:=t—T
entonces

S{f(t—r)} = / T et £ (5) ds = e~ ( / e (s) ds + /O et () ds>

-T -7
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Si ahora se considera que f (t) =0Vt <0,

S{f—)}=e7F{f ()}
por tanto
H (jw) = e77

En la Fig. 9.7 se muestra el godégrafo correspondiente. El punto para w = 0
se halla en (1,0) y la rama positiva de w describe un circulo de radio 1 en el
sentido de las manecillas del reloj, la rama negativa es simétrica respecto del
eje horizontal. Por otro lado, dado que

|H (jw)| =1

se tiene que el diagrama de amplitud caracteristica es la constante 1. Final-
mente, como

arg H (jw) = —wrt

el diagrama de fase caracteristica es una recta de pendiente —7 que pasa por
el origen. m

0.51

Figura 9.7: Godégrafo de e 7“7,

Ejemplo 9.3 La Fig. 9.8 muestra un sistema de 2 masas m unidas por re-
sortes de rigidez k. Una de las masas estd sumergida en agua, y ambas pueden
estar sujetas a la accion de fuerzas externas. Considerando que la fuerza de
friccion que actia sobre la masa sumergida es proporcional a la velocidad de
ésta, determinar la matriz de frecuencias caracteristicas.
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k
m
f;
k
n| |
I, 2
k

Figura 9.8: Sistema mecénico con friccion.

Solucién. Para la obtencion de las ecuaciones de Lagrange, considérense
como coordenadas generalizadas los desplazamientos ¢; y ¢o de las masas supe-
rior e inferior, respectivamente, con relacion a las posiciones en que los resortes
tienen sus longitudes naturales. Entonces las energfas cinética y potencial re-
sultan
T = 3m (G + i)

V= %k [q% + (g2 — %)2 + Q%] —mg (2¢1 + 2¢10 + @2 + G2,0)

donde ¢ o y g2,0 representan las longitudes naturales de los resortes superior e
intermedio, respectivamente. De aquf se sigue que el Lagrangiano L tiene por
expresiéon

1 ) ) 1
L=gm(di+d) — 5k a1 + (a2 - @)+ a3] +mg (2q1 + 2q10 + G2 + ¢20)
y por ende las ecuaciones de Lagrange estdn dadas por

mél + k(20 — q2) —2mg = fi (9.9)
mqy +k (22 — q1) —mg = fo — By

donde f; y f2 son las acciones externas sobre las masas superior e inferior,
respectivamente y (3 es el coeficiente de friccién entre la masa sumergida y el
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agua. En notacién vectorial, (10.1) se rescriben como

1 01- 0 01. 2 -1 | fi+2mg
AERTRERERIC I T b e

por tanto, de (9.5)

oy 1 —w?m + 2k + iwf k
H (]w) o a (w) [ k —w?m + 2k
donde
a(w) :=w'm?® — dw’mk + 3k* + jBw (—w’m + 2k)
|

Ejemplo 9.4 Un circuito con algunos elementos de valor variable se muestra
en la Fig. 9.9. La salida del sistema es uc,, el voltaje en el capacitor Cj.
Determinar los valores de Cho y Lo de tal manera que uc, = 0 cuando

e = egsin (wot + ¢)

Figura 9.9: Circuito eléctrico con elementos variables.

Solucién. Con las coordenadas generalizadas
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donde 7; es la corriente en el i—ésimo lazo, y de la tabla de analogias electro-
magnéticas del Cap. 6 las energias cinética y potencial resultan

T=3Ldi+30d
V=@ + 53 (00— @) + 556
asi que

1 ., 1, 1 . 1,

1
L=T—-V = ZL16>+ ZLod? — —¢? — —— _ _
gt T 5t — 550 T e (01— @) 20, 2

por tanto las ecuaciones de Lagrange quedan dadas por

i+ &a+a; (—q)=e
Lags + 75 (02 — @) + &2 = 0

cuya notacion vectorial es

Ly 0] ate o Je
[0 LJ‘“[ R

C12 C12 Ca
y por (9.5)
, ~w?Ly + & + 2 —L -
H (jw) = [ ey +Cl+L}
C12 W=l Ci2 Ca
2 1 1 1
= ! {_WL2+1C_12+02 2 0_121 1 }
a (w) s —wLq + o + [

donde

Dado que

UCIZ—

la transformacién de Fourier lleva a

§uer} = 75 o)

pero puesto que

S{a} = Hi (jw) §{e}
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entonces o (i
e} = g4y

de donde se sigue que ue, = 0 si |Hi; (jwo)| = 0, es decir si

L(1 1 ,

Bl (I R

Ly \C12  Cy 0
lo que equivale a que la frecuencia natural del lazo segundo sea igual a la
frecuencia de excitaciéon. m

9.3. Estabilidad Asintética

En esta seccién se estudia la estabilidad de las posiciones de equilibrio de (9.1).
De lo dicho en el Cap. 7, se deduce que q* es un equilibrio de (9.1) si y sélo si
en ese punto f = 0, por tanto el sistema a estudiar se reduce a

Aq+Bq+Cq=0 (9.10)

en particular el interés se va a centrar en sistemas disipativos, es decir, aquellos
en que B # 0.
De la definicién de equilibrio dada en el Cap. 7, se tiene que (9.10) tiene un
solo equilibrio y es

qQ =0 (9.11)

Definicién 9.3 FEl equilibrio (9.11) se dice asintdticamente estable si

tm [lq (1) = 0. lim & ()] =0

t—oo

Observacion 9.5 La Fig. 9.10 ilustra en un diagrama de fase la condicion
impuesta a q* = 0 para ser asintdticamente estable

Recuérdese del Cap. 8 que si {/\k}kK:l son las K raices distintas del polinomio
caracteristico

p(A) :=det (NA+ B+ C) (9.12)

la solucién general de (9.10) de estd dada por
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F*’“ﬁ (a(0),(0))
T

S

Figura 9.10: Concepto de estabilidad asintética.

con
ng Nk,

ar (8) = YN st o () g (9.13)

i=1 j=1

donde ny, es la multiplicidad geométrica de la raiz Ay, {ux;}*, son los vectores
de amplitud correspondientes a esta raiz y dados por la expresiéon

(/\kA+)\kB+C’)uk =0

en tanto que p; (t) es un polinomio en ¢ de grado menor a ny;, nimero de
repeticiones de la raiz \;, correspondientes al vector de amplitudes uy ;.

Lema 9.2 (Criterio de estabilidad asintética) Sea {\i}i_, el conjunto de
raices distintas de p(\). El equilibrio q* = 0, de (9.10), es asintdticamente
estable si y solo si

Re ()\k) <0Vi=1,..2n

Prueba. En vista de la forma de (9.13), e*! aparece multiplicando un
polinomio y dado que

exp (Akt) = expl[(Re(Ar) + 7 Im (Ag)) t] = exp (Re(Ag)t) - exp (j Im (\g) t)
= (cos (Im (A)t) + jsen (Im (A) t)) exp (Re(Ax)t)

el resultado sigue trivialmente. m

El teorema previo ha permitido traducir el problema de la determinacién de
la estabilidad del sistema (9.10) a la cualificacién del signo de las raices del
polinomio caracteristico correspondiente. El siguiente teorema permite ir més
alla.
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Teorema 9.1 (Stodola) Si el equilibrio q* = 0, de (9.10), es asintética-
mente estable, entonces todos los coeficientes del polinomio caracteristico p ()
son estrictamente positivos.

Prueba. De forma més general, sea {\;}]", el conjunto de raices del poli-
nomio de grado m

PA) = A" + A" Py p €R
entonces, de forma equivalente
P(A) =py(A=A1) (A= A2) - (A= Ap) (9.14)

Supéngase que p (A) tiene n,. raices reales y n,. raices complejas, de las cuales
éstas ultimas aparecen en pares conjugados pues p () tiene coeficientes reales.
Sin pérdida de generalidad, sup6ngase que en (9.14) los primeros n, factores
corresponden a las raices reales, entonces (9.14) se puede rescribir en la forma

ne/2

P =po [T =) TT A=) (A= Xe) (9.15)
=1 k=1
con
)\i:—ui, izl,...,nr
A = —Up + Vg, /C:L...,nc/2

donde, por el teorema anterior, u; > 0,7 =1,....n., y ux, >0, k =1,...,n./2.
Se sigue entonces que

ne/2

p(\) = pOH A+ ;) - H (A + 2upA + uj, + v7)
i=1 k=1

que contiene sélo factores con términos positivos y en cuyo desarrollo sélo
surgen coeficientes positivos. m
Surge una consecuencia inmediata.

Conclusién: Si p ()) tiene coeficientes de distinto signo, entonces el equi-
librio q* = 0, de (9.10), no es asintéticamente estable.
Con base en los dos teoremas previos, ahora se presentan algunas técnicas
para conocer el signo de las partes reales de un polinomio, el cual de ahora en
adelante se representa por

pA) =N"p+ A" o+ Hp,, 0<p eR (9.16)
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Definicién 9.4 La matriz

[ p1 P ps ProPo 0 ]
Po P2 P4 Ps Ps 0
0 p1 p3 ps pr 0
G=1| 0 P P2 Ps Ps 0 c pmxm
0 0 p ps ps 0
0 0 py p2 pa '
TR S P

se llama matriz de Hurwitz asociada a p (\).

Definicién 9.5 FEl polinomio p(\) se llama polinomio de Hurwitz o hur-
witziano si
Re ()\z) <0, 1=1,...m

El criterio que aparece enseguida sin demostracién, permite determinar si un
polinomio es de Hurwitz.

Teorema 9.2 (Criterio de Routh-Hurwitz) FEI polinomio p(\) dado en
(9.16) es hurwitziano si y sélo si cada menor principal de det (G) es estricta-
mente positivo, es decir,

m; >0, i=1...n

donde
[ p1 op3 ps o 0]
po P2 Ps - 0
m;i=det | 0 P Pz 0 (9.17)
0 po po :
I pi |

Un ejemplo ilustra el criterio anterior.

Ejemplo 9.5 Determinar si
p(A) = AT+ 8\ + 18X* + 161 +5 =0

es Hurwitz.
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Solucién. La matriz de Hurwitz correspondiente es

8 16 0 0
1 18 5 0
0 8 16 0
0 1 18 5

G =

de donde los menores principales resultan

my=8>0

mo = 128 > 0
ms = 1728 > 0
my = 8640 > 0

entonces p () es de Hurwitz. m
El criterio de Routh-Hurwitz tiene una formulaciéon més sencilla.

Teorema 9.3 (Criterio de Lienard-Shipard) FEl polinomio p(\) dado en
(9.16) es de Hurwitz si y sélo si se satisfacen las siguientes condiciones.

1. Condicién sobre los coeficientes

pi >0

2. Condicién sobre los menores principales del determinante de la matriz
de Hurwitz correspondiente

m; >0Yi=m—-1m—-3m-—5,...
con m; dado por (9.17).
Este criterio se ilustra con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 9.6 Dado
PN =N 43 +aN + N+ A+1 (9.18)

encontrar los valores de a que garanticen que p (\) es hurwitziano.
Solucién. En vista de que la matriz de Hurwitz resulta

31 1 00
1 a1 00
G=|03 1 10
01 10
(00 3 1 1]
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de la condicién sobre los menores principales del criterio anterior se siguen las
dos condiciones sobre «

my =4a —3a®> —-5>0
me=3a—1>0

sin embargo, puesto que
4o —3a®> —-5=0

tiene como soluciones

2 1
=—-*x-1Vv1l
o} 3 32

se sigue que no hay valores reales de o que hagan hurwitziano a p (A) dado en
(9.18). m

Ejemplo 9.7 Considérense los sistemas dindmicos

q.:+9.c+x—ay:0 (9.19)
y+y—pr+y=0
y .o
r+r+r—ay=0 9.20
{y—ﬁx+y=0 (5:20)

Calcular los valores de los pardmetros o y 3 tal que los correspondientes poli-
nomios caracteristicos sean de Hurwitz.

Solucién. Considérese la asignacion

T
q:=[z y] (9.21)
|
a) Con (9.21), el sistema (10.14) se rescribe como
1 01|~ 1 0], 1 -«
Lo 3Jarlo Va5 7 Jamo
asi que

M+ A+1 — ]

2 —
)\A+)\B+C—[ 5 a1

y el polinomio caracteristico resulta

p(A) =2 +2X° + 302 + 20+ 1 —ap (9.22)
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La matriz de Hurwitz correspondiente a (9.22) es

2 2 0 0

1 3 1—-ap 0

G = 0 2 2 0
01 3 1-ap

por lo que de la condicién de suficiencia del criterio de Lienard-Shipard se
tiene, por un lado
1—af >0

y por otro
mz =4+ 4af >0

es decir
laf] <1 (9.23)

En la Fig. 9.11 la representacion grafica de (9.23) corresponde al drea encerrada
por las hipérbolas mostradas.

Figura 9.11: Gréfica de la funcién |af| = 1.
b) Con la representacién (9.21), el sistema (10.15) se rescribe como
10]-,[10], 1 —ao
o afarlot]ar[d e

de donde
MNA+AB+C =

NN+l —a
8 A+1
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por lo que el polinomio caracteristico resulta
pA) =N +2)02 42X+ 1—ap. (9.24)
La matriz de Hurwitz correspondiente a (9.24) es

2 1—af 0
G=|1 2 0
0 2 1—ap

y de la condicién de suficiencia del criterio de Lienard-Shipard se tiene, por
un lado

1—af >0
y por otro
3+af >0
es decir
—3<af<1 (9.25)

Las hipérbolas que se muestran en la Fig. 9.11 encierran el drea que corre-
sponde a (9.25).

Figura 9.12: Gréficas de las funciones —3 < af y af < 1.

9.3.1. Criterio Geométrico para Estabilidad Asintética

Ademsds de los criterios analiticos para determinar la calidad de un polinomio
de ser hurwitziano, se ha desarrollado uno de tipo geométrico. Para la intro-
duccién de éste se requieren algunas observaciones.
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Considérese la representacion

m

PN =p A= N) (9.26)

i=1
del polinomio (9.16). Supéngase que las raices de (9.26) cumplen
Re)\i%o, izl,...,m

entonces se puede escribir como

l r

P =po [ =M LA~ (9.27)

=1 k=1

donde
[ := nimero de raices de parte real negativa

r := nimero de raices de parte real positiva
De la teorfa de nimeros complejos, recuérdese que z € C puede representarse
en funcién de su magnitud y su argumento en la forma
y = ’Zl ej arg z
donde arg z es el dngulo que el radio vector de z forma con el eje real, medido
en contrasentido con las manecillas del reloj (direccién positiva). Ademds, si
|z| < 00y Rez # 0, la funcién compleja
fjw) = jw — 2 = |ju — 2| e ¥E0~7)
experimenta el cambio de argumento de cuando w va de —oo a oo

oo

msi Rez <0

w:A—oo arg f (jw) = { —msi Rez >0 (9.28)
Lema 9.3 El polinomio (9.27) cumple
A argp (jw) =l —r)m (9.29)
Prueba. De la evaluacién de (9.27) se tiene
l r
p(w) = po] [ Gw— ) ] Gw — M)
i=1 k=1
m l r
= o] (e~ A exp) (Zarg (o= A+ 3 arg (o — m)

i=1 i=1 k=1

y por (9.28) se sigue la afirmacién. m
El lema previo fundamenta el resultado que sigue.
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Teorema 9.4 (Criterio de Mikhailov) EIl polinomio p (\) de grado m, da-
do en (9.16), es de Hurwitz si y solo si el goddgrafo de p (\) tiene rotacion en
contrasentido de las manecillas del reloj, y pasa exactamente por m cuadrantes
sin cruzar el origen, cuando w va de 0 a oo.

Prueba. Por definicién p (A) es hurwitziano si y sélo si tiene una repre-
sentacion (9.27) con [ = m, entonces, del lema anterior

o0

A argp(ju) = mm
o bien
e’} ) m
A argp (jw) = 5w
]

Se incluyen una serie de ejemplos relacionados con el criterio de Mikhailov.
Ejemplo 9.8 Supdngase el polinomio

P(A) = A 50 1003 4+ 1102 +7A 42 (9.30)
Determinar, por el criterio geométrico, si es de Hurwitz.

Solucién. Con
A= jw
se tiene para (9.30)

P(jw) = jw’+ 5wt — j10w® — 11w? + j7w + 2
Bw! — 11w* + 2 4 jw (w* — 10w? + 7)

cuyo goddgrafo se muestra en la Fig. 9.13, de la cual, la Fig. 9.14 es un detalle.
|

Por la forma del goddgrafo obtenido, se concluye que el polinomio (9.30) es
hurwitziano.

Ejemplo 9.9 Supdngase que un cierto polinomio p (\) es de grado m =5 y
que su goddgrafo tiene la forma dada en la Fig. 9.15. Determinar | y r, las
cantidades de raices con partes reales negativas y positivas, respectivamente.

Solucién. Dado que el goddgrafo no cruza el punto (0,0), p (M) no tiene
raices con partes reales nulas, y considerando (9.29) se deduce que se deben
cumplir las dos siguientes ecuaciones simultdneas

l+r=m=25
l—r=3
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0 50 100 150 200 250 300 /350

Figura 9.13: Goddégrafo de p (jw).

-4 3 -2 -1 O?l\?
0
2
4
6

Figura 9.14: Detalle del godégrafo de p (jw) .
de donde

Ejemplo 9.10 Supdngase que el goddgrafo que se da en la Fig. 9.16 corre-
sponde a un polinomio p (X) con grado m = 6.Calcular I, r y n, las cantidades
de raices con partes reales negativas, positivas y nulas, respectivamente.

Solucién. Puesto que el godégrafo cruza el punto (0,0), p () tiene raices
con partes reales nulas, y ya que sélo hay un cruce, que ademds no se da para
w = 0, entonces existe wg # 0 tal que

Ai = Jwo, A = —jwo
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Imp(yes)

/7 N

Repira)

Figura 9.15: Goddgrafo de p (jw) .
son las raices con parte real nula de p()\), es decir, n = 2. Entonces, del
godégrafo y por (9.29) se desprenden las ecuaciones

l+r+n=m=26
[—r=2
n=2

asi que

Ejemplo 9.11 Empleando el criterio de Mikhailov obtener [, r yn, las canti-
dades de raices con partes reales negativas, positivas y nulas, respectivamente,
para los siguientes polinomios.

Ejercicio 9.2 a)

p(A) = N° + 201 4 2X0% — 7N\ — 44X — 4 (9.31)

b)
pA) = AN =207 4\ + 2 (9.32)
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w=0

———Rep{ia)

Figura 9.16: Goddgrafo de p (jw) .

Solucién. a) Para A = jw, (9.31) resulta
p(jw) = 2w + Tw® — 4 + jw (w* — 2w* — 44)

cuyo goddgrafo estd dado en la Fig. 9.17. Dado que el godégrafo no cruza el

404

20}
0 50 100 150 200

-40]

-60+

Figura 9.17: Goddgrafo de p (jw) .

punto (0,0), p (A) no tiene raices con partes reales nulas, asi que por (9.29) se
llega a las ecuaciones

l+r=m=5
[—r=3
por tanto
=4, r=1
[

b) Para A = jw, (9.32) se escribe en la forma

p(jw) = w* + 2w + 2 + jw (—w® + 4)
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= N

QA W N RO

Figura 9.18: Goddégrafo de p (jw).

cuyo goddégrafo aparece en la Fig. 9.17. En vista de que el godégrafo no pasa
por el punto (0,0), p (A) no tiene raices con partes reales nulas, entonces, via
(9.29) se llega a las ecuaciones

l+r=m=4
Il—r=0

y se concluye que
=2, r=2

Ejemplo 9.12 Dado el polinomio
P = A+ N + 4N+ 20 +3 +k (9.33)

mediante el criterio de Mikhailov obtenerl, r yn, las cantidades de raices con
partes reales negativas, positivas y nulas, respectivamente, en funcion de los
valores de k.

Solucién. Si A = jw, (9.33) queda dado por
pjw) = w' =4’ +34+k+ jw (—w’ +2)
= (@ = (24 VI=R)) (&= (2= VI=F)) +Jjw (-w* +2)
de donde se aprecia que Im p (jw) = 0 cuando

w =0, w=+v2
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es decir, para w > 0 el godégrafo siempre cruza al eje real dos veces. Por otro
lado, los cruces con el eje imaginario dependen del valor de k y se presentan
varios casos. H

i) Si k < —3, entonces los cruces con el eje imaginario se dan para

w172::|:\/2—|— Vl—k

en particular, para w > 0 el godégrafo cruza al eje imaginario una vez. En
resumen, el godégrafo presenta los siguientes cruces

w cruce semieje
0 (34 k,0) real negativo
V2 (—1+k,0) real negativo

24+V1—-k (O, —\/(1 — k) (2+V1— k)) imaginario negativo

y tiene la forma dada en la Fig. 9.19, por tanto

-10+

-15+

-20+

Figura 9.19: Godogréfo de p (jw) para k < —3.

[=3, r=1, n=0
ii) Si k£ = —3 los cruces con el eje imaginario se dan para
w1 = 0, w1 = +2

en particular, para w > 0 el goddgrafo cruza al eje imaginario dos veces.
Entonces

w cruce semieje
0 | (0,0) origen

V2 | (—4,0) real negativo

2 | (0,—4) | imaginario negativo
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y el goddgrafo presenta la forma de la Fig. 9.20, por lo que

S

-64

-8+

-10+

Figura 9.20: Goddégrafo de p (jw) para k = —3.

iii) Si —3 < k < 1 se tiene que los cruces con el eje imaginario se dan para

(,d172::l:\/2—\/1—]€, (,U374::|:\/2+\/]_—]€

y si w > 0, el godégrafo cruza al eje imaginario dos veces. La siguiente tabla
resume los cruces del godégrafo con los ejes

w cruce semieje

0 (3+k,0) real positivo
2—vV1-k (0, \/(1 —k)(2- M)) imaginario positivo

V2 (—1+E,0) real negativo
24+V1—k —\/ (1—k)(2++v1—k) | imaginario negativo

por lo que la curva tiene la forma dada en la Fig. 9.19,y se deduce que

iv) Para k = 1 se presentan los siguientes cruces con el eje imaginario

Wi = +v/2
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Figura 9.21: Goddégrafo de p (jw) para —3 < k < 1.

por tanto, para w > 0 el goddgrafo cruza al eje imaginario una vez. El godé-
grafo ahora presenta los siguientes cruces

w | cruce semieje
0 | (4,0) | real positivo
V2 | (0,0) origen

con la forma dada en la Fig. 9.22.de lo cual se sigue que

Figura 9.22: Goddgrafo de p (jw) para k = 1.

v) Si k > 1 el godégrafo no tiene cruces con el eje imaginario por lo que se
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tiene

w cruce semieje
0 | (3+k,0) | real positivo
V2 | (=1 + k,0) | real positivo

con la forma dada en la Fig. 9.23,de donde sigue que

Figura 9.23: Goddgrafo de p (jw) para k > 1.

La tabla que sigue muestra en forma resumida los resultados obtenidos en
funcién del valor de k.

k llr|n
k< -3 311]0
= -3 3101
—3<k<1(4]0]0
k= 21012
k>1 21210
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Capitulo 10

Formalismo de Hamilton

En este capitulo se considerardn sistemas de tipo conservativo y los impul-
sos generalizados esta introducido. Las variables de Hamilton también es-
ta considerando y esta demostrando que ellas puedan describir completa-
mente la dindmica de un sistema en una forma canénica de Hamilton. Al-
gunas propiedades de las ecuaciones candnicas esta estudiando igual como sus
primeres integrales.

10.1. La Funcién de Hamilton

En este capitulo se considerardn sistemas de tipo conservativo, es decir, sis-
temas donde las fuerzas generalizadas presentes quedan dadas por la relacién

Q = _qu (t7 q) s

con V (t,q) la funcién de energia potencial, y cuya dindmica queda descrita
por las ecuaciones de Lagrange

d ) .

donde el lagrangiano estd definido como

L(t7q7(.1) Z:T(t,q,('l)—‘/(t,q),

y T (t,q,q) es la funcién de energia cinética.
La definicién siguiente es bdsica en este capitulo.

Definicién 10.1 El vector
p:=V4l(tq,q) (10.2)

se llama vector de tmpulsos generalizados.

291
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Observacién 10.1 Sea
a=4q( q,p), (10.3)

la funcion inversa que permite calcular el vector velocidades ¢ a partir del
vector de impulsos generalizados, via (10.2). Con la definicion de p y la trans-
formacion (10.3) se pueden expresar las ecuaciones (10.1) en la forma

P~ [Vol (t, a4, 4)]_gqp) =0 (10.4)

Claramente (10.1) y (10.4) son dos formas equivalentes de describir la dindmi-
ca de un sistema mecdnico, la diferencia radica en el conjunto de variables que
se elige para hacer la descripcion. Al conjunto {t,q,q} se le llama variables
de Lagrange y al conjunto {t,q,p} se le llama variables de Hamilton.

El concepto de impulso generalizado y la funcién de Lagrange permiten definir
una funcién de gran utilidad.

Definicién 10.2 La funcion

H (ta q> p) = [<p7 q> - L (t> q7 Q)]q:q(t7q7p) (105)
recibe el nombre de funcion de Hamailton o hamailtoniano.
Los ejemplos siguientes ilustran la construccion de H.

Ejemplo 10.1 Considérese una particula de masa m en espacio euclidiano
tridimensional de coordenadas (x,y, z). Si la funcion de Lagrange del sistema
es

Lz%@%ﬁﬂdﬂ—v@%@,
obtener la correspondiente funcion de Hamilton.
Solucién. Con la notacién
q:= [ x Yy z }T,

se tiene m
. .12
L(q,q) = ld" = V(a),

por lo que con (10.2)

asi que
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y en consecuencia

L@ @lg-sp = 5 PP~V (@),

De la definicién (10.5)

H(q,p) = <p,%p> —[L(a @41,

de donde resulta )
H = — |p . 10.
(a,p) = 5~ [p" +V(q) (10.6)
n

Ejemplo 10.2 Supdngase que un sistema mecdnico tiene como funcion de

Calcular H.

Solucién. Los impulsos generalizados son

oL
P1=5- =3¢
o
0
P2 = F—=4q
2 0 2
asi que
G = %P1
G2 = D2
por tanto
. 1, 1, 2 1,
[L(4, @)]g—gp) = gPL T 5P2 — @ — 5% — 12

y se sigue de (10.5) que
1
_ p1 3P1 .
H(q7p) - <|:p2 :| ) |: 3]72 :|> - [L(q>q>]q:q(p)7
de donde se llega a

1, 1 1
H(q,p) = gpf + 5193 +qi+ §q§ + q12.
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Ejemplo 10.3 Construir H para las funciones de Lagrange siguientes.

a)
. 5., 1., ..
L(q,q) = Bl + 5% + q1G2 cos (q1 — q2)
+3cosq + cos g2

b)

L(q,q) = agy + (¢* + b cos” 1) G5
Solucién. a) De la definicién se obtiene para los impulsos generalizados

1 =5¢1 + ¢2cos (¢1 — q2)
P2 = G2 + ¢1 cos (1 — q2)

de donde
. —p1+p2cos(qi — q2)
0= —5+cos? (1 — q2)
. —dpa+picos(q1 — q2)
= =5+ cos? (1 — q2)
y

L (.4 _ 1 =2pipycos (g1 — g2) + pi +5p3
D Vlg=ae) = 75 =5+ cos? (q1 — q2)

+3cosq + cos g2

Asi que de (10.5) se obtiene

1 —p1+p2 CZO(S(Ql *(1)2)
o —5+cos —
q (q’ p) - { P2 ] v | =5p2+p1 Cog%mqufn)

L —5+cos?(q1—¢2)
—[L(a, q)](':l:(':l(p)

lo cual da lugar a

1 =2pipycos (1 — q2) +p? + 5p3
2 =5+ cos? (g1 — qo)
—3cosq; — cos @

H(q,p) =

b) El vector p tiene las expresiones

p1 = 2aq,
p2 =2(c* 4+ b*cos? q1) ¢o
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por lo tanto

o1
o q1 = 21ap1
©=3 (¢ + b2 cos? ql)p2
y de aquf
L0 @i = 2+ Trr P
b Vlg=aw) = 4,17 g (c? + b2 cos? ql)p2

por lo que de

1

H(q,p)=<{§”, %pl >
1)

2(c® +b%cos?q b2

—[L(a, Q)]qzq(p)
se tiene
H(ap)= 1+ T
DRI = g iy (2 + b? cos? ql)p2
u

Ejemplo 10.4 La Fig. 10.1 muestra un péndulo simple en cuyo extremo dis-
tal se encuentra una bola de masa M y de radio R. El brazo del péndulo es
un cilindro solido de masa m y con radio r y longitud [. Las masas se encuen-
tran uniformemente distribuidas. Determinar la funcion de Hamilton de este
sistema.

Figura 10.1: Péndulo con brazo de masa no despreciable.
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Solucién. Sea
q:=

Del Cap. 3, seccién ”Propiedades del Centro Inercial” se sabe que para este
sistema la energfa cinética tiene la expresion

. 1.
T (q) = §qu2>

donde Iy es el momento de inercia del brazo y la bola respecto del eje perpen-
dicular al plano del movimiento y que pasa por el punto fijo O y cuyo valor

€es
r2 2 2R?
lo=m|—+4+=)+M[=—+17).
o) m<4+3>+ (5+l>

Si se considera como nivel de referencia para la energia potencial el plano
horizontal que pasa por O, entonces

V(q) = —gl (M + %) cos q.

Asi que la funcién de Lagrange resulta
1
L(g,q):=T-V = 51061'2 + gl (M+ %) Ccos q,

de donde se calcula el momento generalizado, via (10.2),

o
p_aq_ 04,

por tanto

Por la definicién (10.5)

H(q,p) = [pd— L(g:d)]; 2

"o

de donde se sigue que

2

m
H(q,p) = 211—0 — gl (M+E> cos q.
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10.2. La Forma Canoénica de Hamilton

Las variables de Hamilton pueden describir completamente la dindmica de un
sistema. El teorema que sigue aborda este punto.

Teorema 10.1 (de Hamilton) Las variables de Hamilton {t,q, p} satisfacen
el sistema de ecuaciones

ot ot 4=4(p)
Y
4= VpH (¢ ( 4, P )
10.8
Prueba. Recuérdese la definicién (10.5) del hamiltoniano
H (ta q> p) = [<p7 q> - L (t> q7 Q)]q:q(t7q7p) (109)

cuyas derivadas parciales respecto de las variables de Hamilton resultan
OH(t,a.p) _ [_ OL(t.q,4)

ot ot ] 4=4(t,q,p)

\4 H(7q> ) [_qu(t q?')]q q(t,a,p)
VpH (t,q,p) = Q+(§') (P—V4l (t,q,d))

de donde siguen (10.7) y (10.8) si se tienen en cuenta (10.4) y (10.2). =

Observacion 10.2 Cuando a un sistema dindmico se le expresa en la forma
(10.8) respecto de algin Hamiltoniano H (t,q,p), se dice que se encuentra
en la forma canonica de Hamilton. Por brevedad a un sistema que se
encuentra en la forma (10.8) se le llamard sistema hamiltoniano.

La primera relacién de (10.8) permite obtener ¢ a partir de H (t,q,p) y con-
secuentemente L (¢,q, q) .

Ejemplo 10.5 Supdngase que un sistema tiene por hamiltoniano

H (q,p) = pip2 + 2t

Determinar la correspondiente funcion de Lagrange.
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Solucién. De la definicién (10.5)

L(q,@) = [(p,@) — H (2, P)]p—pqa

donde p = p(q, q) denota la funcién inversa de q = Vo, H (q, p) . Por célculo

directo ,
q:va(q7p>:|:p2 p1j| )
es decir
. . AT
pP= [ P ¢ } )
entonces
[H (q7 p)]p:p(q,d) = 5}192 + qoq1

y en consecuencia de

L(q.4)= K{ Zf ] ’ [ g; D ~H p)} p=p(a.d)

L(q,4) = ¢1¢2 — @21

se obtiene

Ejemplo 10.6 Construir las funciones de Lagrange para los hamiltonianos
que se dan.

a)

H(q,p) = qip2 — @2p1 + a (pi + p3)

b)

H( )_l 2+ p% _
uP) =5\ P sen2 g, acos g

Solucién. a) Se tiene

L(q,4) = [(p.4) — H (a,P)]p_p(qa)
con p = p(q,q) la funcién inversa de ¢ = V,H (q, p) . En vista de que
. —qo + 2ap;
= H =
q=Vp (q,p) { o + 2aps 1
se sigue

p:ilq'l‘i*%]

20 | G2 — q1
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entonces

[H (4, P)| pep(q.q) = 2_1a (@1 (G2 — q1) — 2 (1 + Q2)]+i [(d1 + a)” + (2 — @1)’]

4a
por lo que
. 1 a1+ g2 1 l G ] > }
L(q,q) = |— . | — H (t,q,
(a,4) lQa <l i || (t,a,p) .
se reduce a

L@@ = o [ + ) + (i~ )]

b) Por (10.5)
L(a,q) =[(p,4) — H(q,P)|p—p(qq)
donde p = p(q, q) es la funcién inversa de ¢ = VpH (q,p) . Ya que
a=VpH (q,p) = l 521 }

sen? qq

se tiene

_ 0
2| ot

lo que lleva a

H(q P)_1 P+ e —acosq
’ 2\ sen? ¢y !
L. .
[H (a4, P)]p—p(a.a) = 3 (¢ + (dosen q1)2) —acosq

por lo que para

L(q,q) = Kl i 531112 m ] ’ [ g; ]> 2 p)]p—pm,q)

se tiene finalmente

. L. :
L(q,q) = 3 (63 + (gzsenq1)®) + acos ¢
|
Las descripciones canénicas (10.8) deben cumplir ciertas condiciones, éstas se

dan en el resultado que sigue.
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Teorema 10.2 Si un sistema de ecuaciones
q="1(t,q,p)
; 10.10
p=g(tq,p) ( )

con f,g :[0,00) x R" x R" — R" algunas funciones continuamente diferencia-
bles dadas, es la descripcion candnica de algin sistema dindmico, entonces se
deben cumplir las dos siguientes relaciones

1.
T T
ofF _(0F\  Os_ (0= (10.11)
op op oq oq

of dg\"
— == 10.12
dq (3p) .
Prueba. Si (10.10) es una forma canénica de Hamilton entonces, por
(10.8), existe una funcién de Hamilton H (¢, q, p) tal que
f=V,H(t,q,p)

10.13
g=—VqH(t,q,p) ( )

por tanto
2
% = va—ZI (t7 q, p)
£ = _qu (ta q, p)

de donde se sigue la condicién de simetria (10.11). Derivando ahora en forma
cruzada (10.13) se tiene que

lo cual da la condicién (10.12). =
El resultado previo permite resolver el siguiente problema.

Ejemplo 10.7 Determinar las condiciones que debe cumplir el siguiente sis-
tema de ecuaciones a fin de que sea la descripcion candnica de Hamilton de

un sistema dindmico.
q=Aq+ Bp

. 10.14
p=Cq+ Dp. ( )
Aplicar las condiciones obtenidas al sistema

Z"lzl'l—i‘l'g (10 15)

ij = 3I1 + axo

y calcular el valor de o que lo hace estar en la forma canonica de Hamilton.
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Solucién. En la notacién del teorema anterior, para (10.14) se tiene

f=Aq+ Bp
g=Cq+ Dp
por tanto
of _ of _
R
8_2207 8_!;:1)

asi que se debe tener, por la condicién (10.11)
B=B" Cc=cC" (10.16)

y por la condicién (10.12)
A=-DT. (10.17)

Las conclusiones (10.16) y (10.17) aplicadas al sistema (10.15), bajo la identi-
ficacion
q=17T1, P=T

llevan a que la condicién buscada se da para . = —1. =

10.3. Primeras Integrales

La expresién de un sistema dindmico en la forma canénica de Hamilton tiene
consecuencias que van mas alld de ser una mera forma alternativa a las ecua-
ciones de Lagrange. Recuérdese del Cap. 6 que (10.1) puede expresarse en la
forma de Cauchy, a saber

q:f(t’q?q.)7

por tanto, si q € R", la dindmica del sistema representado por (10.1) queda
descrita por un sistema de n ecuaciones diferenciales no lineales de segundo
orden, sin embargo, en la forma alternativa de Hamilton (10.8), el mismo
sistema estd gobernado por 2n ecuaciones diferenciales no lineales de primer
orden. Esta observacion es la gran aportacion de la técnica abordada en este
capftulo, pues sabido es que, comparativamente, hay muchos més resultados
aplicables a este tltimo tipo de ecuaciones que para el primero; de hecho, en
esta seccion se presentan varios de tales resultados.

Ya se ha hecho mencién que en mecéanica las funciones son suaves, entonces
en lo que sigue se hace uso de este hecho sin acotarlo explicitamente.

Definicién 10.3 Una funcion f (t,q,p) que es constante en las trayectorias
de un sistema hamiltoniano, se llama primera integral de ese sistema.
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La definicién previa dice que si la derivada temporal total de f, dada por

af 8f of .

dt + Z ( 8 p% Y

a lo largo de las trayectorias de un sistema en la forma (10.8)

. 90H . 0H
QZ_ apzv p% - aqz7

i=1,..,n, (10.18)

para alguna funcién H (¢, q, p), es decir

df _ af Z of 0H  df 0H
dt dq; Op;  Op; Dgi

resulta idénticamente cero, entonces f es primera integral del sistema (10.18).
La discusién previa permite formular de manera trivial es siguiente resultado.

Teorema 10.3 Una funcion f (t,q, p) es primera integral de un sistema hamil-
toniano si y solo si

of
o () =0,
donde
o “ 8f8H_ of OH
(f7 H> o ; (8%‘ Op; Op; 3%‘) (10'19)

recibe el nombre de paréntesis de Lee-Poisson.

La importancia de las primeras integrales radica en que ellas permiten reducir
el nimero de ecuaciones diferenciales a resolver en un sistema hamiltoniano.
En otros términos, supéngase que el sistema hamiltoniano

q=VpH (t,q,p)
b= Y H(tap) (10.20)

tiene como primeras integrales las relaciones linealmente independientes

fl (t7qap) = Cl
: (10.21)

fl (t>qa p) = Ol

donde C}, 7 = 1,...,1, denotan constantes, entonces de cada una de las rela-
ciones puede ser despejada una variable de Hamilton q o p, lo que elimina la



10.3. PRIMERAS INTEGRALES 303

necesidad de resolver su correspondiente ecuacién diferencial (10.20). En base
a lo anterior se puede afirmar que las [ primeras integrales (10.21) reducen el
orden del sistema (10.20) a 2n — [. Asf que si [ = 2n entonces no es necesario
resolver ninguna ecuacién diferencial.

Observacién 10.3 Con la notacion

[

el conjunto de expresiones (10.21) es linealmente independiente si y sélo si
todos los posibles determinantes de orden | X [ de la matriz

Oh OA ... Oft
O0z1 Oz Oz

0z1 Ozo 82271
ofi Ofi ... Ofi
0z1 0z2 O0z2n

son distintos de cero ¥ (t,z).

10.3.1. Algunas Propiedades

Dada la importancia de las primeras integrales, se investigan ahora varias de
sus propiedades.

Lema 10.1 Si entre los argumentos de la funcion de Lagrange L (t,q,q) no
aparece la coordenada qy, para alguna o € {1,2,...,n}, es decir

L:L(t,Q17"' yda—15Y90+1, " 7Qna(1)>

lo cual se cumple si y solo si

oL
— =0V(t,q,9),
o0 (t,q,4)
entonces existe la primera integral
f(ta,p) = Ca,

donde, ademds
f(t.a,p) = pa
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Prueba. La ecuacién de Lagrange en (10.1) correspondiente a « esté dada
por

dor oL _
dt 0,  Oqu ’
pero en vista de
oL _ o
4o~ O0qa
se reduce a
dpa _
a7

de donde sigue
Pa = co?st =C,

Definicién 10.4 Si para alguna o € {1,2,...,n}, se tiene

oL

22 =0
G

la coordenada q, se llama ciclica.
Por el lema anterior, si ¢, es ciclica entonces
Pa = Cy

por lo que en la funcién de Hamilton correspondiente al sistema en cuestién
no aparecen tanto g, como p,, es decir

H = H(t7QI7"' yQa—159a+1," " ,qn;P1, " 7pa7170a7pa+17"' >pn) (1022)

y dado que
. _O0H 0H
bo = Bpa — 0C,

por integracién directa se obtiene

t
0
4o = A aCa Ha (Ta Gia (T) y Dia (7-) 7Ca) dr.

donde H,, (7, ¢iza (T) , Diza (T) , Cy)denota a (10.22). Se concluye entonces que
cada coordenada ciclica reduce en 2 el nimero de ecuaciones en diferenciales
de la descripcién (10.8).
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Observacién 10.4 Del iltimo teorema se sabe que la funcion f(t,q,p) es
primera integral del sistema dindmico con descripcion candnica (10.8), respecto
de alguna funcion de Hamilton H (t,q,p), si y sdlo si

of _
=+ ([ H)=0 (10.23)

y st en particular 88—{ =0, la condicion (10.23) se traduce en
(f,H) =0, (10.24)

lo cual muestra la importancia del paréntesis de Lee-Poisson en la caracteri-
zacion de las primeras integrales no dependientes del tiempo.

Varias propiedades caracterizan al paréntesis de Lee-Poisson.

Lema 10.2 Sean las funciones ¢ (t,q,p), ¥ (t,q,p) v x (t,q,p), entonces se
cumplen:

a)

b)
(cp,y) = c(@,9),

c)
(o +1,x) = (o, x) + (¥, x)

d) Sea s una variable de Hamilton, es decir

s € {taplaqu"' 7pn>Qn}7

e) Identidad de Poisson

((0,1) s x) + (W, %), 0) + ((x, 0) ) =0,

entonces

Prueba. Los incisos (a-d) siguen directamente de la definicién.
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n

(¢, 1)

n

b)

(c, 1))

n

B Do O
B CZ (8(]1- Ip;

1=

(o +v,x)

Z &p@@b_
i1 dq; Op;

oY Oy
- Z (3% opi

Op O
8291‘ 3%‘

oY Oy
— a—]%a—qz) — (%,

zn: dep Oy Dep O
“— \ 0q; Opi  Ipi g

dp O\

0q;

i=1
n

Z Op Ox
1 9q; Opi

1=

(e, x) + (¥, x)

d)

(0(so+w) ox

v 8x> - <8w ox
. + .
Op; Oq; ; dq; Op;

O O
0q; Op;

7 N\

2{22

Op;

_9(p+v)ox
Op;  Oq

D 8¢>

api dq;
9 90\ 0
Js Op; ) 0q;

e (00y
Op; \ Os 0q;

o
op;

)

o O
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)

o x
8pi 3%‘

|

de este resultado se sigue trivialmente (10.25), pues, debido a la suavidad

de o y 9,
d 00

Js Or;

_ o
or; s’

0 €{p, v},

red{p,q}, i=1,..

N
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)

(e, 1), X)

p Ip; dg;
w [ n oo(0000 _ 000 n (2000 _ 0o 0w

:Z 8(8;’;81)] a;iaq)%_za(%@pj aziaqj)ﬁ_x
=\ 9q; Opi = opi dq;

-y (el fe by Fe v Jo By K
i=1 j=1 9q;0q; 8103 8%‘ Ip;0q; 819] 9g; 0q;  Op; 94;94; ) Op;
zn:z”:( 20 Lo 82 Po o dp Py )
=1 j—1 a apz ap] aQJ apjapl ap] apl aq] ap] anapl aql

DPp 0 dp 02 D*p 0 dp 02
()0 = (G55 + T o)

¢> 3p dq Opdq  dpdq dq  Ip Iqdq
- ( p O D Y Pp o dp 0 ) ax
dq

9q0p Op ' 9q Opdp 6‘p3p dqg  Op 6‘61319
Poopdx  0Pp Oy p Y Ox Py 0% Ox
dq* dp Op  Opdq Oq Ip 6‘q8p 9p dq 8p0p g dq

3)( P oY Ox Pp O Oy DPp 8¢ n Ox 0%p

dqOpdq dp  Ap dqdq dp  Dq dpdp dq ' Ip &J@p@_q

%Y 0 oy 0*x 0%y 0 o 02 0
@09 = (Ga5+ 5 - )

92 p ' g Opdq  Ipdgdq  dp Dgdq) Ip

(a% ox 00 P O ax  Ov Py ) 9y

0q0p dp ~ Oq 8p8p OpOp Oq  Op 0qOp

dq

(o) 1) = DX 0p L X ox 0%p  Px 0p Ox 0P\
NP \ B¢ 9p " 9q 9pdg  9pdq dq  Op0qdq) Dp
( x Op L X Ox 0%¢  0?y Op Oy 0%p > s

9qdp dp ' dqdpdp  dpdp dg  Ip Dgdp) g

((2,%),x) + (W, x) ) + (X, 9) . )

(@ + 1, X)F(W + x, 0)+(x + 0, %) = (0, X)+(¥, X)+ (1, ©)+(x, )+ (x, )+, )
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|
El paréntesis recién caracterizado permite obtener primeras integrales a partir
de otras, como se muestra en los dos resultados siguientes.

 Pp v Oy ._Ox Oy Oy
((e,1), ) : 94,00 3, Ip:’ (O 9), %) = D0, 94,00 0,
00 O Dy Ox 9% 0¢

() )i =g gmag () v) s ghg o

Teorema 10.4 (Jacobi-Poisson) Si f y g son primeras integrales de un
sistema con hamiltoniano H, entonces la funcion

v:=(f,9) (10.26)

es también primera integral del mismo sistema.

Prueba. Puesto que f y g son primeras integrales, por (10.23) se cumple

of _
L4+ (ffH)=0
‘ 10.27
8 4 (g H) =0 (10.27)
y para que 1 lo sea se debe tener
o
E + (1/}7 ) =0 (10.28)

ahora bien, por la definicién de 1, dada en (10.26), y por las propiedades del
paréntesis de Lee-Poisson

o0 (of 9
o~ (ar0) + (+3)

(v, H) = ((f,9), H) = = (9, H), f) = ((H, [) , 9)

=, (1) =~ (57)
o

0 4 () = (‘3{ <f,H>,g) - (%HQ,H)J)

de donde se sigue (10.28), dada la premisa (10.27). m

adema4s

entonces
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Lema 10.3 Si f (t,q,p) = cm;ast y por ende es primera integral de un sistema
hamiltoniano y si q, es una coordenada ciclica del mismo sistema, entonces

i o0 ., . .
2f son también primera integrales.
aq%, i=1

Prueba. Considérese que H es la funcién de Hamilton del sistema. En
vista de que f es primera integral, por (10.23) se tiene

of
e H)=0.
()
La derivada de esta expresién respecto de g, queda dada por
02 f 0
—(f,H)=0 10.29
ataqa+aqa (f7 ) ) ( )

pero de la propiedad (d) del paréntesis de Lee-Poisson se tiene que

0 _ (o oH\ _ (9f
3_%(f’ H) = (3qa’H) * <f’ 3qa> B (0%’[{)

pues gTIi = 0 por ser ¢, ciclica. Con este resultado (10.29) se reduce a
0 of af
— (L H) =0,
i 9gn <8qa )
y en consecuencia, por (10.23) se sigue que % es primera integral y existe una
constante C' tal que
L tap)=C
YN 4, P) = 0.

El hecho de que las derivadas de orden superior también son primeras integrales
se establece por un proceso similar. m
En sistemas hamiltonianos estacionarios, donde H no es funcién explicita
del tiempo, H es una primera integral.

Lema 10.4 Si la funcion de Hamilton H de un sistema dindmico es tal que

OH
5207

entonces H es una primera integral y en consecuencia

H{(q(t),p(t)) = const .
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Prueba. De la condicién (10.24) H es primera integral si y sélo si
(H,H) =0,

lo cual se cumple trivialmente en vista de la definicién del paréntesis de Lee-
Poisson dada en (10.19). m

El lema anterior permite probar facilmente un resultado del Cap. 3, sec-
cién "Trabajo y Fuerzas Potenciales” relativo a la conservacién de la energia
mecdnica total en sistemas conservativos.

Ejercicio 10.1 Mostrar que la energia mecanica total de un sistema conserv-
ativo permanece constante.

Solucién. En vista de que la energia mecdnica de un sistema de particu-
las es la suma de las energifas mecédnicas de las particulas, basta mostrar el
enunciado para una particula. Si ésta tiene masa m, la energfia cinética resulta

T = %($2+92+22),
en tanto que la energia potencial obedece alguna expresién del tipo
V(z,y,2).
Como fue obtenido en el primer ejemplo de este capitulo, si
q:= [ Ty z }T,
el impulso generalizado queda dado por
p =mq
asi que
T (p) = % p[?
y el hamiltoniano de este sistema resulta

H(q,p) =T (p)+V(q),

es decir, es la energfa mecdanica total de la particula, que ademds no depende
explicitamente del tiempo, por lo cual, en vista del lema anterior, permanece
constante, entonces

T(p)+V(q) = const.
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10.3.2. Primeras Integrales por Inspeccion

Las primeras integrales pueden identificarse por la forma del hamiltoniano.
Los resultados que siguen abordan este hecho.

Lema 10.5 Si el hamiltoniano H de un sistema dado tiene la estructura
H=H(f(q1:92 " qm: P12, s Pm) s Gt 1s Pt 1y " 5 Gy P )
entonces f (q1, 2, s qm,P1, P2, "+ ,Pm) €S una primera integral y por tanto
fla, a5 s Gmsp1p2, s pm) =C

para alguna constante C.

Prueba. Nétese que

N~ (0fOH OfO0H\ ~[(Of0HOf Of0HOf\
<f’H)_;(aqiapi_apiaqi)_Z(aqi of Op;  Op; Of 8%)—0.

=

y el resultado sigue de la condicién (10.24). m
Un ejemplo sencillo ilustra la utilidad del resultado previo.

Ejemplo 10.8 La aplicacion inmediata del lema previo en la funcion de Hamil-

ton .

oS q

H:( 1+Q§+p§> (—IHQ3+p3>,
D1 3

permiten establecer que

=4+ % +p;=C
slngs 4+ ps = Cy

donde C1,Cs son algunas constantes.
Lema 10.6 Si el hamiltoniano H de un sistema tiene la forma
H = H(py(q1,1) 02 (a2,02) 0 (@0 Pn) 5T)
entonces {p; (¢i, pi) }i_, son primeras integrales de tal sistema y
0 (¢,p)) =C;, i=1,...,n

con C;, 1 =1,...,n, algunas constantes.
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Prueba. En vista de que para toda ¢ =1,...,n,

= (09 0H 99, 0H\ (09, 0H 0p,  Dp, 0H 0p,\
(pi H) = ; (3% op;  Op; a%’) N ; (8%‘ Op; Op;  Op; Op; Dg; =0

de la condicién (10.24) se sigue la afirmacién. =
Sigue un ejemplo ilustrativo del resultado presentado.

Ejemplo 10.9 a) Si

H = a;(t)sen (¢ + 1),
=1

es la funcion de Hamilton de algin sistema, por el lema anterior se concluye
que
sen (qf —|—p§) =q; t=1,..,n

para algunas constantes c;, 1 =1, ..., n.

b) Si la funcion
H = sen (Z (47 +pf)>

i=1

es el hamiltoniano de un sistema, entonces
2, .2 -
con B;,1=1,...,n, ciertas constantes

Lema 10.7 Supdngase que la funcion de Hamilton H de un sistema se puede
presentar en la forma

H=H (0; (-3 (01 (q1,11) G2, 02) ;- + ) 1 41, Pjtts 5 Gy P t)

para alguna 1 < 5 < n, entonces

{SOk (9%-1 (oo (01 (@1,01)5G2:02) 5+ 5 Qo1 Di—1) ;Qk,pk) }5:1

son primeras integrales de ese sistema por lo que existen constantes Cy, k =
1,.... 7, tales que

Pk (9014371 (o (01 (@1,01)5G2:02) 5+ 5 Qo1 Di—1) §Qkapk) = Cj
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Prueba. Nétese que para 1 <i<n, 1 <k <y,

Iy _ Iy _,'8%‘“ I
or; 0,y  Op;_q Or;’

re{p,q},

entonces

_ Ny~ (Oe0H _ 0p0HY _
(onH) = ;(a% pi  Opi 0qi )

oH ( Aoy, &Pi+1>2zn: <a%' dp; o ;i a%‘) —0
oy, \ 0y p; 1 1 dg; Op;  Ip; Vg

y nuevamente el resultado sigue de la condicién (10.24). m
El lema recién formulado sirve para identificar primeras integrales en sistemas
como en el ejemplo que sigue.

Ejemplo 10.10 Supdngase que la funcion de Hamilton de cierto sistema re-
sulta

2 (p2 + p3 cos C_I2)2
H =p] +senq + 5

q5

entonces, por los dos lemas previos se cumplen las relaciones
p3=Ch
+p3 cos 2 _
(p2 P3¢ q2) =0,
2, 2
pi+senq = Cs
para algunas constantes Cy,Cy, Cs.

Se concluye el capitulo con dos resultados més sobre la obtencién de primeras
integrales a partir de la forma del hamiltoniano.

Lema 10.8 5@ un sistema tiene por hamiltoniano una funcion de la forma
Z:lfi (¢, i)

H=F——
;soi (¢, pi)

(10.30)

entonces { f; (¢;, pi) — He; (¢i,pi) } oy Son primeras integrales del sistema, ast
que existen constantes C;, 1 = 1,...,n tales que

filai,pi) — Hp; (g, pi) = C; (10.31)
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Prueba. Primero se muestra que para cualesquiera funciones f (q,p) y

g9(q,p), se cumple
(fg, H)=f(9,H)+g(f H). (10.32)

A partir de la definicién

N [0(f9)0H O(fg)OH

B Z ﬁ f OH of f OH
a a% 9t aQZ apz apz 9t apz a%’
dg OH  0Og BH) - (&fﬁH afﬁH)
= + —
fz (8% dpi  Op; Dy, g; 9¢; Opi  Opi 9q;
y sigue la aseveracién (10.32). Por (10.24), la expresién (10.31) es cierta si y
s6lo si

(fi (@i, p) — Hp; (qi,p:) , H) =0,
pero, por (10.32)
(f%_H<;0wH>:(fHH)_(H(PN ) (fh ) (@zaH)_SOz(HaH>
y dado que (H, H) = 0 se concluye que
af; 0H  Of; 8H) (8@01 OH 8@01 8H)
i —Hp, H) = —_— H
U i ) ; (3(]] Op; ap] dq; ]Z_; dq; Op;  Op; Jg;
(‘3fZ OH 8fz O0H e, Op; OH B Op; OH
dq; Op;  Ip; Oq; dq; Op;  Op; 0gi

_ <8fz Ha%.) 0H (6}‘; Ha%) OH

Op; Op; B opi ) 0q;

9q; dq;
ahora bien, derivando (10.30)

%z B%Zfz o o

. D) :8] n 8]7 TG{p,q}, jzla"'an
87"j Z
(Z:l%) 1:1%
asi que
Ofi O, Jfi 9p;
afz 8901' a_i_Hai afl 8901' El Hai
(fZ_HSOmH):(a_Hﬁ ) . n 5 (9—_H8 : n =0
¢ ¢ S, p; i) s,

i=1 i=1
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Lema 10.9 Considérese que un sistema tiene por hamiltoniano

_1041‘%; (inpi)

H=f)5E——
;51'%' (gi, pi)

con oy, B;, i =1,...,n, constantes. Entonces {¢; (¢;,pi)}i_y son primeras inte-
grales del sistema, por lo cual

0, (gi,pi) =Ci, i=1,..,n
para algin conjunto de constantes C;.

Prueba. En vista de que ¢, = ¢, (¢, pi)

( H)_znz &pi(?_H_&pi@_H _a%aH_a%aH
po i) = dq; Op;  Op;j 9q; ) Ogq; Op;  Op; Dy

j=1

pero la derivada de H resulta

OH &Pj O‘j;ﬁi% - Bjizzlai%

Op,a,; f(t)— B H )
= . ’ () . ) Te{p7q}7 .7:17"'7n7

a . n
" ;5@%

entonces

. 0p; Op; aif (t) — B H ~ 0p, 0p; aif (t) — B;H o
(sz?H) - (9q (9]9 n - ap aq n =0
J;Bj%‘ jZ:Ilﬁj@j

y por (10.24) se sigue el enunciado. ®
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Capitulo 11

Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Las transformaciones candnicas de las variables dindmicas cual guardan de
la descripcién Hamiltoniana en nuevos variables estdn considerando. Varios
criterios de las canonicidad esta estudiando. La ecuacién de Hamilton-Jacobi
que corresponda a las ecuaciones canonicales de Hamilton esta también con-
siderando. Sus integrales completas estdn encontradas.

11.1. Transformaciones Candnicas

Sea la ecuacién de Hamilton H que depende de las variables t, p, v ¢:

siendo:

~ —_ -

Definicién 11.1 La transformacion no lineal que va de {t, q, ;B} a {?1,]3} por

medio de las funciones ,1) respectivamente, se llama si existe una funcion
H(t,q,p) tal que:

~ OH 2 oH S
9= —=<: DPi=——5 t=Lmn
8pi a%’
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La idea central de Hamilton, fue buscar una transformacién tal que el nuevo
Hamiltoniano sea lo més sencillo posible (igual a cero o una constante c), por
lo tanto, él plantea que:

H(t,q,p)=0 Vt qp

entonces

q; = o = consgante; p;=p; = co?st,

y tenemos asi solamente un problema algebraico.

11.2. El esquema del método de Hamilton-Jacobi

Ese esquema es:
Dadas las derivadas de las variables de Hamilton

q
asf como sus transformaciones ¢ = (q,p) y p = 1(q, p), respectivamente;
entonces tenemos: . .
q¢=V.H;, q=-V.H
En el caso particular en el que la ecuacién de Hamilton estuviera igualada a
cero

~

H =0,
tenemos que la funcién de transformacién es constante
Z] = co?st; ]3 = co?st;
pudiendo redefinir a dichas funciones por
a; = ¢(¢,p); B =g, p)-
Entonces el nuevo sistema algebraico es del tipo:
surgiendo dos problemas:

1. Criterio de ”canonicidad” de @, .

2. ;En qué regién o punto H = 07
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11.3. Accién de Hamilton y su Variacién

El primer problema se resuelve con la integral invariante de Pointcaré:

t1 () b
I(a) ;:/t L(r.q(r.a), g(r,a))dr, € [0,1]

o(a)

siendo su derivada:

! !

Ia) = Lti(a), ¢t (@), g(tr()))t(a)
—L(to(a), q(to(a)),

y la variable ¢ queda expresada por:

q(to(c))to(@)+
PL %4l | OL Oq@) |
Sy |( 9 0 H(aéj e

Como estamos trabajando con un contorno cerrado, tenemos:
to(0) = to(1); a €10,1],

por lo tanto:

dI(a) = L(ti(a), q(t(@)), ¢(t:(e)))dts(a)
—L(to(e), q(to()),

y la variable ¢ queda expresada por:

q(to(e)))dto(er) +

t1(c) (% 86(7—704)> (aL 8&(7’,0&)
to(e) 8(}7 o ' da

9q

)| dadr

319
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notando que el producto interior de la integral es:

L sua(r ) + (2L saqtr.a)
dq 94

por lo que la integral se vuelve en dos integrales, con los mismos limites:

tl(a)
/ (a—ﬁaa&(w)) dr+
to(c) dq
tl(oz) :
+/ a—L, daq(T, ) |)dr
to(a) a&

pero:
a—{/, daq(T ) | = 3%7 dr ((5aq(7, a))
dq dq
transformédndose: o
t1(a ®
/ OL 5.a(r a))dr =
t()(oz) 6&
tl(a)
oL . °
- (_.76<IQ('7O‘))
dq to(a)
@ [ 2 d OL
_\/to(a) (Saq(T,CI),%—. dT,

dq
por lo tanto:
t1(c) Te — t1(a)
I(e) = [LO)E) + [P 0aa(r.0)| | 4
o(a

RICN ) A d oL
4 / L saa(ria) — (L2 5.q(r,a)) | dr
t

N dr *’
o(a) 8(] aq
pero:
oL doL _°
<_,76QQ<7—70‘) - (d__o75aq<7-va)) =
dq T -

dq
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oL d oL . -
:<___d_ .,5aq(7',04))—0
dq T -
dq

(por las ecuaciones de Lagrange).

Por lo tanto:
_ t1(a)
dI(a) = L(-)dt +p"daq(T, ) “
to(a

notando que:

1) la diferencial total de g es:

dq(7,0) = 0-q(7, @) + daq(7, )

(y tenemos que

57-6(7', Oé) - &(7—’ O‘)(ST)
ademas, la ecuaciéon de Hamilton tiene la forma:
H=p"q—L
por lo que la ecuacién de Lagrange es expresada:
L=p'q—H
por lo anterior:

dl(a) = [PT(tl(a)aa)(Q(tl(a)ﬂ)&l(@H

+000(t1(0), 0)) = H(t1(0))ot1(0)|

- [pT<to<a>,a><q<to<a>,a>ato<a>
+0a0(to(0), 0)) = H(to(0))oto(0)|

por lo tanto
t1 (a)

cdl(a) = pToq — Hdt

to(a)
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11.4. Invariantes Integrales

Teorema 11.1 (de Poincaré) Para cualquier sistema Hamiltoniano tenemos
que:

1. Integral invariante de Pioncaré-Kartan:

I, ) = 7{ [pT(SZ] — Hdt} = const
C C

2. Integral invariante de Poincaré:
I, ) := % pl6q = const.
Ct:cste ¢

Prueba.

1. Para el inciso uno

= f;zl [pT(S& - Hdt] do

t=t1(a)
- flil [pT(SZ] - Hdt] do
o= t=to ()
por lo tanto:
Lp—i(cr) = Ip-r(co) := Ipi.
2. Para el inciso dos
[[pik]ct=cste = Ip.
[

Resumen: Si un sistema es Hamiltoniano, entonces se tienen dos integrales
invariantes:

]p,]{; e [p

Teorema 11.2 (Li-Hua-Chung) Si

1= Atanse B
Ct:cste

no depende del contorno C, entonces existe una constante c tal que I = I,.
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Ejemplo 11.1

j f{ [A(t, q,p)dq + B(t,q, p)op]
Ct:cste

con p
A==y B=(q+In(q);

¢Depende o no ¢ del contorno?

Si no depende:

f [A(t, q,p)oq + B(t,q,p)op — cpdg] =0
Ct:cste

pero
[A(t,q,p)0q + B(t,q,p)0p — cpdq] =
L) b
— 4P _ 77 il
d®(q, p) 5 dq + 5 op

(dado que ¢(-) = 0, entonces (-) es una diferencial completa); por lo tanto:

0q + Bop =0,
y como
0P 0P
IR _ - —RB
aq (CL Cp)? ap )
tenemos: 9 9
—|[A—cp|=—=—B
ap[ cp] 9>
por lo tanto:
0 P ?
i £ 1
8p[q tw} 50 [+ 1nd]
ie. ]
-——c=1+-
q q
por lo tanto: existe
c=—1

Por lo que I no depende de C' para

c=—1.
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Teorema 11.3 (de Poincaré) Una pareja {Cp, {/;} de transformacion:

pi = ¥(q,p)
es candnica si y solamente si existe una constante ¢ y una funcién F(t, ¢, p)
tal que:

n

> b, — czn:pzé% = —0F (11.1)
i=1

1=1

donde: 5
2
0. i=dp. — ——dt
(pl SOZ 8t Y
OF :=dF — a—th.
ot
1. Prueba.

a) Necesidad: Supongamos que {@,{p} es una pareja canonica si y

solamente si existe una ecuacién de Hamilton H, tal que por el
teorema 11.1 tenemos:

b 67 = const =
Ct=cste p q a Cogs B

n

= % Z%‘S%‘

j=1
y por el teorema 11.2, tenemos:

¢ > pidg;,

Ct:r:ste j:]_

por lo tanto:

7{ [Z V;0p; — czpﬂ%] = 0.
Ct=cste | j—1 =1

Notando que

[Z V00, — chj(qu] = —0F.
=1 j=1
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b) Suficiencia: Supongamos que (11.1) se cumple:

También existe una ecuacién de Hamilton H tal que:

=V_H; p=-V_H,

p q

e

por lo tanto (integrando (11.1):

n

7{ [Z Y00 — CZM%I =0,
Ci=cste j=1

j=1

pero :

]{ Z@bj(s%' = C]{ pT(S&
Ct:cste j:1

t=cste

y usando el teorema 11.1

c ]{ pléq = cste |
Ct:cste Ct:cste

por lo tanto existe H. m

Corolario 11.1 (de Lyapunov) Una pareja {g‘o,{ﬁ} es canonica si y sola-
mente si:

1.
i1 g“(: gifl: a g(cf,: ZZZ =[g5,q) =0 Vi, k=Tn
2. o .
p -35; 8;5}; a a;z a;f;_ =[pj,q] =0 Vi, k=Tn
3.

i [a%’ oY, B ;i 81/%} = [q;
“~ | 9q; Opr,  Opr Oq; |

con

B 1 para j =k -
cdm—c{ 0 para j £ k Vi, k=1n.
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Y a las expresiones [g;, px] se llaman paréntesis de Lagrange.
Prueba. Si ¢ estd fijo

_ " [OF oF
; dq; Op;

y notando que:
" Oy, 0p;
op, = L0q; + =—0p;
v dq; G+ Opi br

1

Jj=
se desprende la demostracion. m

Ejercicio 11.1 ;Son transformaciones candnicas de Hamilton las siguientes
transformaciones?

q=qp = (¢(q,p)),
p =In(¢*p") = (¥(q,p)).

Solucién. Como el sistema es de una dimension no necesitamos calcular
[¢i,q;] ni [p;, p;] (ambos son igual a 0); entonces:

dp Y Op O 19 20
e e
dqdp 9dpdq " p q
por lo tanto, sf es canénica. m

Ejercicio 11.2 (Tarea) Verificar si son transformaciones candnicas, las sigu-
tentes igualdades:

Teorema 11.4 Si existe C' tal que

7{ Zpiéqi—q)(t,q,p)dt = constante,
¢ li=1 ©

entonces el sistema es Hamiltoniano y existe una funcion G(t,q,p) tal que:

I oG
H(ta Q7p) = (I)(t7Q7p) + E
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Prueba. Por el teorema de Li-Hua-Chang

]i [ZP%S%’ - @(t,q,p)dt] =

cﬁt_cste [Zpiéqi — H(St] = cjli [Zpiéqi — H(St] ,

=1 =1

sin pérdida de generalidad, asumimos ¢ = 1, por lo tanto:

%C[H—cb]étzo

entonces existe GG, tal que:
dG = [H — @] dt,

que en forma ampliada es:

5t+ 2"2 { (5ql G(sz} ,

y cOmo
oG oG _0
g op
dG = [H — @] it
por lo tanto:
oG
H-—®d=—.
ot

Teorema 11.5 5@ {gb, @} es una pareja canonica entonces:

~ o OF(t.a. v o
H(t,q,p) = cH(t, q,p) + qp +Z¢ qp )

Prueba. Del teorema 11.3 tenemos que existe cy F, tal que:

Zwi&pi — chidqi = —0F =
i=1 i=1

327
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" [OF OF OF
= — — ¢ + —9§ —dF + —6t
;[8Qiq+8pip] +8

si y solamente si:

. . OF
;%5% —c <ZP¢5%’ — H6t> =— ch + E} 0t = —dF

i=1
notando que

S, = dps — St

por lo tanto:

Z? L Y0 — (Z? L\ Pidgs — Hot) —

= —0F 11.2
—|:CH+8F+Z”L 1%83?] ( )

tomando la integral 390 de todo e igualando a cero:

de:o,
C

tenemos: .
% [Z ;zd&z — ®(t, q, 2_9)5t] = 05'67,56
¢ Li=1
entonces
H=2a
]

11.5. S-criterio de Canonidad

Observacién: Si

§ = ¢(q,p)
p=1v(q,p)

y ~ ~
p=(t q,q),

al igual que

= Y(t,q,q),
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podemos definir a:
F<t7 &7 ];) = S(t7 q? a)?

donde su derivada es

a8 "
dF_dS——t§t+;

9 q;

oS oS ~
dq; I 0 q]

Igualando coeficientes en (11.2)

0S oS ~ = oS
CPi; 9 Di; cH + BN

7

Corolario 11.2 La transformacion no lineal {(,’0,17_&} es canonica si y sola-

mente si existe una funcién S = S(t, q,p) y una constante c tal que:

95 _
aqz - pla
o5 _ 4
g ;

Ejercicio 11.3 Si tenemos las siguientes transformaciones:

@ = (@)t -,

]31 = —(yp1 + @),

~ 2

gy = —— — 20y,
2 YP1+ q1 2

~ 1

Py = —5(7]92 + 1),

la pregunta es ssiy es igual a una constante diferente de cero, la transforma-
cion es candnica?

Solucién. Podemos usar los paréntesis de Lagrange, pero usaremos el 1l-
timo criterio:
Excluyendo a p; y p2, tenemos:

1
b1 = —
0

1
~ — 421,
91+ q
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1
P2 = —

2
~ —q1],
qy + 2¢2
quedando las transformaciones de p; y ps expresadas por:

~

o= —(

= — g2+ @)
41+
-1 oS

(~]1 + ¢ 851

~ 1< 2
p2 = —=\=
270y + 2q,

-1 _ 95
52+2qz. dga’

-1 +q)

la solucidn satisface:

S(t> 51,5) = _ln(al + Q1) + f(52>QI7Q2at)7

en la segunda ecuacion:
1 oF

Z12 + 2¢o 352

de la misma manera:

1. -~
f = _Eln(q2 + 2q2) + f1<QIaq27t)7

por lo tanto:

S(t,q,q) = —In(q; +q) —In(gy + 2g2)
+filq1, ¢2),
por lo tanto:
oS .
entonces
-1 a9 1] 1

= = =C- |z — Q2

91+ q I Tl +a
tomando



11.5. S-CRITERIO DE CANONIDAD 331

% =42
oq 7

e integrando respecto a ¢; :

fi=1q2 + fa(q2,t)

tomemos:
oS 1 0
— =Cpy = —2= +q1+£=
Iqs qs + 2q2 Iq2
c 2
= _ —q1],
Y| gy + 2¢2
pero
c= -,
por lo tanto:
0
ﬁ = 0 = const,
aQQ 42
por lo tanto:
fa= fa(t)
y finalmente:
S(t,q, ?1) = - 1n<z11 +q) — ln@z +2¢2) +

+q1g2 + fo(t),

por lo que si es canénica. ®

Ejercicio 11.4 (Tarea) Dada una transformacion:

¢; =Inp; — g

sExisten S(t,q,q),c , tal que es candnica?
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11.6. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Teorema 11.6 (de Hamilton-Jacobi) Si existe una solucion de la ecuacion
diferencial parcial:

~

0S(t,q,q) _ 108,
T—FCH(t’q’EE) =0
tal que:
) o~
der | PTG
0q0q
entonces:

q; = q; = 0071}515 = %‘(tu fl»p)

pi =B = CO?St = wz’(t, 31715)

tal que la ecuacion diferencial tiene las siguientes soluciones:

o5t q.a) _
aqz - pl

oS(t,q,a) ’
dar Bi

entonces, las variables de Hamilton tienen la siguiente expresion:

q=q(t,apB)

10S(t,q(t, @, B), @)
pi = —

c dq;

Prueba. Tomemos I} = 0, y usando la definicién 11.2, terminamos la
prueba. m

11.7. Integral Completa de la Ecuacién de Hamilton-
Jacobi

Definicién 11.2 Una funcion S(t,q, &) que satisface:

1. La ecuacion de Hamilton-Jacobi
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2.y que el determinante de su sequnda derivada es diferente de cero

e~
et [5 S(t.q,q)

t.q.
dq0a ]%O vt.q

Se llama integral completa de la ecuacion de Hamilton-Yacobi (H.Y.)

Observacién 11.1 Para obtener S(t, q, &) es suficiente tomar ¢ = 1 dado que

si S(t, q,a) es una solucidn, entonces S = %S es también solucion.

. . . . 0OH
Observacién 11.2 Para sistemas estacionarios (—— = 0) podemos buscar

una solucion, expresando a la ecuacion de Hamilton bajo la siguiente forma:
S(t,q,p) = —ht +V(q,p)

Observacion 11.3 Si un sistema estacionario Hamiltoniano tiene n primeras
integrales:

gpi(qlﬁp’i?al? S Oéz) =
y podemos presentar:
bi = (I)i(Qi»al»' : ',Oéz‘)

Entonces:

V(g,p) = Z/‘I)i(%ah e y)dg;.
i=1

Prueba. Tomando ¢ = 1, entonces:

oV
h=H(qg,—)=H(qg,p
(g, aq> (,p)
notando que
ov T
— =] ®; O o,
a(—] |: 1 2 :|

Ejemplo 11.2 Sea la ecuacion de Hamilton:

1
H = 5(]?192 +2p1pa + ¢3)

1. Encontrar la ecuacion de H.Y. para (¢ = 1)
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2. Encontrar la ecuacion de Hamilton

3. Encontrar la ecuacion las variables de transformacion de la ecuacion de
Hamilton- Yacobi.

Solucién.

@—Fl(@ +2§@+ 2)—0
ot 2 aﬂth 0q1 0o =

S=—-ht+V

1
H = 5(]71(612 + 2po) + q1)

G2 + 2py = g,
prog + ¢ = o,

entonces

por lo tanto
Qo — (2

2
a1 — gy

%)

S=—-ht+V
3. 95
8051‘ = _61
oS t a1
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por lo tanto:
_ = t
QI<t7 avﬁ) = (_

5 — B1)az

entonces
0S a1 —qi

== y
oq (%]
Py = @ _ Qg — (21
2 8(]2 2
lo anterior son las soluciones del sistema:

. oH 1

= —_—= - 2
¢ o1 %@+pﬁ

o _8H_
%_8—192_]91
o OH
plz—a—ql
. oOH 1
p2:_8_q2

= -

Ejemplo 11.3 Sea la ecuacion de Lagrange:

]. [ ] .2 .2
L=§hﬁ+%ﬁ+%%wwm

1. construyamos la ecuacion de Hamilton H :

, .
H = [szzh - L] )
i=1
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con
oL
Di =
dq;
por lo tanto:
P = 4idy,
P2 = 4345,
P3 = (s,

y la ecuacion de Hamilton se transforma en:

2

2 2 2
P, P 1L pr p
St TG+ )
H— a9 4 4
1 P% pg 2
+cosqr = s (= + = +p3) +cosqu,
2 qi q5
2.
oS
ot + cosq1+
L[1 98y, 105, 05, =0
2 ¢i 00" 43 O dqs
S=—ht+V

(dado que H no depende del tiempo)

3. Primeras Integrales:

1p3
—— 4+ C0Sq; = «
2(]% q1 1
1p3
—-_— =
24
1
5]7?;:043

por lo tanto:
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y la ecuacion S, queda expresada por:
1
S = —ht+ / [2¢7 (0 — cos q1)]? dg +

1 1
:t/ [2a2q§] 2 dgy £ / [2a3]2 dgs,

notando que
h = a1 + g + Qg,

oS 1
day :_51__ti/[2Qf}2dqlz

q2
= —t:I:EI\/i,

entonces

g = :F\/i(t - B4)

1 1
oy = o= tEg = [ 0]t de =

entonces

= 432\/5\/@@ — Ba),

%:—ﬁ t:l:%% [\/ﬂ%dq?,:

=—t=x 5\/——%\/_

= $\/§\/a73(t - 63)’

entonces

etc.

Ejemplo 11.4 Sea la ecuacion:

- Z qifi(t) — Z Qg
_Z/[fi(t)%—ai]?dt,
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scudl es la ecuacion de H-J asi como todas sus primeras integrales (2n) para

q(t, o, 8),p(t, @, )7

Solucion. Hagamos la siguiente suposiciones: M

1. 55
8051‘ - _61
por lo tanto:
a-2) [ 1) +aidt =5,
i=1
G(t,a,pB) = ,—QZ/fZ dt—2Zozl
oS
Di = aqz —_fz( )+az
entonces
Q= _fi(t> — Pi-
2. 58
o +H=0
por lo tanto: )
_[9stg. )] _
n-- =5 -
= [Z QZ + Z fz + az
i=1
= afi(t)+ 0}
i=1

L=H-— szqz Z[ '(t)—%]

, 4
=1

. OH
qz_apl_ Di,
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d oL OL
— ==,
por lo tanto: .
—=U. =i fi(t) =0.
qu fl( ) 0

Ejercicio 11.5 (Tarea) Sea la ecuacion:

S =—a [ i+ [ VouTda,

n—1
+ Z/ Vi fi(a) — aiat () dgs,
i=1

encontrar:

1. Las variables de transformacion de las ecuaciones de Hamilton

a(t.@, B),p(t, @ B)

2. Deducir para este sistema las ecuaciones H.Y y de Lagrange.

Ejercicio 11.6 (Tarea) Sea la ecuacion de Lagrange

Loy 29 @
L:§(Q1Q1+Q291)__2>
qi

encontrar:

1. Las ecuaciones de Lagrange.
La ecuacion de Hamilton.

Las ecuaciones de H-J.

RN CREE S

La ecuacion S.
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Capitulo 12

Algunos Modelos
Electromecanicos

Este capitulo esta dedicado a la implementacion de los métodos dados ante-
riormente en la construccion de modelos matemdaticos de diferentes sistemas
mecanicas (mayormente robots) y ademas algunos sistemas eléctricos como
swicheos, algunos convertidores y maquinas DC y AC.

12.1. Manipulador Cilindrico (2- AP y 1- G)

Considere el manipulador cilindrico con dos articulaciones prisméticas (AP) y
una giratoria (G) representado en la figura Fig. 12.1.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

G- =¥, G2:=¢ 3:=2, q4:=T

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

4
T=> T,
=1

donde T}, puede ser calculada utilizando la férmula de Rey (K&enig)

Tmi = Tmi,O + Tmi,rotft) + 2mz (Vmifc.i.f[)a VO)

1
Tmi,O == §mz HV[)H27 Tmi,roth = 5 (wa ]i,Ow) )

I; o es el tensor de inercia conrespecto a un sistema de coordenadascon el origen
en el punto O. v,,,_.i o es la velocidad del centro de inercia con respecto a el

341
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Figura 12.1: Manipulador cilindrico con dos articulaciones prismédticas y una
articulacién giratoria.

sistema de coordenadas con el origen en el punto O; v, es la velocidad de el
origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = Imq,0 + Tml,'rot—O + my (vmg—c.i.—()) VO) =
T 1, (mur?\  mari
mi,rot—0 — 5901 92 - 4 q

ng = Tmz,O + ng,rot—O + mao (sz—c.i.—07 VO) =

1., [ mor? mar2 .
Tml,rot—O — 5(;0? ( 9 2) - 4 ZQ%

ng = ng,O + ng,rot—O + ms3 (Vmg—c.i.—07 VO) =

ng,O + ng,rot—() = 57’)’1,322 + 590% 123 — §m3Q§ + §Q% 24




12.1. MANIPULADOR CILINDRICO (2- AP Y I- G) 343

Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + my (Vm4fc.i.707 VO) ==

%m4 [(zp))? + 32+ 22] +

1

. §m4r§ 0 0
1 P2 ri lz '2)

- 0 B 0
5 () my (4 +12 ()
¥1 7’2 l2 Y1

0 0 44
a (4 +12)

1 99, 9, 2, Lo ri li -9
:§m4 Q4CI1+Q4+Q3+57“4CI2+ Z+E qi

La energfa potencial V' es

Vin, = const, V,,, = const
Ving = M3gz = msgqs
Ving = magz = mugqs

lo que da
V = g (masqs + muqs) + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l =T1— ffricfl(pl =T1— ffm'cflq17
71 es un fuerza de torsion,

Qnonpot,2 =T2 — ffric—2§02 =T2 — ffric—2q27
T9 es un fuerza de torsion,

Qnonpot,?) = F3 - ffricf&é = F3 - ffricf3q.37
F3 es una fuerza del movimiento vertical,

C2nonpot,4 = F4 - ffric—ll:t = F4 - ffric—4q4a
F, es una fuerza del movimiento horizontal.
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Basados en las expresiones para 1"y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
7 L— L= nonpot,i, © = 1,4
410G " g = Yronerin 1
L=T-V
Calculando — L obtenemos
qi
0 mir?  merd  ml3 o 13Y\].
— L = 24 44 4
Bdy 3 T g tma\atgy )|
0 1
— L == 24
B 2m47“4q2
(9_'L = m3q3 + M4q3
q3
0
iy :
3(]'4 mMyqy
que implica
d 0 .
dtog
2 2 2 2 72
mars  mers  msls S . ..
Y 2
5 5 15 +my (Q4+ 1 +12 G11+2m4qaqagu
d 0 1
dt Ogs 2m47“4Q2
d 0
a0 .
dt 95 (m3 4+ ma) ds
d 0
a9 . .
dt 4, myqy
., 0
Calculamos también — L:
dq;
RSP I
9 oq 9 gz
—L = —2gm3, =L =muqq;

g3 0qa
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que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =7

donde
m;rl m;r§+
msl3 , 1 1 0 0 0
o +my Q4+Z+E
D =
(9) L, . ;
g A
0 ms+my 0
0 0 0 my
2m4qaGatf fric— 0 0 0
N 0 ffric—2 0 0
Clod)= 0 0 ffric—3 0
maqaga 0 0 S fric—4
0 7'1
@=| ol 7= _agn?
I\ 0’ —2gms+F3
0 Fy

12.2. Robot Manipulador Rectangular (Carte-
siano)

Considere el manipulador Rectangular (Cartesiano) con dos articulaciones
prisméticos y una giratoria representado en la figura Fig. 12.2.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

g =9 ¢'=
q3 ‘=Y q4:==z2

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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Figura 12.2: Robot manipulador rectangular (cartesiano).

donde T;,, puede ser calculada utilizando la férmula de Rey (Koenig)
Tmi = Tmi,O + Tmi,rot—[) + 2mz (Vmi—c.i.—[)a VO)

1
Lo = 5™ [vol|?

(w7 Ii,[)w)

N —

Tmi,rot—O =

I; o es el tensor de inercia con respecto
a un sistema de coordenadas con el origen en el punto O

Vi, —c.i—o €s la velocidad del centro de inercia con respecto
a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O,

v es la velocidad de el origen del sistema de coordenadas.
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En nuestro caso tenemos
Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O +my (sz—c.i.—07 VO)

1
— — 22 -2
[y 0 = =mud —miq;

2 2

ng = Tm270 + ng,rot—O + my (Vmg—c.i.—07 VO)

_ _ 22 <2
= Tiny0 = 5Mad” = 5mag;

ng = ng,O + ng,rotfo + mg (Vmgfc.i.f()a VO)

Tng0 = 53 [#2 + %] = 53 (G5 + d3]

Tm4 = Limy,0 + Tm4,rot—0 + My (Vm4—c.z'.—07 VO)

1 . . . 1.,/1
= Tr0 + Tngrot—0 = 37 (2 + 9% + 2] + 5902 (§m4ri)

= 5 (63 + 2+ ¢3] + meiq‘%

La energfa potencial V' es
V=> Vp,

Vin, = const, V,,, = const

Ving = m3gz = m3gqa, Vin, = magz = mugqs
lo que da
V = g (mg + my) qu + const
Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l =T1— ffric—lQD =T1— ffm‘c—lQla
71 es un fuerza de torsién

Qnonpot,2 = F2 - ffr'L'cfQ'f = F2 - ffricf2q'27
F5 es una fuerza del movimiento horizontal

Qnonpot,3 = F3 - ffm'cf3y = F3 - ffricf?)q.S;
F35 es una fuerza del movimiento transversal

Qnonpot,4 - F4 - ffric—42 - F4 - ffric—4q4>
F; es una fuerza del movimiento vertical
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Basados en las expresiones para 1"y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
- L — L = nonoia.:174
dt 8ql (9% Q pois t
L=T-V
Calculando 5% L obtenemos
q;
0 1
— L == 24
i 277”547"4(11
0 )
—.L: (m1 +m2+m3+m4)q2
04y
— I = :
s mMyqs
0 L = (m3+m4)q
8q4 3 4) 44
que implica
d 0 1
——L _ 2.
dt Oqy 2m47‘4q1
d 0
a9, .
dt aq2 (m1 —+ mo -+ ms —+ m4) q2

d 0 ..
@8—(‘}3[/ = Muyqs
d 0 ..

L Y7 -
dt day (ms +ma) s

0
L:
0g;

calculamos también

0 0
—L=0,—L=0
oq g2

0 0
—L=0—
dqs Oqu

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

L= —g (m3+m4)
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D(q) ¢+C(q.9) ¢+g(qg)=7
donde

§m4ri 0 0 0
m1+m2+
D(q) = 0 { Ma+ma } 0 0
0 0 My 0
0 0 0 (mg+my)
frric—1 0 0 0
N\ ffricf2 0 0
C (Q> Q> - 0 0 ffm'cfis 0
0 0 0 ff'rz'c—4
0 T1
0 F.
g@=| o[ 7= 5
0 Fy—g(ms +my)

12.3. Robot Manipulador Tipo Andamio

Considere el manipulador tipo andamio representado en la figura Fig. 12.3.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

qi ‘= $1 42 = Py
3 =2 (a:=2

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde 7}, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig
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Figura 12.3: Robot manipulador tipo Andamio.

T,

7

= Tmi,O + Tmi,rot—[) + sz (Vmi—c.i.—[)a VO)

1
Lo = 5™ [vol|?

Tmi,rot—O = (w> Ii,Ow) 5

N —

I; o es el tensor de inercia con respecto
a un sistema de coordenadas con el origen en el punto O

Vim,—ci—0 €s la velocidad del centro de inercia
con respecto a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O
v es la velocidad de el origen del sistema de coordenadas

En nuestro caso tenemos

Tm1 = Tm1,0 + Tmm"ot—O +my (Vm2—0vi~_07 VO)

1 . . 1 . .
= Lm0 = 5™ (&% +79%) = 5 (@3 + &)
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Tony = Ting0 + Tong rot—0 + M2 (Ving—ci—0, Vo) =
Tp0 + Trong rot—0 = %mg (&% +9°) + %mQ (12 4 13) % p2
= S (6 + ) + g (12 + 73)* 8
Tong = Ting.0 + Tong rot—0 + M3 (Ving—c.i—0, Vo) =
Trng.0 + Tong rot—0 = %mg (22 4+ 9%) + %mg)rgégbf
5" (47 +¢3) + ngqug

1 . .
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,r0t70 + My (Vm4fc.i.707 VO) = §m4 (12 + y2) +

2 2
ri U
m4(4+3) 0 0

0 0 my—

Ly
P17 sen

+ms(z gy 0) @1%‘305%0

0
1 o . r2 12\ .
= oM {(Q?+Q§)+(f+§4>qg+

2
7 . . .
3(14 + 14 (¢1 sen g3 + G2 cos q3) gs

La energfa potencial V' es

Vin, = const, V,,, = const
Ving = const, V,,,, = const

lo que da
V = const

351
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Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l = Fl - ff'ric—lft = Fl - ffm'c—l(]la
Fi es una fuerza del movimiento horizontal,

Qnonpot,2 = F2 - ffricf2y = F2 - ffr'£072q27
F5 es una fuerzadel movimiento transversal,

C2nonpot,3 =T3 — ffric—3<;01 =T3— ffric—3q3>
73 es un fuerza de torsion,

Qnonpot,4 = T4 — ffricf4302 = T4 — ffm'cf4q47
74 es un fuerza de torsién

Basados en las expresiones para 1"y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d o0 0

- L— L= nonpot,is :174
0" Dg "~ Greneric !

L=T-V

Calculando iL obtenemos

94
0 o1 :
—L = (my + mg + mg + myg) ¢1 + =malsgssengs
I 2
0 o1 :
=L = (m1 + mag + m3 + my) g2 + sMmalsqs cos gs
ol 2

0 2z 1 1
——L= [m4 (% + 54) +gma (r2 + rs)® + Emgrg, g3

Maly .. )
— [(h sen g3 + gz cos 93]
2

0 r?
— L = mu2s
P my 2(14

que implica
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iil)—(m + mg + msz + my) §
dt 0 = 1 2 3 4) 41

1 . .
5 maly [(sen gs) g5 + (cos g3) 3]

iiL—(m + mg + m3z + my) §
dtaq'g = 1 2 3 4) 42

1 . )
+§m4l4 [(cos g3) Gz — (sen gs) ¢3]
do
dtdgs
ma (545 4 Ly (gt r? + 2]
4 1 3 5 2 (T2 3 5 3731 43

myl . . . .
+# [(sen g3) (G1 — G2g3) + (cos qs) (41gs + G2)]

d 0 .
C 0L —mi2,

dt 0qy 2

0
a0, L:

calculamos también

0 0
—L=0, —L=0
oq g2

0

1
8_q3L — §m4l4 [(cos g3) g1 — (sen qs) g2 ds

0
—L =0
0qy

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =7

donde
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m1+me 1
( + mg+my > 0 2m4l4 Sen g3 0
mi1+me
0 ( + matm ) §m4l4 COS g3 0
_ . i +l Z . _
m —_— —_—
D(q) = “\2 "3
aly Maly 9 0
5 Se1 g3 5 COS g3 §m2 (Tg—l—’l"g)
I —|—§m3r§ ,
T
O 0 O m4§4
1 .
frrie—1 0 —maly (cos q3) g3 0
C(q,q) = 0 frrie—2 §m4l4 (sengs)gs 0
0 0 ffric—3 0
0 0 0 ffricf4
0 Fy
110 F
g <Q) - O 1) T = 7_3
0 T4
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12.4. Robot Manipulador Esférico (Polar)

Considere el manipulador esférico (polar) con tres articulaciones giratorias
representado en la figura Fig. 12.4.

Figura 12.4: Robot manipulador esférico (polar).
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

q1 ‘= @1, @2 = Pa, 3 1= P3

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde 7}, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + sz (Vmi—c.i.—07 VO)

Lo = 5 [vol®
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Vm,—ci—0 €s la velocidad del centro de inercia con respecto
a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O
vy es la velocidad de el origen del sistema de coordenadas

1
Tm,-,rotf() - 5 (w, ['L',Ow) )

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema
de coordenadas con el origen en el punto O.

En nuestro caso tenemos

Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O +my (sz—c.z'.—(b VO)

2 2
_ 7 Lo, fmary\ oy L,
— Lmy,rot—0 — 2 - q1

2 2 4

ng = Lm0 + Tmz,rot—O + mo (Vmg—c.i.—Oa VO) - Tml,rot—O
-2 2 2
My (af + a3) (a1 —a3)” a3
\Z \% —=
v | T > %

donde
V=V + Voo + Va3

Va1 = arashy
Vag = 2a2a3h2

Vas = arjashy
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ng = 4Lmg3,0 + ng,rot—O + ms (Vm3—c.z'.—07 VO) - ng,rot—O -
b2
. T o 0 0 .
1 ©18€11 1 12 m3l2 ©18€1
5 1 COS Py 0 123 0 1 COS Py
P2 0 0 M (b25+13) P2
12
1 ) .
=M [(b? sen? g1 + 13 cos® 1) 47 + (D25 + 13) G3]
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + my (Vm4fc.i.707 VO)

1
— Lmy,0 + Tm4,rot—0 - §m4

4 4

s+ 10" & | (s +1)° @] .

1 [ Prsengites ! 2 r2 2

= $1 COS Py 0 my| -+

2 ) 4 12
P2 r2 12
0 0 4 404
M\ T 1o

1 sen ¢ +p3
: (1 COS Pq
2

2

1 . ) [ . )
= M l(lz + 1) (¢ +d2) + (Ti + 54) (g7 cos® 1 + G3)

+2r2 (G2 sen® q; + G2 + 2q3q1 sen qy )]

La energia potencial V' es

Vin, = const, V,,, = const, V,,, = const

Ving = mag (hy + he + rsen ) = myg (hy + ha + 7 sen o)
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lo que da
V' = myg (h1 + hao + 7rsen gs) + const

Las fuerzas generalizadas estdan dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l =T1— ffm'c—lgpl =T1— ffm’c—lQla
71 es una fuerza de torsion,

Qnonpot,Z =T2 — ffm'cfZ(p2 =T2 — ffr'£072q27
To es un fuerza de torsion,

Qnonpot,?) =T3— ffm‘c—3903 =T3 — ffric—3q3a
T4 es un fuerza de torsién.

Basados en las expresiones para 17"y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

4o, 0
dt Og; g

L= Qnonpot,iu L= 17 3

L=T-V

Calculando 0 L obtenemos
0 my a? + a3 (ay —a3)” a3
—L=—|V Vs —=
Oq v |t 12 Ve 2 + 6 T

n+ [=mar? + b—2$en2 —l—gcos2 +
T 171 12 il 19 ¢

l 1 , Is+ 1%\ | .
) cos? q; + 57”2 (sen? q; + gzsenq) + %)] G

3

Ny
N
N
N rs®

+

=]
[N N

+§m4ricjg sen ¢
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0 (b25+1?) r2 12 (I3+ l4)2 )
2= Vms 77 ) 44 BT M)
] [mg 12 i 4 12 4 ©

0 1
8_q'3L = §m4r§ (ds + qusenqy)

que implica

a? + a’
12

d 0 mo
_ [ ===
dt 9y %

(aq — a3)2 a3 (a1 — a3)2 ra
Vao < 5 + 5 + Vag 5 - 1

1 2 b2 2 l% 2
+ |zmyr] +mg | —=sen”q; + == cos“q; | +

lvm +

a1

2 12 12

2 2 1 I+ 14)°
My ((%+1—42) (3082(_11—|—§7”is<31r12c]1—|——(3—';L ) )] g1

b — l§ Ti li )
+ Senqycosqr +my | — — - | senqp cosqy | 4y

6 4 12

+§m47ﬁ sen (q1) s + §m4ri cos (q1) 13

2 2 2 2 2
49, [mg(bm3+l)+m4 <r_4+z_4+(z3+z4) )]gb

dt o4y~ 12 412 4
do_ 1 . . .2
aa—q,gL = §m47"4 (Gs + sen (q1) G1 + cos (q1) G7)
., 0
Calculamos también L:

qi

359



360 CAPITULO 12. ALGUNOS MODELOS ELECTROMECANICOS

) P13
—L=1|m sen q; cos q;+
i l 319 q1 q1
m T—Z—ﬁ sen q; cos q d2+1m 73 cos (q1) sq
11 P AR
0
——L = —mygrcosqy, =—L =0
Ogo g

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.4) ¢+g(q) =7

donde
diy 0 dis
D (q) == 0 d22 0
dz3i 0 dss
2 2
_mg aj + a;
di1 = % {‘/21 D +

(a; — a3)2 a3 (a; — a3)2 T3
Voo ( 5 + 5 + Vas 5 - 1

1 2 b? 2 l% 2
+—myr{ + mg | —=sen“q; + - cos“q; | +

2 12 12
22 1 I+ 14)?
N ((% + 1—42) cos? g1 + 57‘2 sen? q; + %)
(L2.5 + 1) 2 2 (34 1)?
dyy = |mgm3 727 SR .
22 [m?’ TR W

1
d3z = smyr; diz = ds3 = §m4ri sen (q;)
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ffric—l 0 0
Caq=|, ° w2 O
gmaricos(a) 0 frries
0 T1
g(q) = || magrcosqa ||, T=1 T2
0 T3

12.5. Robot Manipulador Articulado

Considere el manipulador articulado representado en la figura Fig. 12.5.

Figura 12.5: Robot manipulador articulado.

Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

q1 ‘= ¥
q2 ‘= ¥y
q3 ‘= ©3

La energfa cinética T' de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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donde 7}, puede ser calculada utilizando la férmula de Kéenig
Tmi = Tmi,O + Tmi,rot—() + sz (Vmi—c.i.—()v VO)
1

Tnio = 5mi [voll?

Tmi,rot—o - 5 (w7 Iz',Ow)

I; o es el tensor de inercia con
respecto a un sistema de coordenadas
con el origen en el punto O

Vi, —c.i—0 €s la velocidad del centro de inercia con respecto
a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O
v es la velocidad de el origen del sistema de coordenadas

En nuestro caso tenemos

Tm1 = 4Lm,0 + Tml,rot—O +my (sz—c.z'.—(b VO)

1., (myr? myr?
— Tml,rot—() - 590% ( 9 - A q%

ng = Lm0 + ng,rot—o + mao (Vmg—c.i.—07 VO) = Tm27rot—0 =
) | Ioze . 0 0 )
©18€N Pg ©18€N Pg
1 2
3 ( (1 COS Py ) 0 Zm2l2+12yy 0 (1 COS Py )

1
Y2 0 0 1m2l§+lm Y2

, mel? , mel? _
|:12:1:3:Q% Sen2 qs + <% + [2yy) Q% COS2 q2 + < 22 + I2zz> q%:|

N | —
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ng = ng,O + ng,rot—O + ms3 (Vmg—c.i.—07 VO)

1. .
= 5ms (¢33 + $15 cos® pp) +

. T .
| [ Prsen(ps—¢s) T340 0 0 1 sen (p3—¢s)
5 ¢1 o8 (p3—p2) 0 madi+1sy, 20 ¢y cos (p3—p3)
¢2+<,b3 O O md3+]3ZZ SbQ‘Hbg

. . T
[_ (902 + 903) d3 cos ¢ sen (903 - 902) +)

@1.653 sep ©q 008 (3 — g) —
(g + ¢3) ds cos (w3 — @,)]

+ m
[p1d5 cos py cos (3 — p3) +
(¢2 + ¢3) d3 sen oy sen (3 — ©,)]
—Pyla cos @) sen gy — @yla sen ) cos p,
Pyla cOs ¢y
—1la cos ;1 COS Py + Pyla sen @y sen g,
1

) . 1 )
= §m3l§ (¢fcos? g2 + ¢3) + 51319061% sen? (g3 — q2) +

1 .
3 (msd3 + Iyy) ¢F cos® (g3 — ¢2) +

1 . . ..
5 (madj + Is..) (63 + G5 + 2423)

—ms [(¢2 + G3) galads cos qs] — mg [¢ilads cos gz cos (¢3 — ¢2)]

ds es la distancia de la uniéndel eslabén dos y tres al centrode inercia del
eslabén tres.
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La energia potencial V' es

Vin, = const

lo lo
Viny = mag 3 sen Yy | = mag 2 sen (o

Viny = ma3g (d3 sen (903 - 902) + [3sen 902)

= mgzg (dzsen (¢g3 — g2) + l2sen go)
lo que da
V= %mw (I2sen qz) + m3g (dzsen g3 + Iy sen go)
Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot, 1= T1—f fric—1P1= T1— f fric—1q1, T1 €S una fuerza de torsién
Qnonpotgz T2_ff7"ic—2S02: T2_ffm‘c—2927 To €S un fuerza de torsion
Qnonpot,fi: 7_3_ffm‘073<;03: T3_ffric73Q37 T3 €S un fuerza de torsion

Basados en las expresiones para 17"y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
- - L= nonoia‘zlag
Q4" g = Gnomoni ¢
L=T-V
Calculando 5% L obtenemos
q;
0
L=
oq
1 2 2 myl3 2 2 .
§m17“1 + Loge sen® (gz) + 4 + Iyyy + msls ) cos® qa| ¢

+ 300 sen? (g3 — q2) + (m3d§ + I3y,) cos? (93 — @) 3] ¢

—2mg [lads cos g2 cos (¢3 — q2)] (1
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8 mglg

04 4

+ IQZZ + mglg —+ mgdg + Igzz ng

+ (m3d§ + I3..) G5 — m3 [lads cos g3] (242 + ¢3)

0 . . .
%L = [mgdg -+ Igzz] (Q3 -+ QQ) — ms Ugdg COS q3] q2
3
que implica
40,
dtdg
mgl%

1 ..
{—mlr% + Ioyp sen? qo + ( + Loy + mglg) cos? q2:| 1

2 4

+ L322 sen? (g3 — q2) + (m3d§ + I3yy) cos® (g3 — q2)] G

—2mg [lads cos g2 cos (g3 — q2)] G
mel? ..
+2 [<]2xx - 22 Iy, — m:ﬂ%) sen g cos C]21 G192

+2 (L340 — madi — I3y,) sen gz cos gs] ¢1 (¢s — G2)

+2m [lads cos ga sen (¢3 — ¢2)] G143

49 . _
dt0gy
maly 12+ mayd2 + I, | &+ 15..)
1 922 + mals +mad; + I3, | Go + (msdi + I3..) §s
—mg [lads cos gs] (242 + G3)
+mg [lads sen g3] (2¢ags + ¢3)
iiL—[m d3 + Is..] (43 + Go) — mg [l2ds cos 3] G
dt@q'g = 303 32z \43 T G2 3 |t2a3 43| 2

+mg [l2ds sen 3] (2¢ags + G3)
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0
calculamos también — L:

dq;

mol 2 2
[251::1: - T - ]2yy - m3l2 S€N gz COS G2 | G

+ (m3d§ + Isyy — I3:5) sen (g3 — ¢2) cos (g3 — q2) Cﬁ

—milads sen qzg?

1
— (§m2 + m3) gla cos gz + msg [ds cos (¢3 — q2)]

0

— I =
g3

[(I32e — m3d3 — Isy,) sen gs cos qs] ¢; — msgds cos (qs — ¢2)
+mg [ladz sen gs (43 + dads) + lads cos gz sen (g3 — ¢2) 47
que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:
D(q) §+C(q,9) ¢+g(q) =7

donde
D11 (Q) 0 0

D(q) = 0 Dy (q) Doas(q)
0 D33 (q) Dss(q)

mgl%

4

1
D11 (q) = |=mur? + Iype sen® go + (

5 + Iy, + m3l§> cos? QQ‘|

+ [I?m:a: Sen2 (Q3 - Q2) + (m?)d% + I3yy) COSQ (Q3 - Q2)]

—2ms [lgdg COS (2 COS (Q3 - Q2)]
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l2
Do (q) = mi 2+ L. +my (o + 7”2)2 + msd3 + I3..

—2mg [(l3 + r2) d3 cos gs]

Dys3 (q) = D3z (q) = [m3d§ + I3zz] —mg [(ly 4+ 72) d3 cos g3]

Ds3 (q) = m3d§ + I3..

y
Ci (Q7 Q) 0 0
C (CL Q) =1 Cu ((L Q) Co (C_I» (j) Cos <Qa C,?)
Ca1 (q C]) Cso (q, Q) Cs3 (C], CJ)
donde

Ci1(q,4) = frrie—1+

mZZg 2 .
2 [ Togy — 4 Iy, — mal5 | sen gz cos gz | o+

2 {(133:3: - m3d§ - I3yy) S€n gz Cos Q3] (Q3 - QQ) +

2mg [lads cos ga sen (g3 — ¢2)] g3

mglg

Ca <Q7 Q) = - l(fzm - T - I2yy - m3l%> S€n gz CoS C]21 41—

[(msd?, + I3yy - [3xx) sen (Q3 - Q2) COs (Q3 - Q2) — mglads sen CIS] G
Co2(q,4) = [frie—2 + 2ms [l2ds sen gs] g3

C31(q,G) = — [(I34e — mad3 — I3,,) sen gz cos q3) g1 —
mglads cos g2 sen (¢3 — q2) ¢1

Cos (¢, ¢) = mg [lads sen gs) g3

Cs2 (g, 4) = 2mg [lads sen g3 ga — mslads sen gsgo
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Cs3(q,4) = frrie—s + ma [lads sen gs] gs — mslads sen gzgo

0
1 1
g(q) = <§m2 + m3) glacos gz —mag [dscos (g3 — q2)] ||, 7 = || T2
T3

m3gds cos g3

12.6. Manipulador PUMA

Considere el manipulador programable universal (PUMA) para ensamblaje
representado en la figura Fig. 12.6.

Figura 12.6: Manipulador programable universal para ensamble (PUMA).

Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

q1 ‘= ¥
q2 ‘= 9
qs ‘= ©3

La energfa cinética T' de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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donde T}, puede ser calculada utilizando la férmula de Kéenig

Tmi = Tmi,O + Tmi,rotf[) + sz (Vmifc.i.f[)v VO)
1
Tmz‘,O = §m’t ”VOH2

Tmi,rotfo = % (wv Ii,Uw)
I; oy es el tensor de inercia con
respecto a un sistema de coordenadas
con el origen en el punto O

Vim,—ci—o €s la velocidad del centro de inercia con respecto
a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O
vy es la velocidad de el origen del sistema de coordenadas

En nuestro caso tenemos
Tm1 - Tml,O + Tml,roth + my (lefc.i.f(b VO) =

1.,

Tml,rot—O - 5901 (

2 2
2 4 7

ng = ng,O + Tmz,rotfo + Mo (Vmgfc.i.f()a VO) =

1.
Tmz,rot—O = _90? (

5 4Q1

2 2
2

369
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ng = 4Lmg3,0 + ng,rot—O + ma (Vmg—c.i.—07 VO) = ng,rot—O =

1

m;ﬂ"g

0

o\ || 2
1 2 1
¥1

0 0

2
3

3

i)

0

0

1 2
4m3 T3+

2
3

3

i)
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o

1

11 B\ .o, 1,.
—gma |1 (54 %)+ it

1 Bl
Tm4 — 1my,0 + Tm4,r0t—0 + my (Vm4—c.i.—07 VO) - §m4T+
. T .
¥1 8€C1 P2 I4xa: 0 0 ¥18€N Pg
1 . 9 .
3| #Preoses 0 madi+Isy, 0 (p1 COS (g
()b2 0 0 m4d421+14zz 9272

T

1.
—§s01l3 COS Py
A0 (

—Pody4 COS Py SEN Yo—P1dg SEN Y] COS Py
Do d4 COS Py

%¢1l3 sen ¢, —p1d4 COS Y1 COS Py+Pody SEN (1 SEN Py
1 @[ 52 2 d2—|—f )-2 2 +< d2+I )-2
2 my 4 + 4z2q7 SCI Ga+ (m4 4 4yy) 41 COS™ g2 mqydy 422) 42
1 ..
+§m413d4 COS 241492
Tm5 j Tms,O + Tm5,rot70 + mg (Vm5fc.i.—0, VO) =
1 l . . .o
5 [(13 + b2 (cos® %)) @1 4 bEp3 + 91,35 sen 902]
().01 sen (902+903) ]53596 0 O
3 {1 cos (po+p3) 0 m5d§"‘[5yy 0
Potp3 0 0 m5d§—|—l 522
¢1 8en (py+eps3)
| @prcos(pates) | +
Patp3
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— (pa+¢3) ds cos (patp3)

. . . T
P1ds sen g cos (a+p3) + (PotPs) ds cos g sen (pa+p3)

ms
(1ds cos @y cos (patp3) — (Pat+3) ds sen g sen (py+©3)

1. . .
—590113 COS (1 —Pabs cOs @1 sen Yy —p1bs sen py cos
Pobs COS g

1. . .
§g0113 sen 1 —p;bs COS 1 COS Yy+Pobs sen g sen py

1 12 . o .
= §m5 [(Z‘Q’ + b% (0082 q2)> q% + b§q§ + G1G2l3b5 sen go

+= [[Isee sen® (g2 + g3) + (msdi + Iyy) cos® (g2 + q3)] 45+

N =

(msdz + I5..) (G2 + 6]3)2} —

m

75@1 (G2 + g3) dsls sen (g2 + q3) — m5q'fd5b5 o8 ¢ ¢os (¢2 + ¢s3)

—ms (g2 + G3) Godsbs cos g3

donde b5 es la distancia desde la unién de mg y my4 a la unién de my y ms.

La energfa potencial V' es

Vin, = const, V,,, = const, V,,, = const
Vi, = mag (dysen oy + dy) = mygdy (sen g + const)
Vins = msg (—ds sen (py + 3) + 1y sen g, + const)
= msg (—dssen (g2 + q3) + Iy sen gz + const)

lo que da

V' = mygdysen ga + msg (—ds sen (g2 + q3) + Iy sen gz) + const
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Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,1 = T1 — fric—1P1 = T1 — ffrie—1¢1, T1 es una fuerza de torsion
Qnonpot2 = T2 = frric—29s = T2 — [fric—2G2, T2 es un fuerza de torsién
Qnonpot,3 =T3— ff'ric—3§03 =T33 — ffric—3Q37 T3 €5 un fuerza de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d o 0
%&LL_ 9g;

L= Qnonpot,ia 1= 173
L=T-V

L obtenemos

Calculando

94

0 1 ms 12 7n4l2

2143 se0® @o + 2 (M di + Iy, ) cos? @] 1+

1 13
3 [m5 (53 + 2b2 cos? Q2> + 2T, se0 (g2 + g3)

+2 (msd? + I5yy) cos® (g2 + g3)] G1—

2mdsbs cos gz cos (g2 + q3) G1+

3 [malsdy cos @y + msls3bs sen ga Go—

1 ) )
§m5d5l3 sen (g2 + q3) (42 + d3)

0 1 )
%L =3 [mylsdy cos ga + mslsbs sen go — msdsls sen (¢2 + ¢3)] 1+
2

1 .
577137“% + (m4di -+ I4zz) —+ m5b§ + m5d§ -+ I5zz — m5d5b5 COS (g3 CI2+

(ms (d§ — dsbs cos q3) + I5..) s
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0 1
a—qsL = —§m5d5l3 sen (QQ —+ q,g) Q1+

[ms (d§ — dsbs cos q3) + I5..]| G2 + [m5d§ + I5..) g3
que implica
d
a0,
dt 8q1

1 ms 12 m4l2
3 {mﬂ’f + mors + o3 (7’% + 53) + T3+

2143 se0% @o + 2 (Madi + Iy, ) cos? @] G1+

l2
[m5 (53 + 2b3 cos? q2> + 2I5,, sen? (g2 + q3) +

1

2

2 (msd3 + Isyy) cos? (g2 + ¢3)] G1—
2misdsbs cos gz cos (g2 + q3) Gi+

3 [malsdy cos gy + mslsbs sen ga] §o

1 . .
—§m5d513 sen (g2 + q3) (G2 + G3) +

2 (142 s€11 g2 €08 Ga — (Myd + I4y,) sen go cos ga+
msb? sen gz cos qa] ¢1Go + 2 [I5gq sen (g2 + g3) cos (g2 + q3) —

(msd2 + Isyy) sen (g2 + g3) cos (g2 + ¢3)] ¢1 (G2 + g3) +

2msdsbs sen (2q2 + g3) ¢1G2 + 2msdsbs cos ga sen (g2 + q3) G1gs+

1 . 1 . ) ..
5 [misl3bs cos ga — mylsdy sen ga] ¢3 — §m5d5l3 cos (g2 + ¢3) (45 + 45 + 2G243)
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d o 1
EQ_%L = 5 [m4l3d4 COS Yy + msl3bs sen go

. 1
—mdslssen (g2 + g3)] §1 + §m3r§ + m4di +1,.. + m5b§+

m5d§ + ]5zz — m5d5b5 COS Q3] QQ+
(ms (d2 — dsbs cos q3) + I..) G+

1 ..
5 [m5l3b5 cos g2 — Mmylzdy sen CI2] q192—

1 L. .
§m5d5l3 cos (q2 + q3) 41 (42 + G3) +

1 .. )
5 [ms52d5bs sen gs] §2qs + msdsbs sen CI3Q§

o, 1 j
@8—(‘}311 — _§m5d5l3 sen (g2 + q3) G+

[ms (d§ — dsbs cos q3) + Is..] Go + [m;,d% + Is..] Gs—

1 .. ) ..
§m5d513 cos (g2 + q3) ¢1 (G2 + ¢3) + msdsbs sen gsgags

aL:

Calculamos también
dq;

0 1
— L = = [2],, sen g2 €08 @a + 2 (mydi + I4y,)
(‘3Q2 2

€08 @2 + I5zz sen (g2 + g3) cos (g2 + ¢3)] C_ﬁ—

[(msd2 + I5yy) sen (g2 + g3) cos (g2 + ¢3) + msb? sen ga cos o] ¢
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L, 1 S
+ [msdsbs sen (2g2 + q3)] 47 — 5Msdsls cos (g2 + q3) 41 (G2 + G3)

+— [m5l3bs cos ga — madals sen go] ¢1¢2

N =

—1mygdy cos ga — msgly cos g + msg (ds cos (q2 + ¢3))

0
L= [520 sen (g2 + g3) cos (g2 + q3) —
q3

(msd2 + Isy,) sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] 42
1 .. .
—§m5d5l3 cos (g2 + q3) ¢1 (42 + d3) +

msdsbs cos ga sen (g2 + g3) 4f — ms (G2 + ¢3) Gadsbs cos g3

+msgds cos g3

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.q) ¢+glqg) =1

donde
D1y (C]) Dy (C]) D3 (Q)
D (C]) =1 Da(q) Daxn(q) Ds3 (q)
D31 (q) Dsa2(q) msdz + Is..

1 m 12 myl?
D11 (q) = 3 {mlr% + mara + 73 (r§ + 53) + ; 3}

+I4a:a: sen2 2 + (m4d?1 + I4yy) COS2 2
l2
+ms (ZS + b2 (cos? qz)>

+I5,.: sen? (g2 +q3) + (m5d§ + Isyy) cos? (g2 + g3)

—2msdsbs cos gz cos (g2 + q3)
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Dy, (Q) = Dy (Q) =
1

1
5 [mylsdy cos py + mslsbs sen go] — §m5d513 sen (g2 + q3)

1
Dy (q) = §m3r§ + mydi + I, + msbi + msd2
+15,., — msdsbs cos g3

1
D13 (q) = Dz (q) = —5Msdsls sen (g2 + a3)
D3 (q) = D32 (q) = ms (d§ — dsbs cos g3 + ]5,2,2)

Cn (q, Q) Ciz (CL Q) Cs1 (q, C])
C(q,q) = || Coaa(q,4) Canlq,q) msdsbssen gsgs
CY31 (qa Q) 032 (q7 q) ff?“’icf3
Cii(q,4) = [rrie—1+
2 [ 1422 s€1 o COS G + Msb? sen ga 08 G2] Go
—2 (myd3 + I4,,) sen g cos gago
+2 [I540 sen (g2 + q3) cos (g2 + g3)] (g2 + d3)

—2 (msd? + I5yy) sen (g2 + q3) cos (g2 + g3) (g2 + d3)

+2misdsbs [sen (2g2 + q3) G2 + cos g2 sen (g2 + q3) G3]
. 1 .
Ca (Q7 CI) = 5 [m5l3b5 cos g2 — Mmyl3dy sen Q2] q2
— [Tz s€1 G2 €OS @2 + (Myd + I4yy) €OS 2] G1—
1 , .
§I5acz — msds — I5y, | sen (q2 + g3) cos (g2 + q3) | ¢

— [msb2 sen go cos ga] ¢1 — [Msdsbs sen (2q2 + q3)] ¢
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) 1 .
Cia (Qa C]) = 5 [m5l3b5 cos ga — Mmylzdy sen 612] o))
1 . .
—§m5d5l3 cos (g2 + q3) (G2 + Gs3)

C (¢, 4) = frrie—2 + [msdsbs sen gs] gs—

1 .
5 [m5l3b5 COS g — m4d413 Sen QQ] g1

Cs1 (¢, 4) = — [Isuw sen (g2 + q3) cos (q2 + g3)] i+
[(msdE + Isyy) sen (g2 + qs) cos (g2 + g3)] d1—

msdsbs cos g2 sen (g2 + q3) ¢a

Cs2 (g, ¢) = msdsbs sen qsds + msdsbs cos gs (42 + gs)

) 1 ) )
Cis(q,4) = —§m5d513 cos (g2 + q3) (G2 + Gs3)

0

g (q) = || magdscos gy + msg (dycosga — ds cos (g2 + q3))
—msgds cos g3
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Figura 12.7: Manipulador Cincinnati Milacron T3”.

12.7. Manipulador Cincinnati Milacron T3

Considere el manipulador Cincinati Milacron T® representado en la figura Fig.
12.7.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

q1 = $P1, G2 ‘= P9, 43 1= P3, 4 = Py, (5 = Ps

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde T;,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tmi = Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c,i,—Oy VO)
1 1
Tmi,O = §mi HV0H2, Tmi,rot—O = 5 (W, ]i,Ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de coordenadas con el
origen en el punto O. Vector v,,,, ..o es la velocidad del centro de inercia con
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respecto a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O y vq es la
velocidad de el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O +my (le—c.i.—07 VO) =
1 myr? mar?

_ T2 11y 1l .o

Tml,rotf[) — _901 - q

2 2 4 M

Tmz = 4Lmo,0 + ng,rot—O + mao (sz—c.i.—07 VO) - ng,rot—O -
. T .
1 ¥1 8CN1 Pg I2a:a: 0 0 ¥1 8€C1 P2
. 2 .
5 | Preoses 0 mads+Iay, 0 prcospy | =
9272 0 0 m2d§+12zz ()bQ

1 . ) .
= [I222GF sen® qo + (mad3 + Ioyy) ¢F cos? go + (mads + Iz..) 43
2

Tm3 = Tma,O + Tm3,r0t—0 + ma (Vm3—c-i-_0’ VO) -

1 . .
3 (13 (cos® ,) T + B3] +

1 ]3zz 0 0
§W:;I— 0 mad3 + I3y, 0 w3 + mgag by =
0 0 mgdg + Igzz

1 . )
5ms (13 cos” gt + 13d3) +
1 ;
3 (L322 8en? (g2 + q3) + (mad3 + I3,,) cos® (g2 + q3)] ¢3+

1 ) )

9 (mad3 + Is..) (4o + d3)° —
mg [dsly cos gz cos (g2 + qs) 47 + dsly cos g3 (g2 + ds) G2

donde .
prsen (g + ¢s)
W = | $1008 (2 + )
Py + 3
¢1dzsen @y cos (o, + 03) + (Pg + P3) ds cos @) sen (9, + ©3)
az = — (P9 + ¢3) 6?3 COS.(% + ©3)

p1d3 cos @y cos (902 + 303) - (302 + 903) ds sen ¢, sen (‘Pz + 903)

—Pqly COS Py Sen Py — Pqly sen Y, cos Py
b3 = ¢2l2 COS g
—{1ly cos py COS Py + Pyla sen @y sen p,
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Tm4 = 4Lmy,0 + Tm4,rot70 + my (Vm4fc.i.707 VO)

1 . .
= §m4 [lg (0052 @2) 30% + l%‘ﬂg} +

1 I4:r:r 0 0
§W4T 0 [m4 (l3+d4)2 —|—I4yy} 0 Wy + m4aIb4 =
0 0 [m4 (l3+d4)2 +I4zz]

1 . 1
§m4l§q§ + 3 [z sen? (g2 + q3) +
(ma (I3 + da)? + Luyy) cos® (g2 + ¢3)] @+
1 .
My 5[% COS2 g — (lg + d4) lg COS @2 COS ((]2 + Q3) q%‘i‘

1 .. .
5141-:[: 2sen (g2 + ¢3) quda + 43] +
[(m4 (Is + da)? + 1422)] (4o +ds)” —

[my (I3 + da) lo cos q3] (G2 + d3) ¢o

N —

donde
¢y sen 9y + @3) + ¢4
Wy = @1 cos (pq + 3)
Py + 3

¢1 (I3 + da) sen p; cos (pg + ¢3)
|+ (P2 + 23) (I3 + dy) cos @y sen (gq + @3) |
ay = [— (¢a + ¢3) (I3 + ds) cos (pg + ¢3)]
@1 (I3 + dy) cos ¢y cos (pg + ¢©3)
| — (g + @P3) (I3 + da) sen py sen (py + @3) |

—Pyla cos g sen Y, — Yyl sen g, cos p,
b4 = 9'02l2 COS Py
— 1l cos py COS Py + Pyla sen py sen g,

7:[ms, = Tms,O + Tm5,r0t—0 + ms (Vms—c.i.—07 VO) =
3™Ms (3 [(I3 + 1a) cos (9, + @) — L cosp,]” +
P3l3 + (‘P% + @3+ 2%@3) (Is + 54)2 sen” (p, + 903)] -

1 L .
5Ms 209 (g + P3) 12 (I3 + 14) sen g sen (g + @3)] +

L || B 0 0
§W;— 0 m5d§ + ]5yy 0 W5 + m5a5Tb5 =
0 0 msd2 + I,
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—m5 [[ I3 + 1y) cos (ga + q3) — I3 cos qg] q; ] + —msl3ga+

2
3 (520 sen® (g2 + g3 + g5) + (msd2 + I5yy) cos? (qa + g3 + g5)] ¢ —
ms [ds cos {qg + g3+ q5)] [(Is + 14) cos (g2 + q3) — 2 cos ga] G2+
5™Ms (13 + 1s)? sen? (g2 + g3) ] (do + d3)° —

ms [ly (I3 + 1s) sen gz sen (g2 + g3)] (42 + d3) Go+
[m5d§ + I5zz] . . N2 . . . .
———— (42 + G3 + d5)" + ms [dsla cos (g3 + g5)] (G2 + d3 + d5) d2—
ms [ds (I3 + 14) cos (g5)] (¢2 + d3 + d5) (G2 + G3)

donde
@y sen (¢q + @3 + @)
w5 = | @108 (py + 03+ ©5)
Py + @3+ @5
—pyds sen p; cos (g + 3 + ©5) —
(¢a + 3 + ¥5) ds cos iy sen (g, + 3 + ©5)
as = (¢2 + 3 + 5) ds cos (pg + @3 + ¥5)
—p1ds cos @q cos (py + @3 + ) +
(9o + 3 + ¢5) ds sen gy sen (py + @3 + )

—Pla cos py sen @, + (Pg + ¢3) (I3 + Ls) cos py sen (¢, + ¢3) +

@y sen @y (I3 + 1g) cos (pq + @3) — I3 cos py)

bs = Pola cos g — (Py + ¢3) (I3 + 14) cos (¢y + ©3)
Pala sen @y sen py — (P + ¢3) (I3 + 1s) sen @y sen (g + @3) +

@1 cos py (I3 + 1s) cos (92 + ¢3) — l2 cos @)

La energfa potencial V' es

4
V = Z Vings Viny = const

=1

Vi, = Mag (dg sen pq, + const) = magds (sen ga + const)

Ving = msg (—dssen (i, + @3) + la sen s, + const) =
mag (—dzsen (g2 + ¢3) + sen g, + const)

Ving = mag (— (Is + dy) sen (p, + @4) + lasen @, + const) =
mag (— (Is + dg) sen (g2 + q3) + l2 sen ga + const)

381
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Vins = msg [— (I3 + 14) sen (p, + @3) +
lysen @, + ds sen (¢y + 5 + @5) + const] =
msg [— (I3 + 14) sen (ga + q3) + 2 sen o+
ds sen (g2 + q3 + g5) + const]

lo que da

V' = magds sen gz + mzg (—dzsen (g2 + g3) + l2sen ga) +
mag (— (I3 + dy) sen (¢2 + q3) + la sen go) +
msg [— (I3 + la) sen (g2 + q3) +
losen o + dssen (g2 + g3 + g5)] + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1 — ffric—lgpl =T1— ffric—lq'l
71 es una fuerza de torsién
Qnopot,2 =T2 — ffm'cfZQb2 =T2 — ffm'cqu.Z
To es una fuerza de torsion
Qnopot,3 =T3 — ffric—?)(pg =T3 — ffm'c—3q3
T3 es una fuerza de torsién
QnopotA = T4 — ffm'cf4g04 =Ty — ffricf4q.4
74 es una fuerza de torsién
Qnopot,5 =T5 — ffm'cf5§05 =T5 — ffm'cf5Q5
T5 es una fuerza de torsion

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0

A L — L= nopot,is © =1,...,9

dt 8ql 8qz Q pot, !

L=T-V
Calculando 5% L obtenemos
qi

iL = |=myr? + lopp sen® o+
Bl 2 o

(mad3 + Iay,) cos? gz + mgl3 cos? qo) G+
L5z sen? (ga + q3) + (madi + I3y,) cos? (g2 + q3) —
2madsly cos gz cos (g2 + g3)] i+

[Lyze sen? (qa + q3) + (ma (Is + dy)? + Lyyy) cos? (g2 + q3)] 1+
[my (13 cos® go — 2 (I3 + dy) l2 cos ga cos (g2 + q3)) +
ms (I3 + 14) cos (q2 + q3) — l2 cos Q2]2] 1+
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540 se0? (g2 + g3 + q5) + (msdz + Isyy) cos? (g2 + g3 + g5)] ¢1—
2my [ds cos (¢2 + g3 + g5)] [(Is + 1y) cos (q2 + q3) — l2 cos ga] d1+
[I4a::c sen (QQ + Q3)] q4

0 .
—L = [mad3 + Li.. + [m3 + ma + ms) 3] o+

i :
[m3d§ + 5o + g (I3 + dy)” + Lozt
ms (s + 1) sen? (g2 + g3)] (d2 + d3) —

[madsly cos gs + my (I3 + dy) I3 cos g3+
msly (I3 + 1s) sen ga sen (g2 + g3)] (242 + 43) +

[msd2 + Is..) (G2 + ds + d5) + ms [dslz cos (g3 + ¢5)] (242 + 43 + G5) —

ms [ds (I3 + 14) cos (¢5)] (242 + 243 + ds)

0
s L= [m3d§ + Lo+ ma (I3 + do)” + Lot
3
ms (I3 + 14)* sen? (g2 + g3)] (42 + ¢3) —
[madsls cos g3 + my (I3 + dy) I cos g3+

msly (I3 + 14) sen gz sen (g2 + ¢3)] Got+

[msdsls cos (g3 + g5)] Got
[msds + Is..] (G2 + 43 + d5) —
ms [ds (I3 + 14) cos (gs)] (242 + 243 + ¢5)

0 ) )
8—'L = Lyz [sen (¢2 + q3) ¢1 + G
44
8 2 . . .
8_'L = [msds + I5..) (o + s + ¢5) +
ds

[msdsla cos (g3 + gs)] g — ms [ds (I3 + 1s) cos (g5)] (G2 + d3)
que implica
%(%IL = %mﬂ‘% + Iy sen? go+
(mad3 + Iay,) cos? g + mgl3 cos? qo) G1+
L5z sen? (ga + q3) + (madi + I3y,) cos® (g2 + q3) —
2mgdsls cos gz cos (g2 + ¢3)] 1+
[L100 sen? (qa + qs) + ma (Is + ds)? + Ly, cos® (g2 + a3)] @+

383
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my [13 cos? o — 2 (I3 + dy) I3 cos ga cos (ga + q3)] +
ms (I3 + 14) cos (g2 + q3) — I cos QQ]Z] G1—
2mis [ds cos (q2 + g3 + q5)] [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — 2 cos qo] G1+
sz sen? (g2 + g3 + g5) + (msds + Isyy) cos® (g2 + g3 + 5) G1+
[I4a::c sen (QQ + Q3)] Q4+

2 [(Inge — mads — Iny, — m3l3) sen gz o8 Ga] G1Ga+
2 (Ig;m — mgdg — ]3yy + 143595 — My (13 + d4)2 — I4yy) .
-sen (g2 + g3) cos (g2 + q3) (Ga + 43) 1+
2madsly cos gz sen (g2 + g3) G1ds+
[2msdsla sen (2q2 4 q3)] G1G2+

2my [(Is + dy) la sen (2go + q3) — 12 sen gz cos ¢2] G1Ga+
2m [(I3 + 1y) cos (g2 + q3) — la cos o] -
(= (I3 + 1u) (¢2 + d3) sen (g2 + q3) + lasen gago) 1+
2my [(Is 4 dy) Iz cos gz sen (g2 + q3)] G1Gs+
2 ([5m: - m5d§ - I5yy) sen (C]2 + q3 + C]5) .
-cos (g2 +¢3+q5) (G2 + 3 + Gs) 1+

2mgds sen (22 + 2q3 + g5) [Is + la — Io] 1o+
2msds [(I3 + 14) sen (2g2 + 2q3 + g5)
—lysen (go + g3 + q5) COS @] G143+

2misds [(I3 + 14) sen (g2 + g3 + ¢5) cos (g2 + q3) —
lasen (g2 + g3 + g5) cos q2] G1Gs + [L4z2 OS (g2 + g3)] (G2 + d3) da

d 0 .
E_Gq' L= (mgd% + Iy, + [m3 +my + m5] l%) go+
2
[m3d§ + I3, 4 my (I3 + d4)2 + Iyt

ms (Is + 1) sen? (g2 + g3)] (G2 + Gs) —

lo [msds cos gz + my (I3 + dy) cos g3+
ms (I3 + lg) sen ga sen (g2 + q3)] (242 + §3) + [msd? + Is..) (G2 + Gs + Gs) +
ms [dsla cos (q3 + ¢5)] (242 + G5 + G5) —

ms [ds (I3 + 14) cos (gs)] (242 + 243 + Gs) +
2mss (I3 4 14)? sen (g2 + q3) cos (g2 + q3) (43 + 63 + 24ads3) +
ly (mg3ds sen gz +
(I3 + dy) [masen gs — mssen ga cos (g2 + g3)]) (2¢2 + ¢s) 43
—msly (I3 4 1s) sen (2g2 + q3) (2¢2 + d3) o+
msds (I3 + 14) sen gs (242 + 243 + §s5) 45—
ms [dsla sen (g3 + qs)] (242 + 3 + Gs) (43 + Gs)
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d 0
———L = [m3d3 + Is.. + my4 (I3 + dy)’ + Lpoot
dt 8(]3 )
ms (I + 14)” sen® (g2 + CI3)} (G2 + G3) —
[mgdng COS g3 —+ my (l3 —+ d4) lg COS g3 + m512 <l3 —+ l4) Sen gz sen (C_ZQ -+ Q3)] QQ—|—

mglads cos (qz + gs) G + msd? + I, (G2 + G3 + Gs)
msds (I3 + 14) cos g5 (24a + 23 + Gs) +
m5d5 <l3 —+ l4) Sen gs (2(]2 + 26]3 —+ Q5) Q5+

[2ms (13 + 14)? sen (g2 + g3) cos (g2 + a3)] (3 + G5 + 24245) +
(mgdsly + my (I3 + d4) ls) sen g3 — msls (I3 + 14) sen gz cos (g2 + ¢3) Gads—
[msly (I3 + 1s) sen (22 + q3)] 45 — [msdslasen (g3 + )] (43 + d5) o

d 0 . ) Ly
———L = Ly, [sen (g2 + ¢3) G1 + Ga) + [Lazaz c0s (g2 + ¢3)] (G2 + d3) ¢
dt 8Q4
d 0 9 . .
E%L = [msdz + I5..] (G2 + d3 + G5) + [msdsla cos (g3 + ¢5)] Ga—
5

msds (I3 + 1) cos g5 (G2 + §3) — msdslasen (g3 + gs) (43 + ds) Got
msds (I3 + 14) sengs (42 + Gs) s

0
dg; L

Calculamos también

0
—L =0
oq

0 )
%L = [(I2scx - m2d% - [2yy - m3l% - m4l%) Se1 g2 COS CI2] Q% + [[3m: - m3d§_
2
[I3yy + I43:3: — My (l3 + d4)2 - I4yy“ sen (QQ + Q3) COS (QQ + Q3) Q%
+ [(madsly + my (I3 + dy) I2) sen (2go + g3) — msl3 cos o sen o] G2+

ms [(13 + l4) lg sen (2(]2 + q?,) — (lg + 14)2 COS (QQ + Q3) sen (QQ + q?,)} q%—f—
Lyzz €08 (g2 + q3) Grdat
(Issa — msdz — Isyy) sen (g2 + g3 + qs) cos (g2 + g3 + g5) di +
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msds [(I3 + 14) sen (2g2 + 2q3 + q5) — lasen (22 + q3 + q5)] G2+
ms [(I5 + l4)* sen (g2 + g3) cos (g2 + a3)] (o + d3)° —
msly (I3 + 1s) sen (2g2 + g3) (G2 + ¢3) g2 — Magda cos ga+

msg (ds cos (g2 + q3) — la cos qz) + mag [(I3 + dy) cos (g2 + q3) — I3 cos o]
+msg [(Is + 1s) cos (ga + q3) — lacos ga — ds cos (g2 + g3 + q5)]

0 .
%L = (]33396 - m3d§ - [3yy) Sen (CI2 + Q3) COs <QQ + CI3) Q%—i_
3

(I4a::c — My (l3 + d4)2 - I4yy) sen (C_ZQ + Q3) COos (Q2 + Q3) Q%—i_
(madsly 4+ my (Is + dy) I3) cos gz sen (g2 + gs) 47—

ms [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — lo cos qo] (I3 + 14) sen (ga + q3) G2+
(Isgw — msd2 — Iy, ) sen (g2 + g3 + g5) cos (g2 + g3 + ¢5) 41+
msds sen (g2 + g3 + qs) [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — l2 cos qo] 3+

msds cos (g2 + q3 + q5) (I3 + 14) sen (q2 + q3) ¢ + madsly sen g3+
my (I3 + da) I sgen 3 (G2 + d3) G2 + Lage cos (qo + Q3)2@1Q4+
ms (I3 +14)" sen (g2 + g3) cos (g2 + g3) (G2 + d3)” —

msly (I3 + 14) sen ga cos (g2 + g3) (G2 + ¢3) Go—
ms [dslasen (g3 + g5)] (G2 + ds + d5) 42 + msgds cos (g2 + g3) +
mag (I3 + da) cos (¢2 + q3) +
msg [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — d5 cos (g2 + g3 + g5)]

0
—L=0
Oqa

0 .
a—%L = [(Isaw — msdZ — I5yy) sen (g2 + g3 + ¢5) cos (g2 + g3 + g5)] G5+

ms [ds sen (g2 + g3 + g5)] [(Is + 14) cos (g2 + g3) — l2 cos g2 Cﬁ—
msdsls sen (g3 + gs) (G2 + Gs + Gs) Go+
ms [ds (I + 14) sengs| (G2 + ¢s + Gs) (42 + ¢3) — msgds cos (g2 + g3 + g5)

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:
D(q) §+C(q,9) ¢+g(q) =7

donde
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D1y (C]) 0 0 D1y (Q) 0
0 Dy (q) D3 (q) 0 Das (q)
D(q) = 0 D3s(q) Dss(q) 0 D35 (q)
Dy (q) 0 0 g 0
0 Dsy (q) Dss(q) 0 msdz + I

donde :

1
D1 (q) = §m17”% + Ingp sen® go + (mad3 + Ioy,) cos? o+
mgl3 cos? ga + sz sen® (go + q3) + (mad3 + I3y,) cos? (g2 + q3)2—
2m3zdsly cos gz cos (g2 + q3) + Lyzz sen® (qa + q3) + my (I3 + dg)” +
Ly, cos? (g2 + q3) + mal3 cos? go — 2my [(I3 + dy) l2 cos gz cos (g2 + g3)] +

ms [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — I3 cos q2]2 —
2msds (I3 + 14) cos (g2 + g3) cos (g2 + g3 + g5)
2m [dsly cos gz cos (g2 + q3 + q5)] + Isew sen? (g2 + g3 + q5) +
<m5d§ + I5yy> cos® (2 4+ a3+ ¢5)

Dy (q) = Lygzsen (¢2 + g3)

Doy (q) = madj + Ly + [m3 + my + ms] 13 + msd3 + L5,
+my (I3 + d4)2 + Ly +ms5 (I3 + 14)2 sen® (q2 + q3) —
2y [mads cos gz + my (I3 + dy) cos g3 —

2msls (I3 + 14) sen go sen (qa + q3) + msd? + Is..
+2msdsla cos (g3 + g5) — 2misds (I3 + 14) cos (gs)

D3y (q) = mad3 + Is.. +my (I3 + 6154)2 + Iyt
ms (I + 1s)” sen® (g2 + ¢3) —
lo [mads cos g3 4 my (I3 4 dy) cos qs] —
msla (I3 + la) sen gz sen (g2 + g3) — 2msds (I3 + la) cos (¢5) +
[m5d§ —+ I5zz] + ms [d5l2 COSs (Q3 + q5)]

Dss (q) = msd? + I5,. + msdsly cos (g3 + g5) —
msds (I3 + 14) cos (gs)
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Do (q) = mad2 + Is.. +ma (I3 + dy)® + Lyt
ms (I3 + 13)? sen? (qo + q3) — madsly cos gs—
my (I3 4 dy) Iz cos g3 — msly (I3 + 14) sen g sen (g2 + q3) +
mslads cos (g3 + gs) + msdz + Is.. — 2msds (I3 + 14) cos gs

D33 (q) = madi + I5.. +ma (I3 + d4)2 + Lyt
ms (I + l4)2 sen? (g2 +q3) + [m5d§ + I5..]
—2ms [ds (I3 + [4) cos gs]

D53 (q) = msds + Is.. — msds (I3 + Lg) cos gs

D14 (q) = Lyzzsen (q2 + g3)

D5 (q) = m5d§ + I5.. + msdsla cos (g3 + gs5) — msds (I3 + 1s) cos gs

Dss (q) = msdi + Is.. — msds (I3 + 14) cos s

C1(q,9) 0 0 C4(q,q) 0
Cn (Qa C]) Cay (Q7 Q) Ca3 ((]7 Q) Coy <Qa C_I) Cos (Q7 Q)
C (q, Q) = || Cs1 (Qa Q) Cso (q, q) Css ((17 Q) Cs4 (q, CJ) Css (q, q)
C’41 (Qa Q) 0 0 ffmc—4 0
Cs1(q,4) Cs2(q,4) Css(q,q) 0 Css (4, 9)

C11(q,4) = frrie—1 + 2[(I2ge — mad3 — Loy, — msl3) sen gz cos go] Go+
2 [(I300 — mad3 — ]Syy) sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] (42 + g¢3) +
2 [—my (I3 4 ds)" sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] (2 + ¢3) +

2 [(Lazw — Iayy) sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] (G2 + G3) +
2mgdsly cos ga sen (g2 + q3) §s + [2madsly sen (2g2 + 3)] Go+
2my (I3 + dy) la sen (2go + q3) — 13 sen gz cos ¢2] Go+
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2ms [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — 2 cos g2] X
[— (I3 + la) sen (g2 + ¢3)] (G2 + G3) + lasen gago
2my [(I3 + ds) Iy cos ga sen (g2 + ¢3)] 43 + [2 (Isze — msds — Isy)]

sen (g2 + g3 + ¢s5) cos (q2 + g3 + ¢5) (42 + ¢s + ds) +
2msds sen (2g2 + 2g3 + gs) [l3 + 1[4 — 2] go+
2msds [(I3 + 14) sen (2q2 + 2q3 + g5)] 43—
2msds [ly sen (g2 + g3 + q5) cos q2] (s + d5)
+2msds [(I13 + 14) sen (go + g3 + g5) cos (g2 + ¢3)] G5

X

C121 <Q7 q) - [(_IZTI + deg + ]2yy) S€1 g COS q2] Q1
[(m3l3 + mal3) sen gs cos %] 1
[([3yy - I3:cx + deg + my (ZS + d4> + ]4yy - lex” X

[sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] 1 —
[my (I3 + dy) losen (2¢2 + q3)] ¢1—
[madsls sen (2q2 + q3) — msl3 cos qa sen qs] G1—
ms [(I3 + ls) lasen (2o + q3)] ¢+

ms [(I3 + 1s)? cos (g2 + g3) sen (g2 + q3)] G1—
[sen (g2 + g3 + g5) cos (g2 + g3 + g5)] X
[(]Emcx - m5d§ - I5yy)] Qi—
m5d5 [(lg + l4) sen (2(]2 + 26]3 + Q5)] QH—
m5d5 Ug sen (2(]2 + qs + q5)] ql

Cs1(q,q) = —sen (g2 + ¢3) cos (g2 + q3) [L3ee — Mads — Isyy] G1—
[—743:3: —my (I3 + d4)2 — I4yy} sen (g2 + g3) cos (¢2 + q3) G1—
[madsly + my (I3 + dy) lo] cos ga sen (g2 + q3) ¢1+
ms (I3 + 1) sen (g2 + g3)] [(Is + la) cos (g2 + g3) — l2 cos go] 1 —

[I52z — m5d§ — L5y sen (g2 + g3 + q5) cos (g2 + g3 + ¢5) G1—
ms [ds sen (g2 + g3 + g5)] [(I3 + 1s) cos (g2 + q3) — 2 cos g2] G1—
ms [ds cos (g2 + g3 + ¢s)] (Is + 1s) sen (g2 + g3) ¢

C’41 (Q7 Q) = I4xz COs (QQ + Q3) (qQ + q3)

Cs (CLQ) = - [(I5m - m5d§ - I5yy)] X
[sen (g2 + g3 + g5) cos (g2 + g3 + q5)] 41—
ms [ds sen (g2 + g3 + g5)] X [(I3 + 14) cos (g2 + q3) — lacos 2] ¢
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Co (Q7 C]) = ffm'cf2 + [m5 (lg + l4)2} X
[sen (g2 + ¢3) cos (g2 + q3)] (G2 + 243) — msla (I3 + 14) sen (2¢2 + ¢3) (42)

Cas(q,q) = — [masdsla sen gz + my (I3 + dy) la sen gs] (Go + 43) +
[sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] x [ms (I3 + l4)2} Go—
[msla (Is 4 1s) sen (2g2 + g3)] g2 + [msdslasen (g3 + ¢5)] da+
ms [lg (lg -+ l4) sen go Cos (QQ + Q3)] (QQ + Q3)

Cs2 (q,4) = ms [dslysen (g3 + ¢5)] G2
—ms [ds (I3 + 14) sen gs) (¢2 + g3 + ds)

C3(q,q) = lz [madz sen g3 + (I3 + ds) mysen g3] (242 + G3) —
msly (I3 + dy) sen go cos (q2 + q3) (2G2 + G3) —
ms [dsly sen (g3 + q5)] (242 + 43 + ¢s) +
[m5 (Is + 14)2 sen (g2 + g3) cos (g2 + QB)] 3

Cs33(q,q) = frrie—s + [sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] ¥
[ms (I3 + 11)°] (G5 + 22) + [(madsly + ma (I3 + dy) I2) sen gs] do—
[msls (I + 1s) sen gz cos (g2 + ¢3)] ¢2

Cs3 (¢, 4) = —ms [ds (I3 + 1) sen gs] (G2 + ¢3 + ds)
Ch4 (¢, 4) = Lsgz cos (q2 + q3) (¢2 + d3)
C24(q,q) = — L4z cos (g2 + q3) @1

C134 <Q7 q) = _]49696 COoS (QQ + CI3) QI

Cas (q,4) = msds (I3 + 1) sen gs (242 + 243 + ¢5) —
ms [dslosen (g3 + gs)] (242 + 43 + ds)

Cs5 (¢, 4) = ms [ds (Is + 1) sen gs] (2¢2 + 243 + ¢5)
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Cs5 (¢, 4) = frrie—s +ms [ds (I3 + l4) sengs| (¢2 + ¢3)

0 T1

92 (q) T2

9(q) = 9 (q) , T=| T3
0 T4

—msgds cos (g2 + g3 + gs) T5

g2 (q) = —magdy cos gz + mag (d3 cos (g2 + q3) — l2cos ga) +
mag ((I3 + dy) cos (g2 + q3) — I cos q2) +
msg [(Is + 14) cos (g2 + q3) — I cos ga] —
msg [ds cos (g2 + g3 + g5)]

93 (q) = m3gds cos (qa + q3) + myg (I3 + dy) cos (¢2 + q3) +
msg (I3 + 1a) cos (g2 + q3) — ds cos (g2 + g3 + g5)]
12.8. Motor CD, Tren de Engranaje y Carga

Considere el siguiente sistema de Motor CD, Tren de Engranaje y Carga rep-

resentado en la figura Fig. 12.08.

I‘M_Y

I|.ﬁ

- b
Motor de CD
. \ A
— | >>
Cyllinalr 1 \T/
Cylindr 2 )
T-torgue

Figura 12.8: Motor CD, tren de engranaje y carga.
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Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

q1 ::/i1a7q2 3:/i27,Q3 =

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

4
T=T.+Y T,

i=1

donde T’
~+m, puede ser calculada utilizando la férmula de Koéenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c.i.—Ov VO)

Tmi,O = §mi HV()H27 Tmi,rotfo = 5 (W, Ii,Ow)
I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de coordenadas con el
origen en el punto O. v,,,_.; _o es la velocidad del centro de inercia con respecto
a el sistema de coordenadas con el origen en el punto O y vq es la velocidad
de el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

L., Ly, A T o
T, = ?1@% + 7223 — iy = §L1Q% + §L2q§ — g2
[ €s una constante

Tm1 = Tml,O + Tml,rotfo +my (lefc.i.f()a VO)
Tmgr? ., 1

5 5 ¥ :Zmﬂ”%él%

- Tml,rot—O -

ng = Tmz,O + Tmz,rot*O —+2— ma (lefﬁi-*o’ VO)
1 mors . 1 )
5 5 2Q02 = Zm2r%q§

= ng,rotfo =

ng = ng,O + Tm3,7‘0t—0 + ms3 (Vmg—c.i.—07 VO)
2,22
L mgry ryp 1 212
= ng,rot—() =3 > = —Mmarsqs
2 2 r3 4

Tm4 - Tm4,0 + Tm4,rot—0 + My (Vm4—c.z'.—07 VO)

2,922 2.2
o B 1myryrsp B 1m T47‘2q.2
— Lmy,rot—0 — 5 — 14
: 2 2 2 472"



12.8. MOTOR CD, TREN DE ENGRANAJE Y CARGA 393

La energfa potencial V' es

4
V=Vi+ 3 Vi,

=1

V=0

Vin, = const, V,,, = const
Ving = const, V,,, = const

lo que da V' = const.Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes
férmulas

Qnopotn = U — Riiy = u — Riqg1, u es el voltaje aplicado
Qnopot.2 = —Uy — Role = —up — Rago, up es la fuerza
contra-electromotriz en voltios
Qnopot,?; = T3 — ffricf3gb3 = T3 — ffricf:sq'?,, T3 = kig = k¢
es un momento de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
N L — L= nooiv.:173
dt 8qz 8qz Q pot, !
L=T-V
Calculando 5% L obtenemos
qi
0 ) ) .
8—'L = Li¢i — Ligi — pgo
q1
0 ) )
8_’L = — gy + Lago
q2
0 1 r2r2] .
8_(]3L = 5 mlT% + mg’l“% + mgT% + m4‘;—§2 qs
que implica
d 0
GO s
dt day 191 — Hg2
d 0
L
dt aq2 /’qu + 242
d 0 1 rar2] ..

2 2 2
— L=z |myr{ + mary +mary + my——5-
dt 03 2| ! 22 52 2 o
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Calculamos también iL:
dg;
0 0 0
—L=0, —L=0, —L=0
oq 0qs 0qs

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =7

donde
L1 — M 0
—u L 0
D (CI) = . 2 1 r2r2
0 0 3 myr? + mara 4+ mars + nu%}
3
R, O 0 0 U
C(qg,4)=1] 0 Ry 0 . gl@=10]|, T=| —u

0 —k ffm'cfii 0 0

12.9. Robot Manipulador Stanford/JPL

Considere el manipulador Stanford/JLP representado en la figura Fig. 12.9.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

a1 = ¢, q2:=¥, 43 =T, q4:=Y

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde 7}, puede ser calculada utilizando la férmula de Kéenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (qu;—c.i.—Oy VO)

Tmi,O = §mz‘ ||V0||27 Tm,-,mt—o = 5 (W, L;,ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
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Figura 12.9: El manipulador Stanford/JLP.

el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = 4my,0 + Tml,rot—O + my (Vmg—c.i.—07 VO)

1 ) .
= dmy,rot—0 — §Ilzz@% = Ejlzzq%

Tmz = Lm0 + ng,rot—O + ma (Vmg—c.i.—07 VO) = ng,rot—O -
L0 || medE I, 0 0 0
5 Py 0 mods + 1y, —1Is,, o1 |+
0 0 "L, I 0
=5 (mdi+ I, ) 6
ng = 4mg3,0 + Tm3,rot—0 + mg (Vmg—c.i.—07 VO)
_ _ 1 -2 2.2
— 4mg3,0 + Tm3,rot—0 - §m3 (.’E + (:C + d3) 901) +
0\ ||, 0 o0 0
©1 0 I, O ©1
Do 0 0 I, Do

(NN I NOR I

[ms (G5 + (g5 + ds)” G3) + Is,, 7 + Is.. 3]
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1 ) .
Tm4 - Tm4,0 + Tm4,rot—0 + my (Vm4—c.i.—07 VO) = §m4 (51'2 + (l’ + l3)2 @?) +

1 py sen p, I 4., 0 0 Py SeN P,
) Dy COS Py 0 mudi+ 1y, 0 p1cospy | +
©o 0 0 mydi + I, 2
—dy cOS Py COS Pypy + dysen oy sen Py, !
my —dy COS P,y X

dy sen @, cos Pypy + dy oS 1 sen Yy,
tcosp, — (z+13) sen ¢,
0 = = (madi + 1y,,) G5 + madi+
. . 2
—&seng; — (z +13) cos ¢, ¢,
3 [I4m sen? go + my (g3 + l3)2 + (m4di + I4yy) cos? Q2} i
—miydy [cos qag143 — (g3 + I3) sen gag1 o]

Tm5 = 4ms,0 + Tm5,rot—0 + my (Vm5—c.i.—07 VO) - Tm5,0 + Tm5,7’ot—0 = =My X
— (l4 +y) cos @y cos a1 + (Iy + y) sen @, sen @y, — 7 5en @, €os P,
- (l4 + y) COS PgPy — 1 SEN Py
(I +y) sen @, cos Yapy + (I4 + ) cOS g sen Yop, — 2y COS (P COS Py
T cosp, — (x+ 13) sen gy,

+ 0
—&seny; — (z +I3) cos p ¢,
1 P1 Sen @, ! Iy, 0 0 ©1 sen @,
B} @1 €08 ¢ 0 Iy, 0 P1 Cos@y | =
) 0 0 Iy, Y2

2 [ms (g3 +13)" + I, sen® go + (m5 (ls + qa)* + I5,,,) cos® gs] G
1 . 1 . r
+§ [I5ZZ + ms (l4 + (]4)2} q% + 57715(]3 + §m5q§
—ms (ls + qa) [0S q2q1d3 — (g3 + 13) sen qaq1da) +
ms [(q3 + 13) cos Gag1 ]
La energfa potencial V' es

5
V=> V.,
i=1

1=

Vim, = const, V,,, = const, V,,, = const
Vin, = mygdysen o, = mygdysen o
Vins = msg (y + la) sen oy = msg (qa + l4) sen go

lo que da
V = mygdysen qa + msg (q4 + 14) sen gs + const
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Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l =T1— ffricflgpl =T1— ffricflq.l
71 €s una momento de torsién
Qnonpot,2 =T — ffm'c—2902 =T2 — ff'ric—2q2
T9 es una momento de torsién
Qnonpot,?) = F3 - ffricfo" = F3 - ffricf3q'3
F5 es una fuerza del movimiento horizontal
QnonpotA = F4 - ffm'cf4y = F4 - ffricf4q'4
F es una fuerza del movimiento transversal

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
I L — L= nonoi7.:174
14"~ gy = Cnomori ¢
L=T-V
Calculando B¥ L obtenemos
qi
0 )
%L = [Ilzz —+ Izyy -+ Igyy —+ mgd% + ms (Q3 -+ d3)2} q1+
1

[14,, sen® gz + my (g3 + 13)* + (mad? + I,,) cos? go] d1+
[ms (x +13)* + I, sen® o + (ms (la + @) + I5,,) cos® g du+
[(m4d4 + ms (l4 + (]4)) (Q3 + lg) sen QQ] (jg—

[(mady +ms (I4 + qa)) cos q2] 43 + ms [(g3 + [3) cos gada]

0 )
%L = [(mady (g3 + I3) +m5 (la + q4) (q3 + I3)) sen ga] 1+
2
I, +madd + 1o ) G + [Is.. +ms (la + @a)?] o
0 . )
a_q?,L = — [(mady +ms (Is + q4)) cos ga] G1 + [ms + My + m5] G3

0 ) .
8_'L = [ms (g3 + I3) cos q2] ¢1 + [ms] Ga
qa
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que implica

%%L = [[1zz + Iy, + 13, + de% +mg3 (g3 + d3)2} g1+
[I4m sen? go + my (g3 + 13)2 + (m4d421 + I4yy) cos? 6]2} g1+
[m5 (g3 + l3)2 + I, sen® gz + (m5 (ls + Q4)2 + [5yy) cos® CI2] G+
[(mady +ms (la + qa)) (g3 + [3) sen ga] Go—
[(mads +ms (la + qa)) cos qa] Gz + mss [(g3 + I3) cos ga] Gat
2 [(le —madj — I, + I5,, —ms (ls + q4)2 — I5yy) sen ¢s Cos qg] G192+
2[my (g3 +13) +ms (g3 +ds) + 2ms (g3 + I3)] drds+
2ms5 (Ls + qa) cos® go] G14a+
2 [(mady + ms (4 + q4)) sen ga] Gags+
[(mady +ms Iy + qa)) (g3 + 13) cos q2] G2

d 0 .
%@L = [(mady (g3 + I3) +ms (ls + q4) (g3 + 13)) sen ga] G+
[Ls.. + madi + Lo, + Is.. + ms (Is + @a)?] Got
[(mady (g3 + 13) + ms (Is + qa) (g3 + [3)) cos q2] G1Ga+
[(mady + ms (14 + q4)) sen o] G143+

[ms (g3 + l3) sen o] ¢1Ga + 2 [ms (Is + q4)] G2da

a@—qu = — [(mady +ms5 (Is + q4)) cos 2] G1 + [m3 + My + ms] G
+ [(mads + ms (s + g4)) sen ga] G1G2 — [ms cos ga] ¢1da
d 0 . y
aa_q‘ll/ = [m5 (q3 + l3) COS qQ] q1 + msqa—

[ms (g3 + l3) sen ga] G1G2 + [m5 cos ga] d1gs

Calculamos también iL:
0g; 5
—L =0
oq

0 .
%L = [(14105 — m4di — [4yy + I5zz — mMs (l4 + C]4)2 - [5yy) S€n g2 COS Q2} Q%+
)
[(mads +ms (ls + qa)) (g3 + 13) cos o] Gu o+
[(mady +ms (Iy + q4)) sen qa] ¢1Gs — [ms (g3 + l3) sen ga] G1Ga—
mygdy cos o — Mg (qa + l4) COS 2
0

U [ms (s + ds) + ma (g3 + Is) + ms (g3 + Is)] ¢3+

[(mady + ms (Is + qa)) sen q2] G1G2 + [ms cos o] §1da
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0
—L
dq4 5 o
[ms (la + q4)] 43 + [m5 (g3 + I3) sen ga] dudo
— [m5 COS QQ] ql(jgg — Ms5gsen gs

= [ms (la + qu) cos? go] ¢

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.q) ¢+glg) =1

donde
D11 (q) D12 (q) D3 (q) D14 (q)
|| D21(q) D22 (q) 0 0
D(q) = D31 (q) 0 ms -+ my +ms 0
D41 (q) O 0 ms

Dy (q) = L. + L, + I, + maods +ms (g3 + ds)® +
I, sen? go + my (g3 + l3)2 + (m4d421 + I4yy) cos® ga+
ms (qs +13)° + I5,. sen? gy + (ms (I + )’ + I5,,) cos? g

Doy (q) = [mada + ms (la + qa)] (g5 + I3) sen gy
D3 (q) = — (mads +ms (la + qa)) cos ga
Dy (q) = m5 (g3 + 13) cos g
Dia (q) = (mady +ms (s + q4)) (g3 + I3) sen g
Doy (q) = I, +mydi + Ly, + Is.. +ms (ls +qu)°
D13 (q) = — (mads + ms (s + qa)) cos g2

D1y (q) = ms [(g3 + [3) cos g2

Cn (qa Q) Ch2 (C], Q) 0 0
C(q.q) = Can (‘LQ:) Ca2 (q,4) 0 Coa (g, 4) .
’ Cs1(q, Q) 0 ffric—3 —2mi5 COoS Gay
Cu(q,4) Ca2(q,q) 2mscos gy frric—a
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Cui(q:4) = [rrie—1 +2 [(—7715 (I + Q4)2 - I5yy) Sen ga Cos Q2] Go+
2 [(Is,, — madi — Iy, + I5,, ) sen gz cos 2] o+
2[ma (g3 + 13) +mg (g3 + d3)] 43+
2 [ms (g3 + Is)] g3 + [2m5 (ls + qa) cos® 2] u
Ca1 (g, 4) = [ms (g3 + 13) sen qo] g4 —
[(I4,, — madi — I, + I5,,) sen gz cos gz G1—
[(=ms (ls + q1)” — I5,, ) sen gz cos 2]

Cs1(q,4) = =2[m3 (g3 + ds) +ma (g3 + 13)] 1 — 2 [ms (g5 + 13)] du

Cu (q,4) = —2ms (g3 + l3) sen gago — ms (Ly + qa) cos® gadn

Ci2(q,q) = +2 [(mady + ms (ls + q4)) sen ga] g3
+ [mady + ms (Is + qa)] (g3 + 13) cos g26o

Co2(¢,4) = frrie—2 +2[ms (la + q4)] da
Ci2(q,4) = —ms (la + q4) ¢o

Cas (q,q) = [ms (g3 + l3) sen ga] ¢

0 T1

|| magdycos gz + msg (qa + ls) cos gz ||

g <Q> - 0 , T = Fg
msg Sen gz Fy

12.10. Manipulador UNIMATE - 2000

Considere el manipulador UNIMATE - 2000 representado en la figura Fig.

12.10.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

g1 ‘= @1, G2 7= P9, 3= P3, 4= Py

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:



12.10. MANIPULADOR UNIMATE - 2000 401

Figura 12.10:

donde T,,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tmi - Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c.i.—Oy VO)

Tmi,O =7y ||V0||2, Tmi,rot—O = 7 (W, Iz',Ow)

2 2(

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,—.i.—o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O + my (le—c.i.—07 VO) =

1. 1 )
Tml,rot—O = 580% (Ilzz) = 5 (Ilzz) q%

ng = Tmz,O + ng,rot—O + Mg (sz—c.i.—07 VO) = ng,rot—O =

: T .
P Sen Py Ioes 0 0 (1 sen
3 {1 COS Py 0 mads + Iy, 0 Preospy | =
9'02 0 0 mng + I2zz 9'02

5 [I542G3 sen? o + (mad3 + Ioyy) G5 c0s? qo + (mads + Is..) 3]



402 CAPITULO 12. ALGUNOS MODELOS ELECTROMECANICOS

1
Tm3 - Tm3,0 + ng,rot—o + Mg (Vm3—c.i.—0a VO) - §m3 [l2 (COS SDQ) S01 2@2 +

, T
1 [ Prsen (ateps3) T34y 0 0 901 sen 902+<P3
B $1 08 (patp3) 0 mgdi+Isy, 0 $1 08 (pate3)
Potp3 0 0 mad3+13.. <P2+<P3
Prdz sen p; cos (pg + ¢3) + (Pg + P3) d3 cos py sen (g, + 3)
+mg — (2 + ¢3) ds cos (py + ¢3) X
p1ds cos 1 cos (py + p3) — (P2 + P3) dz sen @ sen (v, + p3)
—Pqla cOS @y sen py — pqly sen p; cos Py 1
Dyl cOS = §m3 [52 cos® Q2Q1 + l2Q2] +

—qla cos @y cos g + Pyla sen g sen p,
3 (L300 se0? (g2 + g3) + (m3d3 + I3yy) cos® (g2 + qs)] G5+
1 ) .
5 (mad3 + Is..) (4o + G3)° —
mg [dsl cos gz cos (g2 + q3) 43 + dsla cos g3 (2 + ds) Go)

Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + my (Vm4fc.i.707 VO) =

1 ) .
57 [gpf I3 cos (py + 5) — 2 cos @2]2 + @glg] +

1 ) ) ..
54 (5 + ¢35 + 20ay) 1 sen® (93 + 23) -
My [2@2 (sz + Sb3> lol3 sen py sen (902 + @3)] +
9201 sen (902 + Y3+ 904)
3 {108 (g + 03+ 0y) X

Do + D3+ P4
y - 0 0 @y sen (py + 03+ ¢y)
0 madi+ Iy, 0 108 (g + 03 +04) | +
0 0 mads + Iy, Dy + D3+ P4

—@ydgsen @, cos (py + 03+ ©0y) —
(92 + ¢5 + Py) da cos @y sen (g, + p3 + ©4)
on (92 + @5+ P4) dacos (pg + @3 + ©4)
—p1ds cos @q cos (py + 3+ py) +
(g + P35 + ¢4) dasen @y sen (g + 03 + @)
—Pyla cos @y sen @, + (¢q + P3) I3 cos @y sen (¢, + ©3)
+@q sen oy (I3 cos (py + p3) — lo cos @)
Pola cOS g — (g + P3) I3 o8 (03 + 3)
Pola sen g sen g — (Pg + ¢3) I3 sen gy sen (¢, + ¢3)
+@1 cos py (I3.cos (g + p3) — 2 cOS py)
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1 ) 1 .
= 5 [[i5 cos (g2 + q3) — Iz cos @) @] + §m4l§q§

% [Lyzesen? (ga + q3 + qa) + (madi + Iy,) cos? (2 + g3 + qu)] 3 —
My [dy cos (g2 + g3 + qa)] [I3 cos (g2 + g3) — l2 cos g G+

oM [13 sen? (g2 + q3)] (42 + d5)° —

my [lol3 sen gz sen (g2 + q3)] (G2 + ¢3) ot
% [madi + I.2] (G2 + ¢ + q'4)2 +

my [dalz cos (g3 + q4)] (G2 + g3 + Ga) Ga—

M [dalz cos (¢4)] (G2 + 43 + da) (G2 + G3)

La energia potencial V' es

4
V=> Vp,
i=1
Vin, = const

Viny = Mag (dg sen p, 4 const) = maygds (sen ga + const)
Ving = masg (—dgsen (py + ) + o sen g, + const)
= mgg (—dzsen (g2 + ¢3) + sen g, + const)
Ving = mug (—lzsen (o, + ¢3) + lasen p, + dysen (@, + 3 + ¢4) + const)
= myg (—l3sen (g2 + q3) + lasen go + dysen (q2 + g3 + q4) + const)

lo que da

V' = magds sen ga + msg (—ds sen (q2 + q3) + la sen ga)
mag [—l3sen (qo + q3) + lasen o + dysen (o + g3 + q4)] + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1 — ffric—lgpl =T1— ffric—lQl
71 es una fuerza de torsién
Qnopot,2 =T2 — ffm'cfZ(p2 =T2 — ffri072q2
7o es una fuerza de torsién
Qnopot,3 =T3 — ffric—?)(pg =T3 — ffric—3q3
T4 es una fuerza de torsién
QnopotA = T4 — ffm'cf4g04 =Ty — ffricf4q.4
T4 es una fuerza de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:
d 0 0
rn L — L= nooiv.:174
dt Oql 8% Q potyis ©
L=T-V
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0
Calculando — L obtenemos

dq;

d 2 2 2 2 .2 .

8_q1L = [I1,, + Loz sen® ga + (mad; + Loy, ) cos® g2 + mgl5 cos® qo] 1+
(L300 s€n? (g2 + q3) + (madj + I3,,) cos? (g2 + ¢3) — ,
2mzdsly cos ga cos (q2 + q3)] q1 + ma [l3 cos (q2 + q3) — I co8 qa]” ¢1+
L1ze se0® (g2 + g3 + q1) + (madi + Luyy) cos® (g2 + g3 + qu)] 1 —

2my [d4 cos (g2 + q3 + Q4)] [13 cos (g2 + q3) — la cos Q2] a1

0 .
%L = [(mad5 + L..) + [m3 + ma] 3] Go+
2
[mad3 + Is.. + +malsen® (g2 + ¢3)] (G2 + ¢s) —
[madsls cos gz + mylals sen ga sen (q2 + q3)] (242 + G3) +
[mads + Iy..) (42 + G3 + Ga) + my [dala cos (g3 + q4)] (242 + G + 44) —
my [dal3 cos (q4)] (22 + 243 + Ga)
9 2 2 a2 o
%L = [mad3 + I3.. + myl3 sen? (g2 + ¢3)] (G2 + G3) —
3
[madsls cos gz + mylals sen g sen (go + ¢3)] Got+
[madals cos (g3 + qu)] do + [mad] + 1s2.] (G2 + 43 + Ga) —
My [dals cos (q4)] (2¢2 + 2G5 + Ga)
0
s
8q4 . . .
[madala cos (g3 + qa)] G2 — may [dals cos (ga)] (G2 + d3)

= [madj + In.2) (G2 + g5 + Ga) +

que implica
%%L = [I1,, + Iozssen® @o + (mad3 + Ioyy) cos? go + msl3 cos? g g1+
L35z s€0” (g2 + q3) + (madj + Isyy) cos® (g2 + g3)
—2mgzdsly cos gz cos (q2 + q3)] G
+my I3 cos (g2 + g3) — Iz cos CI2]2 Gr1—
2my [dy cos (g2 + g3 + qa)] [I3 cos (g2 + q3) — la cos qo] G1+
[L1zz5en? (g2 + g3 + qa) + (1madi + L1yy) cos® (g2 + g3 + qa)] Gi +
2 [(IQma: — mgd% — Igyy — mgl%) Sen ga CoSs QQ] qlqg+
2 [(Isga — msdi — I3y,) sen (g2 + qs) cos (q2 + g3)] (42 + d3) G1+
2mgdsly cos gz sen (g2 + q3) d1ds + [2madsla sen (2¢2 4 q3)] G1Go+
2my (I3 cos (qa + q3) — 2 cos ga] [—13 (42 + d3) sen (g2 + q3) + 2 sen gago] ¢1+
2 [(Laga — madi — Lsyy) sen (go + g3 + qa) cos (q2 + g3 + q1)] (G2 + 43 + qu) 1+
2mydy sen (2g2 + 2q3 + qa) [Is — la] Gigo+
2mydy [I3sen (2g2 4+ 293 + q4) — lasen (g2 + g3 + q4) €0S q2] G143+
2mydy [I3sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3) — lzsen (g2 + g3 + qa) cos q2] G144



12.10. MANIPULADOR UNIMATE - 2000 405

%%L = (de% —+ IQZZ —+ [m3 —+ m4] l%) QQ+
[mads + I3, + myl3 sen? (g2 + q3)] (Go + G3) —
lo [msds cos g3 + myls sen go sen (g2 + q3)] (242 + G3) +
[mad] + Iu..] (G2 + s + Ga) + ma [dals cos (g3 + q1)] (2G2 + Gs + Ga) —
my [dals cos (qa)] (2G2 + 2G5 + Ga) +
2 [mal3 sen (g2 + q3) cos (g2 + ¢3)] (43 + 43 + 2¢2g3) +
lo [msds sen g3 — Ismy sen ga cos (g2 + q3)] (242 + G3) 43—
malals sen (2g2 + q3) (242 + §3) Go + madals sen qs (242 + 243 + G4) a—
ma [dalz sen (g3 + qa)] (22 + g3 + Ga) (43 + da)

dii.L = [mgdj + I5.. + mul3 sen® (g2 + ¢3)] (G2 + §3) —
t g3
[msdsly cos g3 + mylals sen go sen (go + q3)] G+
[malady cos (g3 + qa)] Go + [madi + L1.2) (Go + Gs + Ga) —
My [dals cos qa] (242 + 243 + §a) + ma [dals sen q4] (242 + 243 + 4a) qat+
[2m4l3 sen (g2 + gs) cos (g2 + ¢3)] (43 + G5 + 242qs) +
[madsly sen g3 — mylals sen ga cos (g2 + q3)] Gogs—
[malsls sen (2g2 + q3)] G5 — [madalz sen (g3 + qa)] (43 + Ga) G2

d 0 . . . ..
&t 90 L = [mad? + I4..] (Go + Gz + Ga) + [madyls cos (g3 + qa)] Go—
4
my [dal3 cos qa] (G2 + §3) — [madalasen (g3 + qa)] (¢3 + Ga) G+

My [dals sen qa] (G2 + §3) Ga

aL:

qi

Calculamos también
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%L = [(Tga — mads — Iy, — mal3) sen gy cos ga] G+
[(I300 — mad3 — I3yy) sen (g2 + q3) cos (g2 + ¢3)] ¢+
[madsls sen (2qs + q3) — myl3 cos qa sen ] G2+
my [lglg Sen (QQQ + Q3) — l% COSs (QQ + q?,) Sen <QQ + Q3)] q%—f—
[(Iage — madi — Luyy)sen (g2 + g3 + qa) cos (q2 + g3 + qa)| 45+
mady [I3sen (2g2 + 2q3 + q4) — lasen (2q2 + q3 + qu)] 3+
ma [13 sen (g2 + g3) cos (g2 + ¢3)] (G2 + G3)° —
my [lols sen (2g2 + q3)] (42 + 43) Go—
magds cos gz + msg (ds cos (g2 + q3) — la cos q2) +
mag [l3 cos (g2 + q3) — 2 cos gz — dycos (g2 + g3 + q4)]

0 )
8—%L = [(320 — madj — I3y,) sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] ¢+

[madsly cos ga sen (g2 + g3)] ¢7—
my [l3 cos (g2 + q3) — Iz cos g [I3sen (g2 + q3)] G+
[(Iagz — madi — Luyy)sen (g2 + g3 + qu) cos (¢2 + g3 + qu)| 45+
my [dysen (g2 + g3 + qa)] [I3 cos (g2 + g3) — Iz cos go] 7+
my [dycos (g2 + g3 + q4)] [Is sen (g2 + q3)] G2+
[msdsla sen gs] (G2 + d3) o+

my [13sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] (G2 + d3)* —
my [lalz sen gz cos (q2 + ¢3)] (G2 + ¢3) do—
my [dalzsen (g3 + qa)] (G2 + g3 + da) Got

mzgds cos (g2 + q3) 4 mag [I3 cos (g2 + q3) — dy cos (g2 + g3 + qu)]

0 .
%L = [(Lsgz — muadj — Lsyy)sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + @1)] 3+
4

my [dysen (g2 + g3 + q4)] [I3 cos (g2 + q3) — l2 cos g (ﬁ—
my [daly sen (g3 + qa)] (42 + G3 + da) Go+
my [dals sen q4) (Go + 43 + qa) (Go + 43) — magdy cos (g2 + g3 + qa)

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q,q9) ¢+g(qg)=7
donde

D11 (Q) 0 0 0
_ 0 Da(q) Da(q)  Dalq)
Dla) = 0 D33 (q) Dss(q) D34 (q)

0 Dy (q) Daz(q) madj + Iu..
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D11 (q) = L, + Iogesen? g + (mads + Iy, cos? g+
m;;l% COS2 q2 + I3a:a: sen2 (QQ + Q3) =+ (mgdg + Igyy) COS2 (C_ZQ + Q3) —
2mydsly cos gy cos (g2 + g3) + ma I3 cos (go + q3) — l2 cos ga]” —
2mydyls cos (g2 + q3) cos (g2 + q3 + qa) +
2m4 {d4l2 COS @2 COS (QQ + qs + Q4)] —+ 143;33 Sen2 (QQ + qs + Q4) —+
(m4d421 + I4yy) COSZ (Q2 + q3 + Q4)

Doy (q) = mad} + L., + [ms + my) I3 + mad3+
I, + m4l§ sen? (q2 + (]3) _ 2[2 [m3d3 cos (]3] —
2malols sen go sen (go + q3) + mad] + Lo+
2mydyly cos (g3 + qa) — 2madyls cos (qa)

D33 (q) = madi + I3, + myl3 sen® (¢a + q3) —
madsly cos g3 — mylals sen go sen (ga + q3) +
mylady cos (qs + qa) + m4di 4+ 14, — 2mydyls cos qq
Dys (q) = m4di + Iy, + mydyls cos (g3 + qa) — madyls cos qq
Das (q) = mgd3 + I3, +myl3 sen® (qa + g3) — Iz [msds cos gs] —
malals sen g sen (g2 + q3) — 2madyls cos (q4) +
[mad3 + Iy,.]) + my [dylz cos (g3 + q4)]

D33 (q) = mad3 + I5.. + mali sen® (q2 + q3) +
[mad} 4 Lsz.] — 2my [dyls cos gy

Dy3(q) = m4di + Iy, — mudyls cos gy
D4 (q) = m4di + Iy + madyls cos (g3 + qa) — madyls cos (qa)

D34 (q) - m4d421 + I4zz — m4d4l3 COS Q4

Ci (g, 49) 0 0 0
C <q q) — 021 (qv Q) 022 <Qa Q) 023 (Q7 Q) C'24 ((L Q)
’ Cs1 (g, Q) C32(q,q) Css (q, q) Cs4(q, Q)
Cu (CL Q) Cyo (q, (i) Cy3 (q, Q) Cua (CL Q)
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Ci1(q,4) = frrie—1 + 2 [(Toge — mad — Iy, — msl3) sen gs cos ¢o] g+
2 [(I340 — madi — Isy,) sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] (¢2 + ¢3) +
2msdsly cos ga sen (g2 + g3) s + [2madsly sen (2q2 + g3)] Go+

2my [l3 cos (ga + q3) — I3 cos ga] X
(=3 (G2 + ¢3) sen (g2 + q3) + Iz sen gaga] + [2 (Laze — Mad] — Luyy)] X
[sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + qa)] (G2 + 43 + Ga) +
2mydysen (2qo + 2q3 + qa) [(I3 — l2) G2 + I3qs] —
2mydy sen (g2 + q3 + qu) [I2 (g3 + 4a) cos gz + cos (g2 + q3) qa]

Ca1 (¢, 4) = [(—Towe +mad + Iy,) sen g cos ga] ¢1+
[m3lZ sen gs cos qa] G1+
[Ty — Isaw + msd3] [sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] 1 —
[madsls sen (2qs + q3) — myl3 cos gz sen qs] G1—
my [l3la sen (22 4 g3)] g1 + may [13 cos (g2 + g3) sen (g2 + ¢3)] i —
[sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + qu)] [(Lazw — madi — Tuyy)| dn
—mydy (I3 + l2) [sen (2¢2 + 2g3 + q4)] G

C1(q,G) = — L300 — madj — I3yy] [sen (g2 + g3) cos (g2 + ¢3)] G1—
madsly [cos gz sen (g2 + q3)] ¢1+
m4l3 sen (QQ + q?,) Ug COS (QQ -+ Q3) — l2 COS QQ] ql—
L4ze — madi — Iuyy) [sen (g2 + g3 + q1) cos (g2 + g3 + qa)] 1 —
mydysen (g2 + g3 + qa) [Is cos (g2 + q3) — la cos ga] 1 —
mydals cos (ga + g3 + qa) sen (ga + q3) ¢1

Cu1(q,4) = — (T1ge — madi — Luyy) [sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + qa)| 1 —
mady sen (g2 + q3 + qa) [l cos (g2 + q3) — 2 cos g2] ¢

C22(4,G) = frrie—2 + mal3 [sen (g2 + g3) cos (g2 + g3)] (42 + 243) —
malals sen (2¢2 + g3) (¢2)

Csy (q,4) = — [madslysen gs] (g2 + d3) +
mal3 [sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] Ga—
mylals ([sen (22 + g3)] o + [sen gz cos (g2 + q3)] (G2 + G3)) +
[madylssen (g3 + qa)] g2

Ci2 (q,q) = ma [dalysen (g3 + qa)] G2
—mmy [dals sen qq] (G2 + ¢s + da)
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Cas (g, q) = malads [sen gs] (242 + g3) —
malsls [sen go cos (g2 + q3)] (242 + ¢3) —
my [daly sen (g3 + qa)] (2G2 + G3 + Ga)
+myl? [sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] 43

Cs3(q,4) = frrie—s + mal3 [sen (g2 + g3) cos (g2 + gs)] (45 + 2¢a) +
mgdglg [Sen q?,] ng — m4l2l3 [sen @2 COS (QQ + q?,)] ng

Cu3 (q,q) = —madals [sen g4 (G2 + G5 + Ga)

Co4 (¢, ¢) = muadals sen qq (242 + 243 + ¢a) —
my [dala sen (g3 + qa)] (242 + 43 + da)

Cs4 (¢, 4) = my [dals sen qa] (242 + 243 + ¢a)

Cus (C], Q) = ffric—4 + my [d4l3 sen C.I4] (Cb + CZ3)

g1 ECI§ T1

_ || 92\4 |l T2

9(q) = g5 (q) ||’ T = T3
94 (q) T4

91(q) =0
g2 (q) = —magds cos gz + mag (dz cos (g2 + q3) — la cos g2) +
mag [l3 cos (g2 + q3) — la oS qa] — mug [da cos (¢2 + q3 + qu)]
93 (q) = magds cos (g2 + q3) + mag [l3 cos (g2 + g3) — dacos (g2 + g3 + q4)]
91 (q) = —magdy cos (g2 + q3 + qu)

12.11. Robot Manipulador con Base Girato-
ria

Considere el manipulador con rotacién de la base de tres grados de libertad
representado en la figura Fig. 12.11.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

q1 =¥, G2 =T, ({3:= Py

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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Figura 12.11:

donde T}, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rotfo + 2mz (Vmifc.i.707 VO)

Tmi,O = §mi ||V0||2, Tm,-,rot—o = 5 (w, ]i,Ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i_o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = Tml,O + Tm1,rot70 +my (Vm2*0~i-*07 VO) -

1 ) 1 )
Tml,o = §Ilzz(p% = §Ilzzq%
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1 ) .
Tmz - ng,() + ng,rot—() + mo (Vmg—c.i.—07 VO) - §m2 (:1:2%0? + 1'2) +

(1 sen g, i Is . 0 0 (p1 Sen g,
1 . 2 .
5 | prcosey 0 mady+1y, 20 (p1Cospy | +
Po 0 0 mady+1s.. Po
(p1da COS Y] COS Pg—(Poda SEN (1 SEN Py ’ —(1T sen 1+ Cos P
ma (pada COS Py 0
—p1dg Sen g CoS Yg—Pada COS (1 SEN Py —(P1Z COS (P —T Sen Y

1 . ) )
=3 [ 12,43 sen? g3 + (mad3 + Is,,) 4F cos® g3 + (mods + o) ¢3] +

1 ) ) .. ..
372 (3d2 + ¢2) + ma [q1Gada cos g3 + G1G3qads sen g3

La energfa potencial V' es

2
V= Z Vini
i=1
Vin, = const, V,,, = mgdysen @, = mgds sen qs

lo que da
V' = mgds sen g3 + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l =T1 — ffm'c—1901 =T1— fffric—lQl
71 es una fuerza de torsion
Qnonpot,2 = F2 - ffric—Qy = FZ - ffric—2q2
F5 es una fuerza del movimiento horizontal
Qnonpot,3 =T3 — ffricf3§02 =T33 — ffricf3Q3
T3 es una fuerza de torsion

Basados en las expresiones para 7'y V., podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
- L — L= nonoia‘zla
a4, " g = Gromoris 1=1,3
L=T-V
Calculando a0 L obtenemos
0

%L = [I1.. + I, sen® g3 + (mad3 + I, ) cos® g3 + mag3| di+
1

[mads cos 3] Ga + [Mmagada sen gs] §s
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0 . .
(9—'L = [mady cos 3] ¢1 + mage
q2

9, . .
%L = [magady sen gs| ¢1 + [m2d% + IQZZ] qs3
3
que implica
d 0 .
%%L = [I1.. + I5,, sen? g3 + (mad} + I, ) cos® g3 + maq3 | 41+
1
[madsy cos g3| Gz + [magads sen gs] Gz+
2 [(12,, — mad3 — I,,) sen gs cos gs] q1gs+
[magads cos g3] 45 + [2maqs] dida

d 0
%8—%[/ = [mads cos 3] g1 + Maga — [Mada sen gs] G143

d 0 . .
Ea_qu = [magads sen gs| g1 + [mad3 + I, G3+
[magads cos g3 G1ds + [mada sen gs| ¢1¢o

0
a0 L:

Calculamos también

0
—L=0
oq

d . .
90 L = magag? + [mads sen gs] g1ds
a2
a .
—L = [(I2,, — mad} — I,,) sen g3 cos g3 ¢i—

g3
[mady sen qs] ¢4z + [Mma2gads cos gs] G1gs — mgds cos g3

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =1

donde
D11 (q) [mads cos gs]  [magads sen g3
D (q) = [m2d2 COS Q3] mo 0
[mQC]QdQ sen Q3] 0 de% + IQZZ

Dy (q) = [[122 + (m2d§ + [2yy) cos® %} G+ [[2M sen” g3 + maqi} ¢
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Cia ((L ‘i) 0 Maqads COS q3qs3
C (q, CJ) = ffm'c—2 —mads sen ¢3¢,
Cs (qv Q) 2mads sen gzqy ff'r'ic—3

2 [(I,, — Iz,,) sen gz cos gs] 43 + 2magago

Cs1(q,4) = — [(Izm - Izyy) Sen g3 Cos CI3} G+ [m2d§ Sen g3 Cos CI3} ¢

0 T1
g (Q) = 0 , T = F2
—mgds cos q3 T3

12.12. Robot Cilindrico con Resorte

Considere el robot cilindrico con resorte" representado en la figura Fig. 12.12.

Figura 12.12:

Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

Q1 =9, @2 =Y, §3: =T

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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donde 7}, puede ser calculada utilizando la férmula de Kéenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c.i.—Ov VO)

Tmi,O = zm; HV()H27 Tmi,rotfo - (w, I’L',Ow)

2 2
I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i—o es la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = 4Lm,0 + Tml,rot—O +my (sz—c.z'.—07 VO)

= dmy,rot—0 — §I1yy¢?2 = Ejlyyq%

Tmz = 4Lmo,0 + ng,rot—O + mao (sz—c.z'.—07 VO)
_ _ 2 2
= Lmg,rot—0 = 51—2@0 = §]2yyql

ng — 4mgs,0 + Tm3,rot—0 +ms3 (Vmg—c.z'.—07 VO)

— _ -2
— 4mg3,0 + Tm3,7"ot—0 - §m3y +
T

N L. 0 0 0
sl | |0 5, ol e]=
0 0 0 I 0
5 [msd3 + Is,,G7]
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + my (Vm4fc.i.707 VO) =0

La masa del resorte my se considera despreciable.

Tm5 - m51,0 + Tm5,rot—0 + ms (Vm5—c.z'.—07 VO)
= §m5 (y2 + .jf2 + m5x2gb2) +
(O B 00 0
3 ) 0 I, O o | =
0 o 0 I.|l\o
1

5 [ms (Bit + @+ @)+ I, 4]
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La energfa potencial V' es

5
V=> V.,
i=1
Vin, = const, V., = const, V,,, = msgy = msgqs

1 1
Ving = §k (z —20)° = §k (g2 — 20)°

Vins = msgy = msgqs
lo que da

1
V = msgqs + 579 (g2 — q,)° + msgqs + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l =T1— ffm'c—lQO =T1— ffm‘c—lQl
71 es un momento de torsién
Qnonpot,? = F2 - ffricfo" = F2 - ffri072q2
F5 es una fuerza del movimiento horizontal
Qnonpot,.?; = F3 - ffm'cf?;y = F3 - ffm'cf?;qfi
F35 es una fuerza del movimiento vertical

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d o 0

- L— L= nonpot,is :173
d0" " Dg "~ Grenetic !

L=T-V

Calculando 83'11 obtenemos
qi
0 ) 9.
a_%L - [lly?! + ]2yy + [Syy + I5yy} 0 + msq2q1

—L = msqo, L = [ms +ms| gs

9
aq.2 aQ3

que implica

d 0 . . ..
——=L= [hyy + b, + 13, + I5yy] g1 + ms@adh + 2msq2qide
dt qu
a0, 240 .
it ¢, ms5qa, di 93 [ms + ms) Gs
., 0
Calculamos también L:

qi
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0 0 0
—L=0 —L = 2 —k(qgy — — L= —
aql ’ aqz [m5q2] q1 (qQ 920) ’ aqg msg msg

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.q) ¢+glqg) =1

donde
[Ilyy + I2yy + I3yy + I5yy} + m5qg 0 0
D <Q) = 0 ms 0
O 0 ms + ms
Jtric—1 + 2msqage 0 0
Cl(q,q) = —msq2q1 ffric—2 0
0 0 ffric—3
O T1
9(@) = k(ez—a2) ||, 7= F2
mgg + msg F

12.13. Manipulador no Ordinario con Amor-
tiguador

Considere el siguiente manipulador no-ordinario con resorte y representado en

la figura Fig. 12.13.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

1=, G2 =Y, q3:=P1, (q4:= P9, ({5 := L3

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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Figura 12.13: Manipulador planar con amortiguador y resorte.

donde 7}, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c.i.—Oy VO)

1
Tmi,O = imi ||V0||2, Tmi,roth = 5 (W, Ii,Ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i_o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = 4m,0 + Tml,rot—O +my (le—c.i.—07 VO)
3
_ _ -2 22 2
— 4tmq,0 + Tml,rot—O = zm1x + —mixr- = _mIQ1
2 4 4
Tmz = 4Lmo,0 + ng,rot—O + ma (le—c.i.—07 VO)
1 1 3
_ _ -2 22 <2
= Tnp0 + Ty rot—0 = §m2x + §m2x = Zqul
ng = 4mg,0 + ng,roth +ms3 (Vmgfc.i.f(b VO)
_ _ 2 2 2
— 4m3,0 + ng,rot—O - Eme + §m3y + 5 3yyP1 =
1

= Emsq'% + Emsqg + 5 syy s
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. r .
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + My (Vm4fc.i.707 VO) = §m4x2 + §m4y2+
. T .
L[ Preoses Lyss 0 0 (1 COS Py
. 2 .
3 | #iseney 0 mudi+1ay, 0 prsenpy |+
9272 0 0 m4dz21+j4zz 9272
P1dg sen p; sen Y, + Pody COS Py COS P,y T
my —Pody sen ¢, ]
p1d4 COS Yy SEN Py — Pody SEN P COS Yy 0

= §m4q% —+ 57714(]3 -+ 5 [m4di -+ I4ZZ] qi—i—

5 [L400 c0S? qq + (mad3 + Iy,) sen? q4] 3+
my [(dy sen gs sen qy) G1ds + (dg cos g3 cos qs) G1Gs — (dy sen qy) 2G4

Tm5 = 4ms,0 + Tm5,7"ot—0 + ms (Vms—c.i.—Oa VO) -
1 ©qlasen @ sen py + Pyly cos p; cos py +
5" —Pylasen g, +y +
P1l4 COS 1 SN Py — Yyly SEN Py COS Py
. Ispn 0 0
L [ Proos(pates) 0 msd3 0 1 o8 (pytp3)
5 | —rsen(pates) +15y, —pysen (poteps) | +
Potp3 0 0 msd3 PotP3
+IT5ZZ
—pyds sen g sen (9, + 3) ¢1lasen g sen gy
— (P2 + p3) ds cos iy cos (py + p3) +paly cos py cos py+i
ms (92 + @3) ds sen (9, + ¢3) —Palasen py+y
—pyds cos py sen (i, + ¢3) P1lacos gy sen gy
+ (@2 + ¢3) ds sen gy cos (9, + ¢3) —palg sen @q cos @y
= 5" (¢ +d3) + 3 [msl% sen® gy + Ise, cos® (qa + g5)] 3+
1 .
3 [(msd? + I,,) sen® (g4 + q5) — 2mslads sen gasen (g4 + gs)] 45+
1

) 1 . )
§m5quZ + 3 [m5d§ + I5..] (4a + %)2 +

ms [l4 sen g3 sen gy — ds sen gs sen (g4 + gs)] G143 + msly [cos g3 cos q4] G1Ga—
msly [sen qa) Gods — mslads [cos ¢5) (Ga + G5) Ga—
mids [cos g3 cos (qa + ¢5)] (¢a + ¢5) ¢1 + msds [sen (g4 + ¢5)] (¢a + ¢5) Go



12.13. MANIPULADOR NO ORDINARIO CON AMORTIGUADOR
La energfa potencial V' es

5
V=V,4+> Vo,
i=1
1 1
Vi=gk(y - yo)” = Sk (g2 = i)’
Vin, = Mugrsena = mygq; sen a
Ving, = MagT sen a = mygqy sen o
Vins = msg [rsena + (ds + y) cos a] = msg [q1 sen o + (ds + g2) cos a

419

Vi, = mug [rsena + (I3 + y) cos a — dy €OS s, COS (v — dg sen v cos p; sen p,]

= myg[q1sena + (I3 + q2) cos @ — dy cos g4 cos @ — dy sen v cos g3 sen gy

Vins = Mg [xsena + (I3 + y) cos v — 14 coS @y €OS (v + 14 s€n ¢y sen v cos |

+msg [ds cos (g5 + ©y) cos o + ds sen (5 + @,) sen a cos ¢, |
= msg [q1sen a + (I3 + g2) cos a — 14 cos g4 cos a + 14 sen gy sen av cos g3
+msg [ds cos (g5 + q4) cos a + ds sen (g5 + g4) sen « cos gs]

lo que da

1
V= 51{: (g2 — q20)> + [m1g + mag 4+ mag + mag + msg] g1 sen a+
mag [(ds + ¢2) cos o] +
mag [(I3 + go) cos v — dy cos qq cos v — dy sen av cos gz sen qq| +
msg [(I3 + g2) cos a — Iy cos gy cos o + [ sen gy sen «v cos 3| +
msg [ds cos (g5 + qa) cos o + ds sen (g5 + q4) sen «v cos gs]

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l = Fl - ffm'cfljj = Fl - ffricflq.l
I} es una fuerza del movimiento longitudinal
Qnopot,Q = _Cy = —C(b
c es el coeficiente de friccién viscosa
Qnopot,3 =T33 — ffm'cf3g03 =T3 — ffri073q.3
T3 s un momento de torsién
Qnopot,4 = T4 — ffm'c—4§04 =T4 — ffm’c—4q4
T4 €s un momento de torsién
Qnopot,S =T5 — ffric—5§05 =T5 — ffric—Sq5
T5 €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V, podemos derivar las ecuaciones
Lagrange para el sistema:
d 0 0
o L — L= nopot,is 1 =1,5
dt Oql 8% Q pot,
L=T-V

de
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Calculando iL obtenemos

dq;

0 .
a—L_ §(m1+m2)+m3+m4+m5 q1+
q1

[((mady + msly) sen gz sen g4 — msds sen gz sen (qq + qs)] g3+
[(mady + msly) cos gz cos qu] Ga — [msds cos gz cos (g4 + g5)] (G4 + Gs)

24 —L = [m3 + myg + ms) ¢o — [(mady + msly) sen qq) ¢4+
2

[msds sen (g4 + g5)] (da + Gs)

0

043
I3y + Lagz cO8? qu + (madi + Iy, + msl3) sen® qq + 5y, cos® (qu + g5)] g3+
[(msd2 + Isyy) sen® (g4 + g5) — 2mslads sen gasen (qq + gs)] ds

—L = [(mady + msls) sen gz sen g4 — msds sen gz sen (ga + gs)] 1+

0

944
[(m4d4 + m5l4) Sen qq — m5d5 Sen (Q4 + Q5)] ng + [m4dﬁ + 1422 + m5li] Q4+

[msdZ + Is..] (G4 + ds5) — [mslads cos g5 (244 + gs)

——L = [(mady + msls) cos g3 cos g4 — msds cos g3 cos (s + g5)] ¢1—

0 . )
%L = [m5d5 COS g3 COS (CI4 + %)] ¢+ [m5d5 sen (CI4 + %)] qa2—
5
[mslyds cos gs| 4s + [m5d + Is..) (4 + G5)

que implica

iiL— §(m +mg) +mgz +my + 1+
dt 0y 5 1 2 3T My M5 | q1
[(mads + msly) sen g3 sen g4 — msds sen gz sen (g4 + gs)| Gz+
[(mads + msly) cos g3 cos qa] Ga — [msds cos g3 cos (qa + g5)] (da + C_I5)
[(mady + msly) cos g3 sen gs — msds cos gz sen (qs + gs)] G5
]

[(mady + msly) cos gz sen qq) G5 + [msds cos gz sen (g4 + gs) (q4 + q5)

d 0 . .

E%L [ms + mg + ms| Go — [(mady + msly) sen qq) Ga+
2

[msds sen (qa + g5)] (Ga + §5) — [(mady + msly) cos qu] GG+

[msds cos (g4 + g5)] (44 + ds)°
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%%L = [(mady + msly) sen gz sen g4 — msds sen gz sen (s + gs)] 1+
[(msd? + I,,) sen? (g4 + g5) — 2mslads sen gssen (qq + g5)] Ga+
[Isyy + Lazz cO8? qu + (madi + Iy, + msli) sen® qq + 5y, cos® (qu + g5)] G3+
[((mady + msly) cos gz sen qg — misds cos gz sen (g4 + q5)] G143+
[(mady + msly) sen gz cos qa] 1ga — 2 [mslads cos qasen (gs + g5)] Gsqa+
2 [(m4d421 —+ I4yy + m5l2 — I4zm) Sen g4 Cos Q4] Q3Q4—
[msds sen g3 cos (g4 + q5)] (G2 + G5) 1+
2 [(msdZ + Isyy — Isze) sen (qu + gs) cos (qa + 5)] (4a + G5) 43—
2 [mslads sen qq cos (qa + gs)] (da + Gs) g3

%%L = [(mady + msly) cos gz cos g4 — msds cos gz cos (g4 + gs)] G1—
[(mady + msly) sen qa — msds sen (qu + gs)] Go + [Madi + Luz. + msl3) Gat
[msds + Is..] (Gs + 5) — [mslads cos gs] (24a + Gs) —

[(m4d4 + m5l4) sen g3 cos g4 — Msds sen gs cos (qa + C]5)] G193—
[(mady + msly) cos gz sen qu] ¢1Gs — [(Mads + msly) cos qu] Gadat
[msds cos gz sen (qs + gs)] (4a + ds) 1 — [msds cos (qa + q5)] (da + d5) Got
[mslads sen gs] (244 + Gs) Gs

d 0 . ..
——L = — [msds cos g3 cos (g4 + g5)| 1 + [msds sen (g4 + g5)] Go—
[mislads cos gs) Ga + [m5d§ + I5..] (Ga + G5) +
[msds sen g3 cos (g4 + g5)] G143 + [msds cos gz sen (g4 + q5)] (Ga + d5) 1+
[msds cos (qa + g5)] (Ga + d5) G2 + [Mslads sen gs| Gags

0
Calculamos también L:
dg;
0
%L = —[my + ma + mg + my + ms| gsena
1
0
8_q2L = —k (g2 — q20) — [m3 + M4 + ms| gcos

— L = [(myds + msly) cos g3 sen g4 — msds cos gz sen (g4 + q5)] G143 —

[(mady + msly) sen gz cos qq) G14s + [msds sen gz cos (qs + q5)] (Ga + Gs) G1+
[(msly — mady) sen qq + msds sen (g5 + q4)] g sen avsen g3
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%L = [(mlldi + I4yy - ]4zz + m5li) Se1l g4 COS C]4] Q?2>+
[(msd? + Iy, — Isze) sen (qq + gs5) cos (q4 + g5)] G5 — [mslads sen (2q4 + q5)] G2+
[(mady + msly) sen gz cos qs — msds sen gz cos (qa + ¢s5)] 14z —
[(mady + msly) cos g3 sen qa G1da — [(mads + msls) cos qa) Gada+
[msds cos gz sen (qa + g5)] (Ga + Gs) ¢1 + [msds cos (qa + g5)] (Ga + G5) G2—
[mydy + msly] g sen qq cos o + [mydy — msly] g sen acos gz cos g4+

msg [ds sen (g5 + q4) cos a — ds cos (g5 + g4) sen « cos gs)

0 )
a—%L = [(msd2 + Iy — Isz) sen (qa + g5) cos (qa + q5)] ¢3—

[mslads sen ga cos (g4 + g5)] G5 — [msds sen gs cos (qa + g5)] d1gs+
[mslads sen gs| (Ga + ds) Ga + [msds cos gz sen (ga + g5)] (4a + Gs) i+
[msds cos (g4 + g5)] (4a + d5) Go+
msg [ds sen (g5 + q4) cos a — ds cos (g5 + q4) sen « cos gs)

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.q) ¢+glqg) =7

donde
D11 (q) 0 Di3(q) Dis(q) D5 (q)
0 m3 + My + ms 0 Doy (q)  Das(q)
D (C]) = || Ds1(q) 0 D33 (q) 0 0
Dy (q) Dys (q) 0 Dy (q) D5 (q)
D51 (q) Ds; (q) 0 D54 (q) msds + Is..

3
Dll(q): §(m1—|—mg)+m3—l—m4+m5

D31 (q) = (mydy + msly) sen gz sen g4 — mids sen gz sen (g4 + gs)

Dy (q) = (mydy + msly) cos gz cos g4 — mids cos g3 cos (¢4 + q5)

D51 (q) = —mids cos g3 cos (ga + gs)
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D42 (q) = — (m4d4 + m5l4) Sen qy4 -+ m5d5 sen (Q4 + Q5)

D55 (q) = msds sen (¢4 + ¢s)

D13 (q) = (mydy + msly) sen gz sen g4 — msds sen gz sen (¢4 + gs)

D33 (q) = (msdz + Isyy) sen” (g4 + gs) —
2mslyds sen qqsen (qa + gs) + Isyy + Luzs cos? qu+
(mads + Ly, + msl3) sen? g4 + I5pr cos? (g4 + gs)

D14 (q) = (mydy + msly) cos gz cos qg — mids cos gz cos (g4 + g5)

Doy (q) = — (mudy + msly) sen qq + msds sen (g4 + gs)
Dy (q) = madi + Ip.. + msli + msdz + Is.. — 2mslads cos s
D54 (q) = m5d§ + I5.. — mslads cos gs
D15 (q) = —misds cos g cos (qa + gs)

Dys (q) = misds sen (qq + gs)

Dys (q) = m5d§ + I5.. — mslads cos gs

y
frrie—1 0 Ci3(q,9) Cia(q,9) Ci5(q,9)
0 c 0 Cos (q,9) Cas (g, q)
C(q,q) = | Ca (2,9) 0 Cs3(q,q) C34(q,q) 0
0 Ci(q,9) Cu(q,9) Stric—a Cus(q,4)
0 0 Cs3(q,4) — [msladssengs|qs Css (q,4)
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Cs1 (¢, q) = —2 [msds sen gz cos (qs + ¢5)] (44 + ¢s)

Ci2(q,4) = —2 [msds cos (qa + g5)] (4a + ¢5)

C13 (q,q) = [(mady + msly) cos g3 sen qq) g3 —
[msds cos g3 sen (s + ¢5)] ds

Cs3(q,4) = frrie—3 — 2[mslads cos gy sen (g + g5)] qa+
2 [(madi + Ly + msld — Lizy) sen qq cos qa) a+
2 (m5d§ + [5yy - ]53396) sen (CI4 + Q5) COS (q4 + Q5) (CI4 + Q5) -
2 [mslads sen qq cos (qa + qs)] (Ga + ds)

Cus (q,q) = —2[(mady + msly) sen gz cos qa] ¢1+
2 [msds sen g3 cos (g4 + gs)] G1—
[(madi + Ly — Lz + msl3) sen qq cos q4] Gz —
(m5d§ + I5yy - ]59696) Sen (CI4 + Q5) COs <Q4 + Q5) Q3+
[mslads sen (2q4 + g5)] 43

Cs3 (q,4) = 2 [msds sengs cos (s + g5)] ¢1—
(m5d§ + I5yy — I50z) sen (qs + g5) cos (qa + ¢5) ¢+
[mslads sen gs cos (qa + g5)] g3

C14(q,q) = — [(mady + msly) cos gz sen qy] s+
[msds cos gz sen (qa + ¢5)] (da + Gs)

Coa (q,4) = — [(mady + msls) cos qu] a+
[msds cos (qa + ¢5)] (¢a + G5)

Cs4(q,q) = 2 [(mady + msls) sen gs cos qa] o
C15(q,4) = [msds cos gz sen (qa + g5)] (4a + gs)
Cos (q,4) = [msds cos (qa + ¢5)] (4a + d5)
Ciys (q,G) = [mslads sen gs| (244 + G5)

Cs5(q,4) = frrie—s + [mslads sengs| ga
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[mq 4+ my + mg + my + ms| gsen «
k(g2 — q20) + [m3 + ma + ms] g cos
— [(msly — mady) sen ga+msds sen (g5+q,)] g sen aesen gs
[mady + msly] g sen qq cos o + [msly — mydy] g sen acos gz cos gy
—mig [ds sen (g5 + q4) cos o« — ds cos (g5 + qa) sen a cos gs]
—mig [ds sen (g5 + qa) cos o« — ds cos (g5 + qa) sen a cos gs|

F
0
T = T3
Ty
Ts

12.14. Manipulador Planar de Dos Articula-
ciones

Considere el manipulador planar de dos articulaciones representado en la figura
Fig. 12.14.

Figura 12.14: Manipulador planar de dos articulaciones.

Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

g1 =Y, 2 =Y q3 =T (4= Py

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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donde T5,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,‘ = Tmi,O + Tmi,rotf[) + 2mz (Vmifc.i.f[)a VO)

1
Tmi,O = §mi HVOHZ, Tmi,roth = 5 (W, ]i,Ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,, i o es la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. v, es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = Imq,0 + Tml,roth +my (lefc.i.f(b VO)
= Tml,rotf[) = éllzz(p% = 5 1zzq%
ng = 4ms,0 + ng,rot—o + mo (Vmg—c.i.—07 VO) = Tm27rot—0 -
0\ " Lo 0 0 0
| o 0 ma(da+71)° + Loy, 0 0
o1 0 . 0 my (dy +11)° + Ias o1
=5 (mz (da + 7”1)2 + I2zz) i
Tm3 — 1Lmg,0 + ng,rot—O + mo (Vme,—c.i.—Oa VO) - Tm3,0 + Tm3,rot—0 -
1 ) .92 l 2
§m3 [y —|—(,01(7“1—|— 2+y) ]+
O\ [ e 00 0
[ o 0 Iy, O 0
1 9.01 0 0 [3zz ()bl
= 5 [mg (7“1 +ly+ C]2)2 + Iszz} Cﬁ + 577136]%
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Tm4 - Tm4,O + Tm4,r0t—0 + My (Vm4—c.z'.—07 VO) -

1 ., )
5 [ + @2 (r1 + o+ y)* + 32] +

N "N L 0 0 0
5 0 0 m4x2 + I4yy 0 0 +

T oS, — Py sen o, —ysenp; — ¢y (11 +la + y) cos gy
my | T senp; + ¢ cos ¢, ycosp; — @y (r1 + la + y) sen
0 0

1 .
=3 [y (r1 + 1o+ @2)° + magl + Luz2] 3+
1 ) ) . .
5 (G5 + d3) + [mags] quge — [ma (11 + la + @2)] Guds

Tm5 = Tm5,0 + Tm5,rot70 + ms (Vmsfc.i.707 VO) =

1 . .
“ms [§% + @2 (1 + 1o+ y)* + 32 +

. T .
1 802 I5$x O 9 0 ¢2
5 0 0 ms (ZL’ + d4+d5) +I5yy 0 0
@1 0 0 ms (¢ + dyt-ds)® +1s.. @1
—ysen p;—¢; (r1+la+y) cos v;

& cos p;—¢q (@ + da+ds) sen
g cos p;—p; (r1+le+y) sen ¢

+ms | @senyy+@p (x4 da+ds) cos oy

0 0
1 . )
=3 [m5 (141 + ¢2) +ms (g3 + da + d5)* + I5zz] G + 5 [ms] 45+
1 . .. .. 1 .
—msds + [ms (g3 + ds + ds)] qige — [ms (11 + l2 + @2)] duds + 5 [I5.2] G3

2

La energfa potencial V' es

5
V=3V,
i=1
Vin, = const
Ving = Mag (r1 + dz) cos o1 = mag (r1 + dz) cos 1
Vins = mag (r1 + da + y) cos p; = mgzg (r1 + da + q2) cos ¢
Ving = muag lwsen g + (r1 + l2 + y) cos ;] =
mag[gzsenq + (11 + ls + ¢2) cos 1]
Vins = msg [(v + dy + ds) sen oy + (r1 +lo +y) cos | =
msg [(gs + dy + ds) sen gy + (11 + lo + ¢2) cos ¢i]
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lo que da

V' =mag (11 + dg) cos q1 +msg (r1 + o + q2) cos 1+
mag [gssenqy + (r1 + Iz + g2) cos 1] +
msg [(gs + dy + ds) sen gy + (11 + Iz + g2) cos 1] + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1 — ffric—lgpl =T1— ffric—lQl
71 es un momento de torsién
Qnopot,2 = F2 - ffm'cf2y = F2 - ffricf2q2
F5 es una fuerza del movimiento longitudinal
Qnopot,3 - F3 - ffric—3x3 - F3 - ff'ric—3Q3
F35 es una fuerza del movimiento transversal
QnopotA = T4 — ffm'cf4g02 =Ty — ffricf4q4
T4 €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 1"y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0

- - L= nopot,is :174

dt(?qz 8qz Q potis !
L=T-V

L obtenemos

Calculando

g

0 )
%L = [[1zz + Io,, + I3, + Mo (dg + 7“1)2 + ms (7“1 + 1y + QQ)Z] q1+
1
[m4 (Tl + l2 + 6]2)2 + m4Q§ + I4zz + 1525] QI+
(s (11 4 la 4+ q2)” + 5 (g3 + da + d5)°| i+
[mags +ms (g3 + ds +ds)| G2 — [ma (11 + lo + q2) +m5 (11 + 12+ q2)] 43

0 ) .
%L = [mg + my + ms5) ¢o + [Mags +ms (g3 + ds + ds)| ¢
2

0 ) .
%L = —[(mg +ms) (r1 + I + q2)] 41 + [m4 + ms5] g3
3
0

X 5x2q4
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que implica

d 0 .
a@L = [N1zz + Loez + Isee +ma (do + r1)’ 4 mg (r1 + o + Q2)2] ¢+
1
[77214 (r+ L+ a) + 77”;46133 + Lpoe + L] Gi+
[ms (11 4 12 + q2)” + M5 (g3 + da + ds)°| G + [mags +ms (gs + da + ds)] Go—
[ma (r1 + Iz + g2) +ms (11 + Iz + ¢2)] G+
2 [(mg +ma +ms) (r1 4+ lo + q2)] 1o + 2 [mags + ms (g3 + da + ds)] 13

d 0 .
%T%L = [maqs +ms (¢ + ds + ds5)] G1 +

[mg + my + ms| Go + [ma + ms] G143
iiL——[(m +ms) (r1 + lo + q2)] 1+
dt&jg = 4 5 1 2 T q2)|q1

[my 4 ms) Gz — [ma + ms] GiGo
d 0
Ay A~
dt day sendd

0
L:
dq;

Calculamos también

0
%L = mag (r1 + da) senqi +mgg (r1 + lo + q2) sen g1 —
1

mag [gscosqr — (11 + 1o + q2) sen 1] —
msg [(qgs + dy + ds) cosqy — (r1 + l2 + ¢2) sen ¢4 ]

a .
%L = [(m3 +maq +ms) (r1 + 12 + g2)] 47—
2

[ma + ms] qids — [m3 + ma + ms) gcos ¢

0 )
—L = [mugs +ms (g3 + ds + d5)] G5+

aQ3 . .
[my 4+ ms] G1g2 — [m4 + ms) gsen g
0
—L =0
0qu

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =7

donde
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Dll (q) maqs —my (Tl + l2 + Q2) 0
+ms (q3 -+ d4 + d5) —Ms (7“1 + 12 + QQ)
D(q)=| Dulq)  ms+ms+ms 0 0
D31 (q) 0 Ty + ms 0
0 0 0 I,

D11 (q) = Ise + Iose + I, +2m2 (dy + 7‘1)2 +mg (1 + I + Q2)2 +
myq (Tl + 12 + 6]2) 2+ m4Q§ + I4zz + I5zz;’
ms (11 + lo + q2)” + ms (g3 + dy + ds)

Doy (q) = maqs +ms (g3 + dy + ds)

D3y (q) = —my (r1 + 1o + g2) — ms (11 + I + q2)

Cn ((b Q) 0 Cis (q, C]) 0
. Co1(4,4)  frric—2 0 0
C = 5
(¢, 9) Cs1(q,q) 0 frric—3 0
0 0 0 ffricf4

C11(q,4) = frrie—1 + +2 (mg + ma +ms) (r1 + o + ¢2) Go
Co1(q,q) = = [(mz +my +ms) (r1 + 12 + @) ¢
2 [m4 + m5] (j3
Cs1(q,4) = —magsgr — ms (g3 + dy + ds) — 2 [ma + ms5) go

C13(q,q) = 2maqzqr + 2ms (g3 + dy + ds) ¢1

g1 (Q) T1
[ms + my + ms| gcos q 5y
g s 7' _—
9() [my + ms) gsen ¢ Fy
0 T4

g1 (q) = —mog (r1 + da) sen g1 — mgg (11 + lo + ¢2) sen g1+
mag gz cosqr — (11 + la + q2) sen qq] +
msg (g3 + ds + ds) cosqy — (11 + I + q2) sen ¢
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12.15. Grua Giratoria Tipo Doble Manivela

Considere el manipulador tipo "doble manivela" representado en la figura Fig.
12.15.

Figura 12.15: Robot Crank-Turn"(Grua giratoria) manipulador.

Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

41 = %1, Q2= P2, q3:=¥3, G4 =T

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde T5,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + sz (Vmi—c.i.—07 VO)

2 5 Tmi,rot—O = 5 ((4), ]i,Ow)

Tmi,O = §mi HV0|
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I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i_o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. v, es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O +1m1 (le—c.z'.—07 VO) -
_Ilyygbl = ijlyyq.%

2
ng = Lm0 + ng,rotfo + ma (lefc.i.f(b VO) = ng,rotfo =
0N e 0 0 0
5| @ 0 mod3+ Iy, 0 P1
= 5 [de% + I2yy] Q%
Tm3 = Tma,O + Tm3,r0t—0 + mi (Vm3—c-i-—07 VO) =
Tm3,0 + Tm377“0t—0 = §TTL3ZSQO%+
. 0 "N I 0 O 0
§ 1+ Py 0 ISyy 0 01+ Py =
O 0 O I3zz 0
§mgl§q'f + §]3yy (61 + o)’

1 .
Tm4 - Tm4,0 + Tm4,rot—0 + my (Vm4—c.i.—07 VO) = _m4l%§0?+

2
. Lige 0 0
[ —eeose \ | o mid || [ = (@eaeosey
5 (¢1+¢py) sen g +14yy (p1+pq) sen pg
@3 0 0 m4d421 9'03
+I4zz
) ) T
(1 + @o) dysen pzsen (o) + @y)
+(3dy cos 3 cos () + ©y) —p1la sen ¢y
+1my —pgdy sen g 0 =
(¢1 + ¢q) dasen g cos (o1 + ) —pyla cos

—p3dy cos pgsen (o1 + ¢y)

0 1 . ..
B [mal3) 43 + B [mad + 14:.] 43 + [malady sen ga cos gs) qigs+

2 [(m4di + I4yy) sen’ q3 + Lazz cos? 93] <QI + (j2)2 -
my [lads cos ga sen g3 (G1 + G2) ¢
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Tm5 = Lmg,0 + Tm5,rot70 + ms (Vm5fc.i.707 VO) - Tm5,0 + Tm5,rot70 =
(¢1 + @a) (ls + ) sen g sen (¢ + py) — Pl sen p;

1 +@q (ls + ) cos 3 cos (1 + @y) — @ sen g cos (p; + )
—mg —p5 (l4 + ) sen g — & cos g +
(91 + P2) (la + ) sen pz cos (p1 + ¢q) — P1lacos py
— @5 (lg + x) cos g sen (¢ + pq) + & sen g sen (@, + @y)

. : T . .
- (901 "‘. {q) COS Q3 Iser O 0 - (901 "‘. {q) COS Q3
- (1 + (y) sen g 0 Iy, O (1 + y) sen g =
§b3 0 0 I5ZZ 1 9'03
§m5156]1 +3 [Is.. +ms (Is + qa)?] 63 + §m5cﬁ+
1

3 [15:1::1: cos® g3 + (I5yy +ms (s + Q4)2) sen’ 93] (¢ + CZQ)Q +

[(l4 + Q4) l5 sen g cos CI3] gi1gs — ms [l2 S€I1 g3 s€1l CI2] G1Ga—
ms [(la + qa) l2 cos ga sen qs] ¢1 (41 + ¢2)

La energfa potencial V' es

[\

5
V=3 V.
=1

1=

Vin, = const, V,,, = const, V,,, = const
Viny = —mug (dy cos pg + const) = —myg (dy cos g3 + const)
Vins = —mag ((l4 + ) cos 5 + const) = —myg ((l4 + q4) cos g3 + const)

lo que da
V = —myg (dycos q3) — mag (l4 + q4) cos g3 + const
Las fuerzas generalizadas estdan dadas por las siguientes férmulas
Qnopot,l =T1— ffric—lgpl =T1— ffric—lql
71 es un momento de torsién
Qnopot,2 =T2 — ffm'cfZQb2 =T2 — ffm'cqu.Z
T9 €s un momento de torsién
Qnopot,3 =T3— ffric—?)gpg =T3 — ffric—3q3
T3 €s un momento de torsién
Qnopot,4 = F4 - ffm'cf4'f = F4 - ffricf4q‘4
F4 es una fuerza del movimiento longitudinal
Basados en las expresiones para Ty V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:
d 0 0
——L— L= L i=1,4
dt OQz 8% Qnopot,zv )
L=T-V
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Calculando iL obtenemos

g

0 .
8—q1L = [Ilyy + mgd% —+ Igyy + (m3 + my + m5) l%] Q1+

[l2 (mady +ms (l4 + q4)) sen & cos g3 s — ms [l2 sen g sen o] G4+
[(mad] + Ly + Isyy + ms (la + q4)°) sen® g3 + (Lugo + I500) c08? 3] (61 + Go) +

[Lsyy) (61 + G2) — [l2 (mady 4+ ms (I4 4 q4)) cos g sen gs] (241 + G2)

0 . ) )
% L = —[ly (mady + ms (Is + q4)) cos ga sen qs] G + [Lsy,] (1 + G2) +
2
[(m4d?1 + Luyy + Isyy + ms (la + Q4)2) sen? g3 + (Lygy + Isgy) cOS? Q3} (41 + Go)

0 .
%L = [la (mady + ms (Is + q4)) sen gz cos gs] ¢1+
3

[madd + In.. + Isze + ms (Lo + @0)?] s

0 . .

8_'L = —m [z sen gz sen qa] G1 + M5y
44

que implica

%%L = [L1yy + mad3 + Loy, + (M3 + my + ms) 3] 1+
[la (madys 4+ ms (l4 + qa)) sen ga cos g3] Gz — ms [l2 sen g sen o] Gs+
[(méldzgl + I4yy + [5yy + ms (l4 + CZ4)2) Sen2 g3 + ([4m: + [5m:) C082 Q3] (Ch + q2) +
I3y, (41 + Ga) — [l (mady +ms (Iy + qq)) cos gz sen gs| (2G1 + §2) —
[la (mady +ms (I4 + qa)) sen ga sen g3 G2+
2 [(m4d421 + [4yy + [5yy + ms <l4 + CI4)2 - [43523 - ]52396) S€n g3 COS Q3} <Q1 + C]2) Q3+
2[(ms (L + q4)) sen? g3] (G1 + G2) Ga — [lamns cos ga sen ] (241 + 2¢a) Ga+
[l (mady + ms (ly + g4)) sen g2 sen g3] (2¢1 + G2) G2—
2 [lg (mady + ms (4 + qa)) cos g2 cos qs] G143

L= [l Oy s 14+ 00) cosgasen ) s + (L) (i + ) +
[<m4d421 + Lyyy + Isyy +ms (ls + C]4)2) sen’ g3 + (Lazg + I500) COS® Q3} (G1 + G2) +
[l2 (mady +ms (l4 + q4)) sen o sen g3 ¢1Go—

[l2 (mady + ms (14 + qa)) cos g2 cos q3] 413 — [lams cos g2 sen gs] G1ga+
2 [(m4di + Lyyy + Isyy +ms (I + 6_14)2 — Lagy — ]5zz) Sen g3 cos C]s} (41 + ¢a) 43+
2 [ms (ls + qa) sen® gs| (41 + G2) da
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d 0 .
E%L = [la (mady + ms (I + q4)) sen gz cos qs) G1+
3
[m4dz21 + I4zz + I5zz + ms (l4 + Q4)2} Q3+
[lo (mydy + ms (14 + q4)) cos g2 coS q3] G1G2—
[l2 (mady + ms (I4 + q4)) sen g sen g3 ¢iGs + [lams sen g cos g3] G1Ga+
2 [ms (ls + q4)] G3da
d 0 I (ms Lin+ .
——L = — [msly sen g5 sen M y—
o 844 502 q3 q2] q1 544
[msly sen g3 cos gz GiGa — [Msly cos gs sen go] 143
g L:
0g;

Calculamos también

0
—L =0
oq

0 .
8_q2L = [ly (mady + ms (I + q4)) cos g2 cos q3] ¢1G3+

Iy (mady + ms (ls + qa)) sen gz sen g3 (G1 + Go2) 1 — ms [l2 sen gz cos ga] ¢14a

0 .. ) N
%L = — [m412d4 S€1 g2 S€n CI3] q1g3 — My [lzd4 COS g2 COS CJ3] ((h + CI2) i+
3

[(ISyy + ms (14 + C]4)2 — Ispy + mudi + Ly — I4m) Sen g3 cos 93] (41 + 622)2 —
ms [(l4 + Q4) I sen g; sen QS] G1q3 — M [l2 S€n g COS QS] G1q4—
ms [(ls + qa) l2 cos gz cos g3] (41 + G2) G1—
myg (dgsen qz) — mag (ls + qa) sen gs

0 .. .
_8q L = [msly sen g cos q3] G1Gs + [ms (ls + q4)] G5+
4
[ms (l4 + qa) sen® gs] (1 + 42)2 — [msla cos g sen qs) g1 (1 + G2) + mag cos gs

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.4) ¢+g(q) =7

donde
D1 (q) Di15(q) D1z (q) —mslysengssen gs
Do (q) Dy (q) 0 0
D —
@ Ds: (q) 0 D33 (q) 0

—myls sen ¢ sen g3 0 0 ms
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D11 (q) = Liyy + mad; + Loy, ‘*2‘ I3y, + (Mg +mg + ms) 3+
(m4di + Ly + Isyy +ms (l4 + qu) ) sen® g3 + (Iugs + I5ga) COS* g3—
215 (mydy + mis (ls + q4)) cos ga sen g3

Dy (q) = Iayy — lo (mady + ms (I4 + q4)) cos g sen g3+
(m4d121 + I4yy + [5yy + ms (l4 + Q4) ) Sen2 q3 + ([4m: + [5m:) C082 q3

D3 (q) = lo (mady + ms (I + q4)) sen go cos g3
Dis (q) = Isyy — Iy (mady + ms (s + qa)) cos go sen g3+
(m4d121 + I4yy + [5yy + ms (l4 + CZ4)2) Sen2 g3 + ([4m: + [5m:) C082 q3

D22 (q) = +I3yy + (]4II + ‘[51‘1‘) C§S2 q3+
(m4d§ + Layy + Isyy + ms (lg + qq) ) sen? q3

D13 (q) =l (mady + ms (14 + q4)) sen go cos g3

D33 (q) = +m4di + Ly + s +ms (I + 614)2

Cia ((], q) Cio (q, C]) Cis (Q7 Q) Cua ((L )
C (q q) 021 (q, Q) 022 (Qa Q) 023 (Q7 Q) 02 (q> )
’ C31(q,4) Cs2(q.4) Css(q,q) 0
C(41 (q7 Q) C’42 (% Q) CY43 (q; q) ffmc 4
Ci1(¢,4) = frrie—1 — 2la (mady + ms (l4 + g4)) cos g cos g3gs

Co1 (¢, 4) = =215 (mady + ms (4 + qa)) €OS g2 COS @33 —
ly (mady + ms (I3 + q4)) sen ga sen gs (41 + G2)

Cs1(q,q) = 2y (mads + ms (Iy + qa)) cos gz cos g3ga+
2lymis sen g cos 2394 + Iy (mady + ms (Ig + q4) l2) cos g2 cos 31—
(I5yy + ms (l4 + 6]4) - I5a:a: + m4d421 + I4yy - I4a::c) S€I g3 COS g3 (QI + Q2)

Ci (q,q) =+ [msla cos gasen gs] 41 — [ms (ls + qa) sen® g (1 + do)
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Ch2(q,q4) = lo (mady + ms (Iy + qa)) sen gz sen gz (2¢1 + ¢2)

Co2 (q,4) = frrie—2 + la (mady + ms (s + q4)) sen g2 sen gsgo

Cs2(q,q) = — (Isyy +ms (I + @) = e + mad? + Ly, — Lizg) X
sen g3 cos q3 (¢a + q1)

Cua (q,4) = — [ms (la + qa) sen® g3 (1 + do)

Ci3(q,q) = —lz (mady + s (l4 + qa)) sen gz sen gz +
2 (m4d421 + I4yy + ]5yy + ms (l4 + Q4) - I4xx - -[51‘1‘) S€I g3 COS g3 (Q1 + Q2)

023 <Q7 q) =2 (m4dz21 + ]4yy + I5yy + ms (l4 + Q4)2 - I4:r:1: - ]5:1::1:) X
sen g3 cos g3 (1 + ¢2)

Cs3(¢,4) = frrie—s +2ms (la + q4) a
Cy3 (¢, 4) = —2mslasen ga cos qsgr — [ms (Ig + q4)] ¢3

Cia(q,G) =2 (ms (ls + qa)) sen® g3 (41 + G2) Ga—
215 [cos ga sen g3] (G1 + Go)

Ca4 (q,4) = 2ms (Iy + q4) sen® g3 (41 + Go)

0 T1
g9(q) = 0 r=|
magdysen gz + mag (ly + qa) sengs ||’ T3

—Mm4g COS g3 Fy
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Figura 12.16: Robot manipulador cilindrico.

12.16. Robot Manipulador Cilindrico

Considere el robot manipulador cilindrico representado en la figura Fig. 12.16.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

g1 ‘= @1, G2 7= P9, 3= P3, G4 = Py

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde T}, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + sz (Vmi—c.i.—07 VO)

2 5 Tmi,rot—O = 5 ((&), ]i,Ow)

Tmi,O = §mi HV0|
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I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i_o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. v, es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos

Tm1 = 4my,0 + Tml,rot—O +my (le—c.i.—07 VO) -

_ 2 )
Loy rot—0 = 5 1yyP1 = ) 1yyd1

Tmz = 4Lmo,0 + Tmz_,rrot—o + mao (Vmg—c.z'.—07 VO) - Tmz,rot—O -
1 sz Ime 0 O 9'02
5 Sbl 0 I2yy 0 Sbl =
0 0 0 I, 0
1 ) )
B 2y + §Imq§
ng = 4mgs,0 + ng,,rot—O + mao (Vmg—c.z'.—07 VO) -
1 — (D9 COS (P SENL Py — (1A SEN (P COS Py
1y Pyt cos gy +
— (D10 COS (01 COS Py + Py SEN Py SEN P,
. . T . .
1 [ #2 + 3 I3pe 0 0 o + 3
B} ¥1 0 I3, O ¥1
0 0 0 I3, 0
1 ) ) ) ) )
=3 [a® cos® q2qf + a*¢3] + 3 [fsyycﬁ + I3pp (G2 + 613)2}

Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + my (Vm4fc.i.707 VO) =
Lipa 0 0
1 1 0 m4b2 O
37 [ag cos? 2 + a%’o%] + §WI +1 4y Wyt
0 0 mab?
+[4zz
p1bsen g cos (g + p3) + ’ — (P9 COS Py SeN Py —
(¢otep3) bcos @y sen (pq + ©3) prasen p; cos Py
my — (P2 + ¢3) beos (¢ + p3) P20 COS g =
P1bcos @ cos (py + p3) — —{1aCOS P COS Pyt

(9'02“‘%'03) bsen ¢, sen (902 + 903) (Poa SeN Y1 Sen Yy
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1 )
3 [Ly0z sen? (g2 + q3) + (mab® + Luy,) cos? (¢2 + q3)] G5+

1 1
§m4a2qg + —my [a® cos? ga — 2abcos gz cos (q2 + q3)] G2+
5 Taza 2sen (g2 + ¢3) G144 + ¢3) +
1 ) ) ) Sy
9 [(mab? + 1422)] (G2 + %)2 — [mgabcos gs] (42 + 43) 42
donde
¢y sen (Po+p3) +@y4
wai= | prcos (0ates)
Yo T P3
La energfa potencial V' es
4
V=3V,

=1
Vin, = const, V,,, = const
Vins = msg (asen o, + const) = msg (asen go + const)
Vina = mag (—bsen (o, + 3) + asen o, + const) =
mag (—bsen (¢2 + g3) + asen g, + const)

lo que da
V' = magasen g + myg (asen gy — bsen (¢2 + q3)) + const
Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1— ffm'cfl(pl =T1— ffricfl(h
71 es un momento de torsién
Qnopot,Q =T2 — ffric—Q()OQ =T2 — ffm’c—2q2
T4 €s un momento de torsién
Qnopot,3 = T3 — ffm'cf3(p3 =T3 — ffri073q3
T3 s un momento de torsién
Qnopot,él = T4 — ffm'cf4§04 =Ty — ffm'cf4q4
T4 €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 1"y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0

- L — L= nopot,is :174

06" Dg " Grovns !
L=T-V
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Calculando iL obtenemos

g

0 .
%L = [Ty + Loy + I3y, + m3a® cos® qo] 41+
1

[L4zz se0? (g2 + q3) + (mab® + L) cos? (g2 + g3)] g1+

ma a? cos? gy — 2abcos 05 (g2 + g3)] 1 + [Lize Sen (02 + as)] ds
0 91 -
%L = [Ioga + (M3 + my) a°] o+
2
+ [I&rx + 77l4b2 + I4zz - m4ab COoS 93] (2612 + 93)
0 . ) .
%L = — [maabcos gs] 4o + I3z + mab® + Lsz.] (o + d3)
3
0 ) )
a_L = []4:1::1: sen (Q2 + q3) Q1] + [I4rr:1:] 44
q4
que implica
d a 2 2 ..
aﬁ_q'lL = [Ty + Loy + I3y, + maa® cos® o) i1+

Lize sen® (g2 + q3) + (mab® + Lyy,) cos? (g2 + q3)] G1+
my [a® cos® ga — 2ab cos gz cos (g2 + ¢3)] g1 + [Laza sen (g2 + g3)] Ga—
2 [(m3a® + mya®) sen go cos go — myabsen ¢ cos (2¢2 + ¢3)] G1ga+
2 [maabcos gz sen (g2 + ¢3)] G143 + [Lazz €08 (¢2 + q3)] (G2 + ¢3) dut
2 [(Lyze — mab® — Luyy) sen (g2 + q3) cos (g2 + q3)] 1 (G2 + ¢s)
%%L = [Logs + (M3 + my) a®] Go+
U300 + mab® + L. — maabcos gs] (24> + G3) +
[myabsen qs] (242 + ds) g3

2

d 0 . .
——L = — [myabcos q3] Go + [L30x + mab?® + I1..] (G2 + G3) +
dt 8Q3

[maabsen qs] G243

d 0 . . S )
%wlz = [Lyzzsen (q2 + q3)] G1 + LazaGs + [Laza cos (g2 + q3) ¢1] (42 + G3)
4

Calculamos también iL:

dq;
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0
%L = — [(m3a2 + a/2m4) SeI go COS qQ] q.%+
2
(Tape = mab® = Ly,) sen (g + gs) cos (g2 + gs)] i+
[maabsen (2qa + ¢3)] G7 + [Lazx c0s (g2 + 3)] d1da—
mgga cos o — mag (acos qa — beos (ga + q3))
0

%L = [(Lyzw — mab?® — Is,) sen (g2 + g3) cos (g2 + q3)] 62+
3

my [abcos gasen (g2 + ¢3)] 43 + [Laze €08 (¢2 + g3)] 1da+

[maabsen gs] (G2 + d3) G2 + magbcos (g2 + q3)
0
—L=0
Jq4
que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.9) ¢+g(qg) =7
donde

D11 (q) 0 0 Lz sen (g2 + q3)

0 Dy (q) Das(q) 0
D (Q) = 0 D32 (g) D33 (g) 0

[4m: sen (CZ2 + CI3) 0 0 I4ICL‘

Dy (Q) = Ilyy + Iny + fsyy + m3a2 cos? g+
Lizzsen® (go + g3) + (mad® + Ly, ) cos? (g2 + g3) +
mya® cos? gz — my2ab cos ga cos (g2 + q3)

D2y (q) = Ingy + (mg + my) a*+
2 (L340 + myb® + I4..] — 2myabcos g3

D33 (q) = I340 + mab?® + Iy, — myab cos q3
Doz (q) = 41350 + mab® + Ls,, — maabcos gs

D33 (q) = I3gw + myb® + Iy,

(¢, 4) 0 0 Cua (q,4)

C (q q') _ Cn (q, 6]) ffm‘c—g Cys (C,I» Q) — 14 COS (92 + C_I3) 6]:1
’ Cs1(q,4) Cs2(q,4)  frriees  —lazzcos (g2 + q3) G
(q Q) 0 0 ffm'cf4
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Ci(q,q) = frrie—1 — 2 (m3a2 + m4a2) Sen g Cos q2ga+
2myab sen g, cos (2QQ + Q3) G2 + 2myab cos g sen <QZ + CJ3) g3+
2 (I4:c:c - 7ﬁ'fl4b2 - I4yy) Sen (QQ + Q3> COs (QQ + C_I3) (QQ + C_Ig)

Ca (g, ) = (msa® + a*my) sen g cos gag1 — maabsen (2¢2 + q3) ¢1—
<I4a:a: - 7n4b2 - I4yy> sen (Q2 + Q3) COS (QQ + Q3) Q1

C31(q,q) = — (Lagw — mab® — Iyy,) sen (g2 + g3) cos (g2 + q3) G1—
maab cos gz sen (g2 + q3) ¢1

Cu1 (¢, q4) = Lszz cos (q2 + q3) (¢2 + d3)
Cso (qa Q) = —myabsen qzgo
Ca3 (¢, 4) = myabsen gz (242 + ¢3)

Cha (q,4) = Ligz cos (g2 + q3) (G2 + Gs3)

0 T1

mM3ga cos qa + Myg (a cos ga — bcos (Q2 + qg)) T2
magbcos (g2 + g3) T3

0 T4

12.17. Brazo-Manipulador con Resortes

Considere el siguiente brazo-manipulador con resortes representado en la figura
Fig. 12.17.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

G -= P, 2=, 3= @3, qa:=Py, G5-= L5

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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Figura 12.17: Brazo-manipulador con resortes.

donde T5,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tm,- - Tmi,O + Tmi,rot—O + sz (Vmi—c.i.—07 VO)

2 5 Tmi,rot—O = 5 (wa ]i,Ow)

Tmi,O = §mi ||V0|

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i_o es la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. v, es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos:

Tmo = Tmo,O + ng,rot—O + myo (Vmo—c.i.—07 VO)
1 moTyp . o

- Tmo,rot—O = 5 9 Y1 = ZmOTOQ%
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Tm1 = Imq,0 + Tml,roth + my (lefc.i.f()a VO) = Tml,roth =
Lo 0 0
Dy sen T 1\’ (P 8en @

1 ().01 Y2 O mq <—) +Ilyy O . ! 2
5 (1 COS @y 2 ) (1 COS @y

. ] .

72 0 0 - <§> s 72

1 2 1 2

= 5 |:Ilgm sen2 2 + (mlz + Ilyy> COS2 QQ:| q% + 5 |:le + IIZZ} q%
ng = Lm0 + ng,rotfo + mg (lefc.i.f()a VO) =
1 —pqlsen p; cos py — Pyl oS g sen py
—1My Pyl cOS ¢, +
— {1l cos p; cos py + Pyl sen ¢ sen g,
2xx 0 0
] 2
5“’; 0 My oy 2 0 Wa+
0 0 mgz + I,
1 N !
P17, Sem Py COS (g + @3) + (Pg + ¢3) 5 €08 ¢ sen (g + ©3)
) !
ma — (P2 + ¢3) 5 cos (9 + ¢5) X

Sblé cos py cos (9 + 3) — (P2 + ¥3) é sen ¢y sen (9, + 3)
— Pyl sen p; cos py — Pyl coS g sen Py

Pyl cOs Py =
—p1l cos p; cos Py 4 Pyl sen ¢y sen p,

2

1 .

3 mal? cos? gz + Iope sen® (qa + q3) + (mgz + Igyy> cos? (qo + qs)} -
1 o1 , 2 o

3 [mal? cos gz cos (g2 + q3)] G2 + 5 [mal?] G2 + 3 [mgz + Igzz} (Go + Q3)2 —

1 . .
D) [mal? cos gs] (G2 + ¢3) do

donde .
¢y sen (py + ©3)

wy = | ¢ cos (9 ‘+ ©3)
Yo+ 3
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ng — 41mgz,0 + Tm3,r0t—0 + ms (Vmg—c.i.—07 VO) -
— @yl sen p; cos py — Pyl oS g sen py
1 +@ylsen gy cos (0 + p3) + (P 1 5) L cospy sen (0, + p5)
53 Pal cospy — (P + P3) Lcos (py + 5) +
— Pl cos p; cos Yy + Pyl sen p; sen py
+pylcos @y cos (g + 3) — (P2 + P3) Isenpy sen (o, + 3)

I3:r:r 0 0
l 2
1 —
Swi || m3(2> + fow ’ wy+
l 2
0 0 ms (—) + I3,
2
l T

_@15 sen ; cos (¢q + @3 + ¢4)
) ) !
- (902 + 3+ @4) B) COs 1 sen (902 + 3+ @4)
) ) N
ms (¢ + @3+ ¢y4) 5 €08 (g + 3+ ©4) X

1
—8015 COS 1 COS (902 + @5 + @4)

. . N
+ (Pg + 3 + ¢4) 5 Sem g sen (g + @3+ ©4)

—pylsen p; cos py — Pyl coS g sen Py
+@ylsen p; cos (g + ©3)

+ (92 + ¢5) L cos p; sen (o, + p3)
Dol cos gy — (Pg + p3) L cos (g + 3) =
— 1l cos @, cos @, + Pyl sen p; sen @,

+p11 cos gy cos (pg + ¢3)

— (P2 + ¢3) Isen p; sen (¢, + ¢3)

1 .
S5l [(€03 5 — 08 (42 + 5)) €08 (42 5 + 1) — 205 03 €05 (42 + )] -+

1 .
5 [m3l? (cos? qa + cos? (g2 + q3))] G2+

[2 )
I3pesen? (g + g3 + q4) + <m3z + I3yy) cos? (g2 + ¢3 + CM)] g1+

) 1 i ) 1 . ) .
[m3l2] @ + 2 [m3l2] (G2 + C]3)2 + 5 {m:az + I3zz:| (Go + g3 + C]4)2 -

[msl? cos gs] (42 + ¢3) G2 + §m3 12 cos (g3 + qa)] (G2 + d3 + Ga) Go—

1 ) . N )
§m3 12 cos qa] (G2 + q3 + Ga) (g2 + q3)

N — DN =
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donde .
¥q Sen <902 + 3+ 904)
W3 1= ©1 COS (902 + o3+ 904)
Yo T P31+ Py
2
ay
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 +my (Vm4fc.i.707 VO) = §m4 as +
as
I4xx O 0
I 2
1 _
_WI 0 my <2> + I4yy 0 Wit
2 I\ 2
0 0 Ma (5) + 14,
T
S1 Sq
my S9 Sy =
S3 Se
—myl? cosgacos (g2 + g3 + qa + g5) — Q_%_
cos (g2 + q3) cos (g2 + g3 + qu + ¢5) 22
q
mal? [cos (g2 + g3 + qa) €08 (g2 + g3 + qa + g5)] 51+

)

myl? [cos? ga + cos® (g2 + q3)] %1"’

2

[
Lyzesen? (o + gz + qa + g5) + <m4z + I4yy) cos? (g2 + s+ qu + %)]

myl? [cos g2 (cos (g2 + g3 + qa) — cos (g2 + ¢3))] 47—
mal® [cos (g2 + qs) cos (g2 + g3 + qu)] 47+

-2
dt
ot

1 . 1 . 1 . )
3 [mal? cos? (g2 + g3 + qa)] ¢ + 3 [mal?] g3 + 3 [mal?] (g + ds)* +
1 ) ) ) 1 2 ) . ) )

5 [mal?] (g2 + g5 + Q4)2 + 3 lm4z + f4zz] (G2 + ds + Ga + %)2 -
[mal? cos qs] (G2 + G3) G2 + ma (17 cos (g3 + q1)] (G2 + d5 + Ga) Go—

ma [17 cos (g3 + qa + ¢5)] (G2 + 3 + Ga + G5) Gt

1
?
mag (12 cos (q4 + q5)] (G2 + 43 + Ga + G5) (G2 + G3) —

Magy 12 cos gs) (o + 43 + Ga + G5) (42 + g3 + du) —
my (12 cos qa] (G2 + ¢3 + qu) (G2 + ¢3)
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donde

a1 = —pqlsen p; cos Y, — Yyl cos Yy sen p,+
P1lsen p; cos (g + p3) + (P2 + ¢3) Lcos g sen (py + p3) —
¢1lsen p; cos (¢q + P53+ @4) —
(P2 + @3+ P4) Lcos py sen (py + @3 + ©y)

ay = Pql cos g — (Py + P3) L cos (g + @3) +
(¢ + P35 + @4) Lcos (pg + 3 + ©4)

ag = —@,1cos p; cos py + Pyl sen ¢, sen p,+
P11 cos @y cos (g + @3) — (Pg + p3) Isen oy sen (py + 3) —
¢1lcos py cos (py + 3+ ¢4) +
(Pg + 3 + pyg) Lsen p; sen (o, + 3 + 9y)

¢y sen (g + @3+ @4 + ©5)
Wy = | $p1c0s (9 .‘f’ 3 .+ o '+ ©5)
P9 T Y3+ P4+ Ps
ol
1 = @15 Sel ¢y COoS (902 + 3+ @4+ 905) +

. . . !
(802+903+904+905)§COSSO1SGH(<P2+903+904+805)

. . ) N
82=—(@2+803+<P4+905)§COS(902+903+<P4+805)

1
§3 = (P13 COS Py COS (09 + 03+ 04+ ©5)

) ) ) o
—(sog+<p3+¢4+905)§sensolsen(so2+303+904+<p5)

Sy = —pqlsen @y cos py — Pyl cos p; sen @y + ¢yl sen @, cos (py + @3) +
(g + 3) Lcos @y sen (p, + @3) — 1l sen @, cos (¢ + @3+ ©4) —
(g + @3 + ¢y) Lcos @y sen (g + 03+ @)

85 = §b2lC0§ P2 — (¢a + P3) L cos (0o + @3) +
(¢g + P3 + @y) Lcos (g + @3 + ©y)

56 = —p1l cOS 1 €OS Py + Pyl sen p; sen Yy +
P11 cos g cos (g + @3) — (Pg + P3) Lsen oy sen (py + 3) —
P1lcos py cos (py + @3+ @4) +
(Pg + 3 + pyg) Lsen p; sen (o, + 3 + 9y)
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La energfa potencial V' es

2
2

) l 1/2
Vi, = 3¢ [(27‘% (1 —sengp,) + 3 (1+sen @,) + 211l cos 902) —1

2
1 ) 1/2
=30 [(27“% (1 —sengqa) + 3 (1 +sengs) + 2r1l cos q2> —1

1 2 1/2 2

V,, = 34 [(27“% (1 —seng,) + 3 (14 sen ) — 211l cos @2) - l]
1 2 vz 1
=50 [(27”% (1 —senqy) + 3 (14 senqy) — 2r1l cos qg) — l]

2
1 2 2

Vi, = 3¢ [(27“% (1 — cosps) + 3 (14 cosp3) + 27yl sen g03> —1

2

12 1/2
=—c [(27‘% (1 —cosqs) + 3 (14 cosgs) + 2r2lsenq3) —1

1 12 217
Vi, = €2 (27“3 (1 —cos ) + 5 (1 + cospg) — 2ral sen gpg) —1

1 2 1/2 2
=3¢ [(27“% (1 —cosgqs) + 3 (14 cosgs) — 2ral sen q3> — l]

2
, 2 1/2
Vis = 56 [(% (1= cospy) + 5 (14 cospy) + 2rslsen %04> -

1 12 1/2 2
=563 (27“?2, (1 —cosqq) + 3 (14 cosqq) + 273l sen q4) —1

449
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X 2 1/2 2
Vi = 568 (27‘§ (1 —cospy) + 3 (14 cosp,) — 2rslsen 804) —1

2
2

l 1/2
= —¢3 [<2r§ (1 —cosqs) + 3 (14 cosqq) — 2r3lsen q4> - l]

2
1 2 1/2
V. = 50 [(27‘2 (1 —cosps) + 3 (14 coss) + 2ryl sen g05> -1

2
2

1 ] 1/2
=350 [(27"2 (1 —cosqs) + 3 (14 cosqs) + 2rylsen q5) - l]

X 2 1/2 2
Viy = gen | (240 - o) 4 5 (4 coniy) —2rasenssy ) 1

1 2 1/2 2
=3¢ <2r2 (1 —cosgs) + 3 (14 cosgs) — 2r4l sen q5> —1
Vio =0

l [ 1
Vin, = mag {5 Sen py + 5} = §m19l [sengo + 1]

l l
sz = Mag [_5 sen (@2 + 903) + lSQIl(,D2 + 51 -

§m2gl [2sen gy — sen (g2 + q3) + 1]

l l
Ving = msyg l— sen (g + @3 + ) — Isen (¢, + @3) + [sen g, + 51

2
1
= msgél [sen (g2 + g3 + qu) — 2sen (g2 + q3) + 2sen g + 1]
1
Ving = gmag[2[sen (g2 + g3 + qa) — sen (2 + gs) + sen g
—Sen(QQ+Q3+Q4+Q5) + 1]
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lo que da

2

l2 1/2
V:ﬂ 272 1 —sengy) + = (1+senqs) + 2rilcosq -1l +
2 ! 2
o | 2 12 2
51 (27"% (1 —sengq) + 3 (14 senqq) — 2r1l cos q2> -1 +
c [ [? 2 ?
21 (2r2 1 —cosqs) + = (1+ cosqs) + 2ralsenqs -1 +
2 2 2
c B l2 1/2 12
21 (272 (1 = cosgs) + = (1 4 cos g3) — 2ralsen gs =1 +
2 2 2
. I 9 12 72
21 2r2 (1 = cosqu) + = (1 + cosqu) + 2rsl sen g4 -1 +
2 3 2
. N 2 12 72
2 (2r2(1 = cosqy) + = (14 cos qy) — 2rslsen qq 1| +
2 3 2
‘s 2 1/2 2
— | {2r2(1 —cosqs) + = (1 +cosqs) + 2rul sen gs —1I| +
2 4 2
1 2 1/2 2
¢ <2r2 (1 —cosgs) + 3 (14 cosgs) — 2r4l sen q5> -1 +

magl

1
[senge + 1] + §mggl [2sen gy —sen (go + q3) + 1] +

magl
39 [sen (g2 + g3 + q4) — 2sen (g2 + q3) + 2senga + 1] +

277149

- [2[sen (go + g3 + q4) — sen (g2 + g3) + sen ¢z —
sen (q2 +qs +qu +¢5) + 1]
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Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1 — ffric—lgpl =T1— ffm’c—lQl
71 es un momento de torsién
Qnopot,Q = T2 — ffm'cfQ(pQ =T2 — ffri072q2
T9 €s un momento de torsién
Qnopot,3 =T3 — ffric—?)(pg =T3 — ffm'c—3q3
T3 es un momento de torsién
Qnopot,ll =T4 — ffric—4904 =T4 — ffric—4q4
T4 €s un momento de torsién
Qnopot,5 =T5 — ffm'cf5§05 =T5 — ffm'cf5Q5
Ts €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 1"y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0

- L — L= nooi7.:1a5
06" Dg - Grovns !

L=T-V

L obtenemos:

Calculando

qi

0 1 [2
8_q'1L — bmoro + I, s€n? g + (mlz + Ilyy> cos? qg} 1+

2
[m2l2 cos? qg + Inzy sen? (g2 + q3) + (m2

+ I2yy> cos® (Q2 + %)} 1+

4
2
[Igm sen? (g + g3 + q1) + ms + Iy, | cos® (g2 + g3 + %)} G+
12 )
[143333 sen? (@2 +q3+qa+q5) + m4Z + Luyy cos? (G2 + a3+ qu + %)] 1+

12 [m3 (cos? gz + cos® (g2 + q3)) — ma cos gz cos (g2 + q3)] G1+
msl? [(cos gz — cos (g2 + q3)) cos (g2 + g3 + q1) — 2 cos gz cos (g2 + q3)] G1—
mal? [cos gz cos (g2 + g3 + qa + ¢5) — cos (g2 + qs) cos (g2 + s + qu + ¢5)] 1+
mal? [cos® (g2 + g3 + qa) — cos (g2 + gs + qu) cos (¢2 + q3 + qa + ¢5)] 1+
mal? [cos?® gz + cos? (ga + q3) — 2cos (g2 + g3) cos (q2 + g3 + q4)] 1+
2myl? [cos o (cos (g2 + g3 + q4) — cos (g2 + q3))] ¢
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0 1 .
—L = =M1 + Mo + M3 + My l2 + Ilzz got
an ) 4

o~

[m4 coSs ((]4 + Q5) - (mg + m4) COS C_I4] g3+

1 . )
(ng +m3 + m4> *+ [2zz] (G2 + gs) —

[(my + 2m3 + my) 1% cos q3] (242 + ¢3) +

0|

N |

1 ) ) )
[(—m:a + m4) ?+ I3zz] (G2 + 43 + Ga) +

4
2
[m4z + Lm] (G2+Gs+da+¢5) +
1 ) ) )
3 [(m3 + 2my) 1? cos (g3 + qa) — (m3 + ma) 12 cos qa] (242 + 43 + 4a) +
1 2
§m4l [cos (qs + q5) — cos (g3 + qu + q5) —
) ) ) ) 1 ) )
cos gs| (242 + g3 + du + d5) — mag 12 cos gs] (43 + qa)
) 1 ) .
%L =73 [(ma + 2mg + 2m4) I cos g3 + (m3 + 2ma) cos qa] go+
3

1
512 [(m3 + 2my) cos (g3 + q4) + My cos (qq + g5)
—my cos (q3 + g1 + ¢5)] Go+

1 ) .
<Zm2 +ms+my | >+ Do | (G2 + d3) +

1 ) ; )
(Zm?’ + m4> I?+ I3zz:| (Go + 43 + Gu) —
1, o
5[ [(m3 + 2my) cos qa) (G2 + 243 + 44) +
2 ) ) ) ) L, ) )
ma + Tzz| (G2 + ds + Ga+ ds) — Mg 1% cos gs) (G2 + qa) +
1 ) ) ) )
§m4l2 [cos (qa + q5) — cos g5 (G2 + 243 + G4 + ds)
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o P _
57432-5[On3+2nu)mﬁ(%‘¥Qﬂ‘—WMCOS@3+1M4—%HQ2—
4
lg . )
— [(m3 + 2my) cos q4 + My cos g5 — my cos (¢4 + g5)] (G2 + ¢3) +

2
1 .
[(Zﬂm—%nu)l2+1&4(ﬁ2+Q3+qQ—%

2
{mzxz + I4z!| (G2 + g3+ da + d5) —

mag 12 cos g5) (g2 + 43 + 244 + Gs5)

0 1 .
—L = —my=[I*cos (g5 + qu + ¢5)] do+
3(]5 1 2

Mg 12 cos (g4 + q5)] (42 + G3) —

1 . ) .
my= [1? cos g5] (G2 + 3 + Ga) +

) . ) ) )
7mz+@z@+%+%+m

que implica

iiL— lmr + I, sen? gs + mﬁ—l—f cos? -+
dt 04, e 0”0 lzz q2 1 1 lyy 92| q1
2
|:m2l2 cos? qg + Ippp sen? (g + q3) + (mgz
2

[L&zm sen? (g2 + g3 + qa) + ms 7 + I3y, ) cos® (2 + g3 + CM)} G+

2
{mﬁmﬂﬁ+%+%+%ﬂ-mrﬁ4m w§@+%+%+%ﬂ%+

+ Igyy> cos® (g2 + q:),)} qi+

4

12 [m3 (cos? gz + cos® (g2 + q3)) — Mz cos gz cos (g2 + q3)] G1+
msl? [(cos gz — cos (g2 + q3)) cos (g2 + g3 + q4) — 2 cos gz cos (g2 + q3)] G1—
mal? [cos gz cos (g2 + g3 + 1 + g5) — cos (g2 + g3) cos (g2 + g3 + g1 + ¢5)] 1+
myl? [cos? (g2 + g3 + qa) — cos (q2 + g3 + qa) cos (g2 + ¢3 + g4 + ¢5)] G1+
mal? [cos® gz + cos® (g2 + q3) — 208 (g2 + g3) cos (g2 + ¢3 + qu)] G+

2myl? [C(;S q2 (cos (g2 + g3 + q4) — cos (g2 + q3))] 1+
l ..
2 {(Ilm - mlz — Ly + 12 (my — m3 — my) | sen gs cos gz | ¢igo+

I? [(mg + 2mg + 2my) sen gz cos (g2 + q3)] G162
1% [mysen gy cos (g2 + q3 + q4 + q5) — (M3 + my) sen gz cos (g2 + g3 + q4)] G1Go+
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l2
2 |:(I4xz - m4z — ]4yy) sen (g2 + g3+ qa + q5) cos (g2 + g3 + q4 + %)] X
(d2 +Gs+ da+gs) it

12 .
2 [([2xx — My - Loyy + 1 (myg — m3)> sen (q2 + g3) cos (g2 + QS)] (G2 + 43) 1+
12 [(ma + 2m3 + 2my) cos gz sen (g2 + q3)] (G2 + G3) 1+

12 [(m3 + 2my) sen (g2 + g3) cos (g2 + g3 + q4)] (g2 + d3) 1+

2 .
2 |:(I3zz —myy I3yy) sen (g2 + ¢3 + qa) cos (g2 + g3 + 6_14)} (G2 + d3 + qa) 1 —

12 [(m3 + 2my) cos gz sen (g2 + g3 + q4)] (¢a + 43 + Ga) 1+
12 [(ms + 2my) cos (g2 + g3) sen (g2 + g3 + qa)] (G2 + 43 + Ga) 1+
2myl? [sen (g2 + g3 + q4) cos (g2 + q3 + q1)] (G2 + G5 + Gu) 1+

myl? [sen (g2 + g3 + q4) cos (g2 + g3 + g1 + G5)] (G2 + G5 + Gu) G1—
myl? [cos (g2 + gs) sen (¢ + g3 + g1 + ¢5)] (42 + G5 + qu + 5) 1+
mal? [cos (g2 + g3+ qa)sen (g2 + g3+ @+ ¢5)] (Go + g3 + da + G5)

d a 1 .
E(?_QQL = [(Zﬂu +mo +ms3 + m4> ?+ Ilzz] Q2+
1

—l2 [m4 COS (Q4 + Q5) — (m3 + m4) COS Q4] Q3—|—

4
(Mo + 2m3 + my) 1% cos q3] (242 + §3) +

1 .. .
(—m2 +m3 + m4> *+ [2zz] (Go + G3) —
2

1 o
[(Zm:a + m4) ?+ I3zz] (Go + g3 + Ga) +

2
[m4z + Lm] (Go+ s+ Ga + g5) +

(mg + 2m4) l2
2

[cos (s + q5) — cos (g3 + qu + q5) — cos s (242 + §s + Ga + G5) —

[cos (g3 + qa) — (M3 + ma) 17 cos qa] (2G2 + 3 + Ga) +
l2

2
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myl? . . 12 (ms+m
; [cos g5] (G + Ga) + %

?>m. . Dy
: [sen (g4 + g5)] (44 + Gs) g3+

(mg + 2m3 + m4) l2

2
(m3 + m4) 12

Sen q4q3qGa—

[sen gs] (242 + G3) s+

[sen g4 (242 + g3 + Ga) Ga—
l2 (mg + 2m4)

2
2

[sen (g3 + q4)] (242 + 43 + Ga) (43 + Ga) —

m4l

[sen (qa + g5)] (242 + 43 + G4 + d5) (G4 + G5) +

[sen (¢3 + g4 + g5)] (242 + 43 + 4a + G5) (43 + G4 + G5) +

m4l2

[sen ¢s] (43 + da) G5 + [sen gs] (2¢2 + g3 + ¢a + G5) 45

J 9 .
———L = _e [(mg + 2m3 + 2my) 12 cos g3 + (M3 + 2my) cos q4] +

- [(m3 + 2my) cos (g3 + q4) + My cos (q4 + q5) — mycos (g3 + q4 + q5)] +

4

(st + m4> I? + Iszz} (Go + G + Ga) —

1 .
<—m2 +m3 + m4) *+ [2zz] (G2 + Gs) +

1 . . .
552 [(m3 + 2my) cos qa] (G2 + 243 + Ga) +

4

§m4l2 [cos (qa + g5) — cos gs] (G2 + 245 + Ga + G5) +
(’I’I’L2 + 2m3 + 2m4) l2
2

2
3 [(m3 + 2my) sen (g3 + qa)] (43 + Ga) G2—
l2
B [mysen (gs + g5)] (Ga + ds) Got+

12 e 1 .
{m4_ + [4221 (Go + Gs + Ga + ds) — m4§ 12 cos q5) (Go + da) +

ms + 2m4
2

[sen gs] gags + [sen q4] gada—

l2
3 [mysen (g3 + qs + q5)] (43 + Ga + ¢5) Got
l2 (mg + 2m4)

5 [sen qa] (¢ + 243 + ¢a) Ga+



12.17. BRAZO-MANIPULADOR CON RESORTES 457

myl? .
- [sen gs| (G2 + qa) 45—
myl? . ) ) D .
; [sen (g4 + ¢5)] (G2 + 243 + Ga + d5) (4a + ¢5) +
12 . .
5 [sen gs] (g2 + 243 + G4 + d5) s
d 0 [2 .
%@L =3 [(m3 + 2my) cos (g3 + qu) — macos (g3 + qs + g5)] Goa—
2

— [(m3 + 2my) cos g4 + my cos g5 — my cos (g1 + qs)] (G2 + G3) +

2
1 o
[(Zm:a + m4) ?+ I3zz] (Go + g3 + Ga) +

2
[mz;Z + [4zz] (Go + G5 + Ga + G5) —

m4l2

[cos g5) (G + G + 24 + Gs) —
l2 (mg + 2m4)
2
. [sen (g3 + g1 + ¢5)] (42 + G5 + Ga) o+
I? (m3 + 2m .. IPm
P E204) o) (s + ) s+
’m .
L sen (g1 + ¢s)] (do + ds) (da + ds) +
m4l2

2

[sen (g3 + q4)] (43 + Ga) G2+
l2

= [sen gs] (o + ) ds—

[sengs) (G2 + ¢ + 244 + d5) s

1 .
Ea_%[/ = —m4§ [l2 COS (q3 + qa + q5)] q2+

: T mp

[cos (g1 + ¢5)] (G2 + d3) —

2

ma + I4zz] (Go + Gs + Ga + G5) +

m4l

2

[cos g5] (G2 + G5 + Ga) +

m4l

5 [sen (g3 + qa + g5)] (43 + da + G5) Go—
m4l2
2

[sen (qa + g5)] (G2 + 3) (G4 + d5) +
l2

; [sen gs] (42 + 43 + du) G5
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Calculamos también 3L:

dg;

0
— I =
oq

0 [? 1 )
—L = || liza—m1——11yy | sen g cos Go+=msl? sen (2g5+4q5) q%+
0qs 4 2

2

[m2l2 Sen g COS ga+ <I2a:m_m2z_[2yy> sen (¢g2+qsz) cos (g2+q3) | 4¢3+

2 )
[([zm: My~ [3yy> sen (g2 + q3 + qu) cos (g2 + g3 + qa) | ¢1+

m3l2

[2sen (2g2 + q3) + sen (g3 + q4) + sen (2¢2 + 2q3 + q4)] GG+

m3l? [sen g cos gz + sen (ga + g3) cos (g2 + q3)] G2+

m4l2

2

[sen (2g2 + q3 + q4 + g5) — sen (2q2 + 2g3 + qa + ¢5)] 3+

m4l2

[sen (2g2 + 2q3 + 2q4 + q5)] 43—

m;f [sen gz cos g2 + sen (g2 + q3) cos (g2 + q3)] G+
) .
K%mﬂmz—%o%M@+%+%+%N%@+%+%+%ﬂﬁ+
mal? [sen (2¢2 + ¢3) — sen (2¢a + 3 + qa) + sen (2g2 + 2q3 + q4)] §i—
myl? [sen (g2 + g3 + q4) cos (g2 + g3 + qu)] ¢ —

2 1/2
1 [(27‘% (1 —sengo) + 3 (1 +sengo) + 2rql cos qg) - l] X

1 I2 -1/2
- (27“% (1 —senqq) + 3 (14 senqy) + 211l cos q2> X

2
l2
<(§ — 27”%) cos ga — 21l sen q2> —

2 1/2
c1 [(27"% (1 —senqy) + 3 (14 senqy) — 2r1l cos qg) — 1| x

2 ~1/2
(27“% (1 —senqy) + 3 (14 sengg) — 2rl cos q2> X

l2
(<5 — 27“%) cos qo + 2r1l sen q2> -

N —
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1
§gl [((my + 2mg + 2mg3 + 2my) cos ga] +
1
§m4gl cos (g2 + g3 + g4 + g5) +
1
591 [(m2 +2ms + 2+ 2my) cos (2 + gs)] —

1
§gl [(m3 + 2my) cos (¢2 + g3 + q4)]

0 12 .
—L = ]2xx —Mo— — IZyy S€N ((]2 + Q3) COs (C]2 + q3) Q%_’_
8Q3 ) 4

l .
l(fsm — m3z - I3yy> sen (g2 + ¢3 + qa) cos (g2 + g3 + qq) | ¢1+

459

2
|:<I4xx —My— — I4yy) sen (q2 + g3 + qa + ¢5) cos (g + q3 + g1 + ¢5) | ¢i+

4

l2 <m2 + 2m3 + 2m4)

2
l2 (m3 + 2m4)

[cos g sen (g2 + q3)] 2+

[sen (2¢2 + 2¢3 + q1)] ¢ —

iW%+m@%M@+%M%@ﬁwMﬁ+
“(2m4s — m )
% [cos gz sen (g2 + g3 + q4)] G5+
m4l2 ) 2 .9
5 [cos gasen (g2 + g3 + qa + g5)] 47 — ma4l? [sen gz cos go] G7+
m4l2

[sen (2g2 + 2q3 + 2q4 + q5) — sen (2g2 + 2q3 + q4 + q5)] 2 —
mal® [sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + qu)] G5+
(mg + 2m3 + 2m4) l2

5 [sen ¢s] (42 + d3) Go—

l2 (m3 —+ 2m4)
2

[sen (g3 + g4 + g5)] (d2 + 43 + Ga + G5) Go—

[sen (g3 + q4)] (G2 + 43 + Ga) G2+

m4l2

l2 1/2
C2 [(27“% (1 —sengs) + 3 (1 + sengs) + 2ryl cos q3) —1| x

2 ~1/2
(27“% (1 —sengs) + 3 (14 sengqs) + 213l cos q3> X

l2
<(§ — 27”%) cos g3 — 2rpl sen q3> —

DN —
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2

1/2
3 (1 4+ sengqsz) — 23l cos q3) —1I| x

<2r§ (1 —sengs) +

1 2 —-1/2
5 (27“3 (1 —sengs) + 5 (14 senqz) — 2rsl cos q3> ] X

l2
((5 — 27"2) coS g3 + 2rpl sen q3> +

l [
% [(mg + 2m3 + 2my) cos (q2 + q3)] — % [((m3 + 2my) cos (g2 + g3 + q4)] +

magl

cos (g2 + qs + q4 + q5)

0 l2 )
34 —L = [(L&zm — I3yy> sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + ¢z + qu) | G2+
4

{(143095 - m4 I4yy> sen (g2 +qs + qu+ qs) cos (g2 + g3 + g1 + ) | ¢1—
[(m3 +2my) (cos gz — cos (g2 + q3)) sen (g2 + g3 + q4)] G2+

12 .
— [(cos gs — cos (g2 + q3)) sen (g2 + g3 + qu + q5)] G+

2

m4l

s 2

il [sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + qa)] G7 —
(ms + 2my) I
2
(m3 + 2my) I

2
[sen (g3 + g4 + g5)] (42 + G3 + da + G5) Goa—

[sen (2g2 + 2q3 + 2q4 + ¢5)] 47—

[sen (g3 + qa)] (G2 + 3 + qu) G2+

[sen qa] (¢ + d3 + da) (42 + g3) +
l2

myl? . . ) N )
- [sen (g4 + ¢5)] (G2 + ds + Ga + ds5) (4o + g3) —

l2

1/2
c3 [(2T§ (1 —senqy) + 3 (1 4 senqq) + 213l cos q4) — 1| x

2

~1/2
(27“§ (1 —senqy) + 3 (14 senqy) + 273l cos q4) ] X

l2
<(§ — 2r§> cos qq — 213l sen q4> —

DN —
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2 1/2
3 (1 +senqy) — 2r3l cos q4) - l] X

<2r§ (1 —senqy) +

2 —1/2
(27“?2) (1 —senqy) + 5 (1 + senqq) — 273l cos q4> ] X

12
((5 — 2r3) coS g4 + 213l sen q4)

1 1
_Egl [(m3 + 2my) cos (q2 + g3 + q4)] + §m4gl cos (g2 +qs + q1+ gs)

1
2

0

12 .
—a%L = Klm—mq—l 4yy) sen (qa+q3+q,+qs) cos (qz+q3+q4+q5)] G+
2

Myl )
; [(cos gz — cos (g2 + q3) + cos (g2 + g3 + qa)) sen (q2+q3+q4+5)] G5+

W2 ) . ) .
5 [sen (g5 + g4 + ¢5)] (42 + 43 + du + G5) Go—

mal? . ) } ) ) )

; [sen (g4 + g5)] (G2 + ds + da + G5) (42 + g3) +

m412 . . . . . . .

5 [sen gs) (§2 + 43 + qa + G5) (42 + 43 + 4a) —

2

C4 [(27‘2 (1 —sengs) + %

1/2
(14 senqs) + 2r4l cos q5) — 1| x

~1/2
(27"4 (1 —sengs) + = (1 4 sengs) + 2r4l cos q5) ] X

2
2
<(— — 27°4> cos g5 — 214l sen q5> —

12 1/2
Cy [(27& (1 —sengs) + 3 (14 sen qs) — 2r4l cos q5) — 1| %

l2
(27“2 (1 —sengs) + 5

N —

1
2
l2

1
((5 — 2r4> cos @5 + 2r4l sen q5> + §m4gl cos (g2 + g3 + g4 + qs)

~1/2
(14 senqs) — 2r4l cos q5> ] X

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q:q) ¢+g(q) =
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donde

1 I?
dy = {Qm(ﬂ“o + L1z sen? go + miy + [1yy) cos? Q2} +
2

[mgﬂ cos? qo + Ippe sen? (go + q3) + (mzz

+ I2yy) COS2 (C]2 + %)] +
+ I3yy) cos? (g2 + g5 + C]4)} +

2

|:I3xz sen? (g2 + g3 + qu1) + (m3z

2

l
{14901- sen? (g2 + g3 + 1 + ¢5) + (77141 + f4yy) cos? (g2 + qs + qu + 6_15)} +

12 [m3 (cos? gz + cos?® (g2 + q3)) — M2 cos gz cos (g + q3)] +
msl? [(cos gz — cos (g2 + q3)) cos (ga + g3 + q4) — 2 cos gz cos (g2 + q3)] —

myl® [cos gz cos (g2 + g3 + g4 + ¢5) — cos (g2 + qs) cos (g2 + s + qu + ¢5)] +
mal? [cos® (g2 + g3 + qa) — cos (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + ¢4 + ¢5)] +
myl? [cos? gz + cos? (g2 + q3) — 2c0s (ga + q3) cos (g2 + q3 + q4)] +
2myl? [cos g (cos (g2 + g3 + q4) — cos (g2 + q3))]

dig =di3 =digs =di5 =0, dyy =0

1
d22 = l(zml -+ Mo +m3 +m4> l2 +Ilzz] +

1
[(ng +mz+my | >+ L. | — [(ma + 2m3 + my) [? cos g3] +

1 12
l(zmg + m4> l2 + I3ZZ1 + lm4z + 14221 +
[(m3 + 2my) 1* cos (g3 + q4) — (m3 + my) 1? cos q4] +

myl? [cos (q4 + q5) — cos (g3 + qu + q5) — €OS gs)
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l2
dag = — [mygcos (qy + q5) — (m3 + my) cos q4] +
1 +2ms + [2
[(ZW& + ms + my 2+ -[2zz:| - (m2 m23 m4) [COS Q3] +
1 , 2
77 +my | 15+ I3 | + M + Iz | +
1
3 [(m3 + 2my) 1? cos (g3 + qa) — (mz + my) I* cos q4] +
mal? m.
; [cos (qs + q5) — cos (g3 + q4 + q5) — cos gs] — 74 [12 cos gs]
1 ) 2
dog = st +mg | 54 I3, | + m4Z + Ly | +
1
5 [(mg + 2my) 12 cos (g3 + qa) — (m3 + my) I? cos qa] +
mal? m
; [cos (q4 + q5) — cos (g3 + q4 + ¢5) — oS gs| — 74 [12 cos ¢s]

[2 myl?
dos = lm4z + 144 + ; [cos (g4 + g5) — cos (g3 + g4 + q5) — cos g

d31:0

d3p = —= [(ma + 2m3 + 2my) [% cos q3 + (m3 + 2my) cos q4] +

N —

2
— [(mg + 2my

1 1
[(ZmQ + mg + m4) ?+ [2zz:| + {(ng + m4) *+ [3zz] —

2 (ms + 2m. 2 mal?
%COS%ﬂL lm4z+l4zz - ; COS g5+

cos (g3 + qa) + macos (qs + q5) — mycos (g3 + g4 + g5)] +

~—

m4l2

[cos (qs + q5) — cos g5]

1 1
d33 = [(Zﬂm +ms + m4> P+ I | + {(ng + m4) I? + I3zz‘| -
2

12 (m3 + 2my) cos q4 + {m4z + Iy | +mal?® [cos (q4 + q5) — cos gs)
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1 1
dss = sz?, + m4) I? + I3zz:| - 552 [(m3 + 2my) cos qa] +

2 m 1
[m4 i 144 — 5 (17 cos gs] + 5mal® [cos (ga + g5) — cos g5

[? 1
dss = [m4— + Lm} + —myl? [cos (g4 + g5) — cos gs]

4 2
l2
dyo = = [(m3 + 2my) cos (g3 + q4) — macos (g3 + qa + g5)] —

, 2

[
3 [(mg + 2my) cos g4 + my cos qs — my cos (¢4 + q5)] +

1 2 1
{(ng + m4> l2 —+ ]322:| + [m4z + I4zz:| — m4§ [P COS Q5]

2
dyz = ——= [(m3 + 2my) cos g4 + my4 cos g5 — my4 cos (qq + gs)] +

1 2 l2 mgy 2
Zm3+m4 l +I3zz + m4Z+I4zz _7“ COSQ5]

1 12
dyg = [(ng + m4) I* + I3zz] =+ lm4— + 1424 — My [52 cos CI5]

4
I 1 5
dys = |ma— + Iy | — =y [l oS q5}
4 2
d51 - O
2 1y l?

myl
ds = —

cos (g3 + qa + q5) + cos (g4 + q5) —

m4l2 i l2 i I
cos My— -
5 g5 44 4
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myl? myl? I2
ds3 = 2" cos (qa + q5) — 2 cos g5 + mu— + Iy,
2 2 4
1 2
dsy = —57714[2 COs g5 + m4Z + 1y,
2
dss = m4z + Iy,

€11 Ci12 C13 Ci4 Cis
C21 C22 C23 Coq4 Co5
C (q ) CI) = | €31 C32 C33 C34 C35
C41 C42 C43 C44 Cy5
Cs1 Cs52 Cs53 Cs4 Csp

) ci1 = ffrie—1+
[ .
2 l([lxx — mlz — Ilyy + l2 (m4 — ms3 — m2)> Sen go CoSs QQ:| QQ+
12 [(ma + 2m3 + 2my) sen g cos (g2 + q3)] Go

I? [mysen gz cos (g2 + g3 + qa + ¢5) — (m3 + my) sen gz cos (g2 + g3 + qa)] o+
12
2 [(I4mx - m4z — I4yy> sen (g2 +¢qs+ qa + q5) cos (g2 + g3 + qu + C_I5)} X
(G2 + 3 + 44 + ¢5) +

2 ) )
2 l(fzm - mzz — Loy, + 12 (my — m3)> sen (g2 + g3) cos (g2 + 93)] (G2 + gs) +

I? [(mg 4 2mg + 2my) cos gz sen (g2 + g3)] (g2 + d3) +
I? [(m3 + 2my) sen (g2 + q3) cos (q2 + q3 + q4)] (G2 + G3) +

2 ) ) )
2 (I&mz — m3Z — [3yy> (G2 + g3 + Ga) sen (g2 + g3 + qa) cos (q2 + g3 + q4) —

12 (mg 4 2my) (G2 + 43 + du) cos gz sen (g2 + ¢3 + qa) +
12 (m3 + 2my) (Go + G3 + Ga) cos (g2 + q3) sen (g2 + g3 + q4) +
2mal? (¢o + ¢s + ¢a) sen (g2 + g3 + q4) cos (g2 + g3 + qu) +
mal? [sen (g2 + q3 + qa) cos (g2 + g3 + @1 + ¢5)] (G2 + G3 + Ga) —
myl? [cos (g2 + gs3) sen (g2 + g3 + g4 + ¢5)] (G2 + G5 + da + d5) +
myl® [cos (g2 + g3 + qa) sen (g2 + ¢3 + ¢4 + q5)] (G2 + 43 + da + G5)
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cip=ci3=ciu=c;5=0

12 1 .
Cop = — l([lm —mi— — Ilyy) Semn @, COS @ + §m2l2 sen (2¢q2 + q3)] Gi—

4
2
[m2l2 sen o oS ¢a + ([gm —Ma = ]2yy> sen (g2 + q3) cos (g2 + %)} g1—
[2 )
|:<I3a::c My IByy) sen (g2 + g3 + qu) cos (g2 + g3 + 94)] q1—

m3l2

[2sen (2g2 + g3) + sen (g3 + qa) +sen (2g2 + 2g3 + q4)] 1 —

msl? [sen g cos gz + sen (g2 + q3) cos (g2 + q3)] G1—
2

[sen (2q2 + g3+ qa + ¢5) —sen (2q2 +2q3 + g1 + g5)| 1 —

m4l2

2
myl? [sen g cos gz + sen (g2 + q3) cos (g2 + q3)] G1—

[sen (22 + 25 + 204 + g5)] Gu+

2
Kfm — My~ I4yy> sen (g2 +qs+ qa + q5) cos (g2 + g3 + qu + %)] qi—

mal? [sen (25 + q3) — sen (2g2 + g3 + q4) + sen (2g2 + 2¢3 + qa)] 41+
myl? [sen (g2 + q3 + qa) cos (g2 + g3 + Q4)] a1

Co2 = f fric—2

1 .
Cog = §l2 [(m3 + my) sen qa] qa—
1 L
—1%[(mg3 + 2my) sen (g3 + 1)) (242 + G5 + Ga) +
Moy + 2ms + my) 12 . . ’m
ma 22008 SO ) 2 + ) —

[sen (g3 + g4 + ¢5)] (242 + d3 + 4a + Gs)

[sen (g4 + ¢5)] (G4 + G5) +
1m412
2

1?2 (ms+m ) ) )
Co4 = % [sen g4 — (m3 + 2my) sen (g3 + q4)] (242 + g3 + 4a) +

m4l2

2

[sen (g3 + ga + g5) —sen (qa + ¢5)] (242 + G5 + Ga + G5)
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m4l2
2

[sen gs + sen (g3 + qa + g5) — sen (g4 + ¢5)] (242 + 43 + Ga + ¢5) +
m4l2
2

Co5 =

[sen gs) (g3 + qa)

I .
C31 = — |:([25m —may = ]2yy> sen (g2 + g3) cos (g2 + %)} G1—

2 )
[(1_33;3: - m3Z — IByy) sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + 94)] q1—

2
Klm — My = I4yy> sen (ga + g3+ qa+ g5) cos (g2 + q3 + qu + q5)1 G—

l2 (mg + 27713 + 27714)

2
l2 (m3 + 2m4)

[cos g2 sen (g2 + q3)] ¢1—

[sen (2¢2 + 23 + q4)] 1+

1% [(ms3 + my4) sen (g2 + q3) cos (g2 + q3)] ¢1—
l2 (27714 — m3)

7 [cos gasen (g2 + g3 + qu)] d1—

m4l2

2

2

[cos gasen (q2 + g3 + qu + ¢5)] ¢1 + mal? [sen gz cos go] ¢1—

[sen (2q2 + 2¢3 + 2q4 + g5) — sen (22 + 2q3 + q4 + ¢5)] 1+
mal? [sen (g2 + g3 + qa) cos (g2 + g3 + qu)] ¢

ms + 2m )
C32 = (3—24) [sen (g3 + qa4) — (M2 + 2mg + 2my) I sen g3 go—

m4l2 (m3 + 2m4)

5 [sen (g3 + g4 + g5)] g2 + 5

* [sen (an -+ a5)] (da + ds)

[sen q4] ga—

m4l
2

C33 = ffricf3

ms + 2my) [? ) . .
C34 = % [sen q4] (g2 + 243 + 4a) —
2

Myl
2 [sen (g1 + g5)] (o + 2ds + ¢4 + ds)

2
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l2

C35 = [sen gs| (G2 + qa) +
m4l2

2

[sen g5 — sen (g4 + g5)] (G2 + 243 + du + d5)

[2 )
Cy = — Klm — M~ Isyy> sen (ga + g3 + qq) cos (¢2 + g3 + q4)1 G—

2 )
|:<I4:c:c — m4Z — Lyyy | sen (g2 + g3+ qu + q5) cos (g2 + g3 + q4 + %)] 1+
(m3 + 2777,4) l2

?

[(cos g2 — cos (g2 + g3)) sen (g2 + g3 + qu)] G1—

m4l
2

[(cos gz — cos (g2 + g3)) sen (g2 + 3 + qu + q5)] G1—

1 )
—myl? [sen (2g2 + 2q3 + 2q4 + q5)] 1+

[ )
[sen (g2 + g3 + q4) cos (g2 + 3 + qu)| &

(m3 + 2m4) l2

Cip = —————[sen (g3 + qa)] G2 —
22 2

[sen (qa + q5)] (Ga + Gs) — m;l

(m3 -+ 2777,4) l2
2

[sen (g3 + g1 + ¢5)] G5

[sen q4] (g2 + d3) +
m4l

2

ma + 2my ) [2 . )
C43 = —% [sen q4] (g2 + q3) +
2

myl L
- [sen (qa + g5)] (G2 + 43 + da)

2

m4l2

2

Caa = [fric—4 — [sen (g4 + g5)] (G2 + d3)

m4l2 m412

Ca5 = — [sen (g4 + g5)] g2 +

[sen g5 (242 + 2G5 + 2ds + Gs)

mual? .
C51 = — Khm - I4yy> sen(g2+qs+qu+qs)cos(@e+qgs+qu+qs)| G1—

[(cos g2 — cos (g2 + q3) + cos (g2 + g3 + qa)) sen (g2 + g3 + g4 + ¢5)] G
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l2 2

. myl
[sen (g3 + qa + ¢5)] G2 + ;

1 . ) )
—§m4l2 [sen gs] (g2 + s + qa)

Csp = — [sen (qa + g5)] (G2 + g3)

4

2
1 5 o 1 9 o

Co3 = 5 [1°sen (g4 + g5)] (G2 + G3) — =ma [I” sen gs] (G2 + g3 + Ga)

2

1 ) ) )
Cs4 = —§m4 [1?sen gs) (42 + G5 + Ga)

Cs5 = f fric—>5

g1 71
g2 T2

g@=1 9|, 7=| 73
g4 T4
g5 T5
g1 =0

9 1/2
o = C1 [(27"% (1 —senqy) + 5 (14 senqq) + 211l cos q2) — 1| x

N —

2 ~1/2
(27“% (1 —sengo) + 5 (1 + sengp) + 211l cos QQ) X
l2
((5 — 27“%) cos go — 211l sen qg) +

2 1/2
1 [(27"% (1 —senqy) + 3 (14 senqy) — 2r1l cos qg) — 1| x

N —

2 ~1/2
(27“% (1 —senqy) + 3 (14 sengg) — 2rl cos q2> X

l2
((5 — 27"%) cos @2 + 211l sen qg)

469
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my + 2me + 2ms + 2my) gl mqql
+( 1 2 3 1) 9 [cos qo] — 49 o (G2 + q3 + qu + q5) —
(ms + 2my) gl

2

2
(ma 4 2mgz + 2 + 2my) gl
2

cos (g2 +q3) + cos (q2 + g3 + q4)

2 1/2
g3 = C2 [(27“5 (1 —sengs) + 3 (1+sengs) + 2r2lcosq3) — 1| x

12 —1/2
(27"% (1 —sengs) + = (1 +sengs) + 2ryl cos q3) X

N =

2

l2
(<§ — 27“%) cos g3 — 2rsl sen Q3) +

2 1/2
Co [(27"% (1 —sengs) + 3 (14 seng3) — 2ral cos q3) — 1| x

2 —1/2
(27“% (1 —sengs) + 3 (14 senqs) — 2rsl cos q3> X
l2
<<5 — 27“%) cos g3 + 273l sen q3> —

(ma + 2mg + 2my) gl
2

N —

<m3 + 2m4) gl
2

cos (g2 + g3 + q1 + qs5)

cos (g2 + q3) +

mygl
2

cos (g2 + g3 + qa) —

2 1/2
gy = C3 [<2r§ (1 —senqq) + 3 (14 sen qq) + 2r3l cos q4) —1| x

N =

2 ~1/2
(27“% (1 —senqy) + 3 (14 senqy) + 273l cos q4> X

l2
(<5 — 27“%) cos qs — 2r3l sen q4) +
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9 1/2
cs [<2r§ (1 —senqy) + 3 (1+senqy) — 2r3l cos q4) — 1| x

2 —1/2
<2r§ (1 —sengqq) + 3 (1 + senqy) — 2r3l cos q4> X

l2
((5 - 2r§) cos q4 + 23l sen q4> +

m
[cos (g2 + g3+ qu)] — ;g cos (g2 + g3 + q4 + q5)

N —

(m3 + 2m4) gl
2

9 1/2
g5 = C4 [(27& (1 —sengs) + 3 (14 senqs) + 2r4l cos q5) — 1| x

1 l2 -1/2
3 (27“2 (1 —sengs) + 3 (1 +sengs) + 2r4l cos q5) X

l2
((5 — 27’2) cos g5 — 214l sen q5) +

2 1/2
Cy [(27& (1 —sengs) + 3 (14 senqs) — 2r4l cos q5) — 1| x

1 2 —1/2
3 [(27& (1 —sengs) + 3 (1 + sengs) — 2r4l cos q5> ] X

I ) mygl
3 21y | cosqs + 2rylsengs | — 5 €08 (2 + g3+ qs + g5)

12.18. Robot Articulado

Considere el robot representado en la figura Fig. 12.18.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

41 = P, q2:= P2, 3= Pz, G4:= Py

La energia cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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Figura 12.18: Robot articulado.

donde T;,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tmi - Tmi,O + Tmi,rot—O + sz (Vmi—c.i.—(b VO)
1

Tmi,O = Emi HV0|

1
2 ) Tmi,rot—O - 5 (w, Ii,Ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,, i o es la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. v, es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos:

Tm1 = 4my,0 + Tml,Tot—O + my (le—c.i.—Oa VO) =

Tml,mt—O = §Ilyy9b% = illyyq.%

ng = ng,O + Tmz,rot—() + Mg (Vmg—c.i.—Oa VO) = Tm2,0 =+ ng,rot—O =

s ) "N I 0 0 0
2 . . .

5 (h+72)” ¢+ 3| @ 0 Ipy O o1 | =
0 0 0 I 0

5 [mz (i + 7”2)2 + I2yy] Qi
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1

ng = 4Lmg3,0 + ng,rot—O + ma (Vmg—c.i.—()a VO) - §m3 (ll + T2>2 SO%"’
. 0 N Lo 0 0 0
3 1+ P9 0 ma(ra+ds)’+15, O o1 +@s |+
0 0 0 Is.. 0

0 0
— (p1+p9) (r2+d3) Seln (p1+02) — @1 (l1472) cos ¢y
73 (1 +72)°] 2 + 5 [ms (ra + ds)® + Inyy] (61 + o)+
mg [(r2 + ds) (I + 72) sen (21 + ¢2)] (41 + G2) G

( — (P14¢2) (ratds) cos (9, +0y) )T ( —¢1 (li4ro) sen g, )
m3

T% = Tm4,0 + Tm4,r0t—0 + my (Vm4—c.7j.—07 VO) -
4 1. . .
= (91 (472 + (14 ) (r2 4 o)) +

my [p1 (@1 + @a) (L +72) (12 + d3) sen (2¢1 + ¢,)]

1 I4:cx 0 0
§WT 0 myd] + Iy, 0 W + myajby =
0 0 m4d421 + I4zz

1 . .
3 [ (12 + d3)® + Lige sen® gz + (myd3 + Iyy,) cos® a3 (1 + i2)” +

[my (I +12) (r2 + ds) sen (2q1 + ¢2)] (41 + G2) G1—

[mady (11 +72) cos (2q1 + g2) cos gs] (¢1 + ¢a) ¢1 + 74 (11 +72)?] ¢3+

1 . ..
= [m4di + 14, q% —my [dy (Ih +72) sen (2q1 + ¢a2) sen gs] ¢1gs—

2
my [dy (2 + ds) sen g3 (41 + G2) G3
donde ‘ ‘

- (‘P1 + 902) sen s

wy=| — (o + 802) COS 3
P3
— (¢ + ¢q) dysen (o1 + ) cos 3 + Pady cos () + @q) sen oy
a = P3d4 COS Pg

(91 + ¢q) dy cos (@1 + @q) cOs 3 + padysen () + ©y) sen @y

— @y (l1 +12) sen i — (@y + Py) (r2 + d3) cos (o1 + )
by = 0

—@1 (I1 +12) cos o — (P + @) (12 +d3) sen () + s)



474 CAPITULO 12. ALGUNOS MODELOS ELECTROMECANICOS

Tms = Tms,O + Tms;rot—O +ms (Vm5—c.i.—07 VO) -
ms

5 [P+ 72)" + (P14 @0)" (r2 + d3)°] +
ms [p1 (@1 + $a) (L +72) (12 + d3) sen (2¢1 + )]

1 Isze 0 0

§W; 0 ms (l4 + d5)2 + ]5yy 0 W5 + m4agb5 =
) 0 0 1 ms (l4 + d5)2 + I5zz 1
5 [m5 (lh+ 7“2)2] G + 5 [(m5 (ls+ds)* + I5zz)] @3 + = [Isea) 43+

2
5 [mg, (ro + d3)2 + I5,, sen? gs + (m5 (14 + d5)2 -+ Ig,yy) cos? qg} (¢ + q'g)2 +

ms [(Iy + 1r2) (r2 + d3) sen (2q1 + ¢2)] (41 + d2) d1—
[ms (ls + ds) (11 + 12) cos (2q1 4 q2) cos qs] (¢1 + ¢2) d1—
I5.e [sen gs] (g1 + d2) Ga—
ms (la + ds) (I1 + 72) [sen (2¢1 + ¢2) sen qs) G1G3—
ms (l4 + ds) (r2 + ds) [sen g3] (41 + ¢2) 43

donde

— (¢ + ¢q) sen gy
W5 = . +904
- (901 + 902) COS @3
P3

— (1 + o) (Ia + ds) sen (1 + py) cos 3+
@3 (la + ds) cos (o1 + ) sen g
as = @5 (14 + ds) cos g
(@1 + @2) (la + ds) cos (¢1 + py) cos 5+
@3 (4 + ds) sen (¢; + ) sen g

—@y (I1 + 7r2) sen
— (1 + P2) (r2 + d3) X
cos (1 + )

bs = 0
—@; (I3 + r2) cos ¢,
— (p1 + o) (12 + d3) X
sen (¢ + )
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La energfa potencial V' es

lo que da

Vins = msg (s + ds) sen 4

4
V= Z Vin,
i=1

Vim, = const, V,,, = const, V,,, = const
Vin, = mygdysen o, = mygdysen qs

V' = [magdy +msg (l4 + ds)] sen g3 + const

475

= msg (l4 + d5) sen gs

Las fuerzas generalizadas estdan dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1— ffm'cfl(pl =T1— ffricfl(h
71 es un momento de torsién
Qnopot,Q =T2 — ffm'c—Q()OQ =T2 — ffm’c—2q2
T4 €s un momento de torsién
Qnopot,fﬂ =T3— ffric—3903 =T3 — ffric—3q3
T3 €s un momento de torsién
Qnopot,él = T4 — ffm'cf4§04 =Ty — ffricf4q4
T4 €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V., podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

Calculando

[ms (7“2+d3)2+—73yy+m4 (7“2+d3) + ms 7“2+d3 ]
[(149393 + I5y) sen? g3 + (m4d4 + Lyyy + s (1g + d5 + I5yy)

9qi

0
Oq

—L =

d o 0

T L— L= nopot,is © =1,...,4
0" og T i

L=T-V

L obtenemos:

[Ilyy +mg (I + T2)2 + Loy +ms (I + 7“2)2} G+

[m4 (ll -+ 7’2)2 —+ msg (ll —+ 7“2) ] ql+ 2

q1 + 42)
cos Q3] ¢1 +CI2)

+ [(mg + my + m5) (ll + 7'2) (7'2 + dg) Sen (2q1 + QQ)] (2(]1 + QQ) -
[(ll -+ Tg) (m4d4 + msg <l4 + d5)) COS (2(]1 + QQ) COS Q3] (qu + QQ) —
[(l1 + 72) (mady + ms (14 + ds)) sen (2g1 + ¢2) sen gs] g3 —

[(r2 + d3) (mady + ms (ls + ds)) sen gs) ¢ —

[I5m Sen Q3] 44
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0 )
%L = [(m3 + my + ms) (I1 + 12) (12 + d3) sen (2¢1 + ¢2)] ¢1—
2
(11 + 72) (mady + ms (14 + ds)) cos (2q1 + g2) cos q3] 1+
[mg (7‘2 + d3)2 + I3y +my (7“2 + d3)2 + ms (7‘2 + dg)z] (q1 + QQ) +
[(149393 + Isze) sen? g3 + (m4di + Ly +ms (la + d5)2 + I5yy) cos® Q3] (41 + ¢o)
— [(r2 + d3) (mady + ms (ls + ds)) sen gs] 43 — [Isz2 €01 3] Ga

0 )
—L = —[(l1 + r2) (mady + ms (I3 + ds)) sen (2¢1 + q2) sen 3| 1 —

9ds
[(r2 + d3) (mady + ms (Is + ds)) sen gs] (g1 + ¢2) +
[m4di + Lyze +ms (Iy + d5)2 + ISzz] ds

0 . L
8—'L = [Isaz) Ga — [Isza sen gs] (1 + G2)
44
que implica
d 0 2 2 7.
££L = [Ty +ma (ly + 1r2)" 4 Loy +ms (I +72)" +] i+
1

[m4 (ll + 7’2)2 + msy (Qh + 7“2)2] (j1+ )
[m3 (ra + ds)® + Tsyy + ma (ra + ds)* + ms (ra + ds)?] (G + ) +

[(I4xa:+l5xa:) sen” g3 + (m4d421+l4yy+m5 (l4+d5)2 +I5yy) cos? 6]3} (41 + d2)
+ [(ms +ma + ms) (I1 +12) (r2 + ds) sen (2¢1 + ¢2)] (241 + G2) —
[(ly 4 72) (mady + ms (Iy + ds)) cos (2g1 + ga) cos gs] (241 + Ga) —

[(I1 4 r2) (mady + ms (4 + ds)) sen (2¢1 + g2) sen 3] Gz—
[(r2 4 d3) (mady +ms (14 + ds)) sen qs] Gz — [I5e. sen qs] Ga+
2 [([4xx+[5xx_m4d421_l4yy_m5 (l4+d5)2 _[5yy) S€n g3 Cos Q3} (ql + CI2) Q3+
[(ms 4+ ma + ms) (I +72) (12 + ds) cos (2¢1 + ¢2)] (261 + 42)2 +

[(Iy + 72) (mady + ms (I + d5)) sen (2q1 + g2) cos 3] (261 + do)” —
[(lh 4+ 7r2) (mady + m5 (I + ds)) sen (21 + ¢2) cos gs] q'g—
(1 + d3) (mady 4+ ms (ls + d5)) cos q3] ¢3 — [I5zz €08 ¢3] G3da

d 0 .
——L=[(mg+mg+ms)(l1 +72) (ra + ds) sen (2q1 + q2)] G1—
dt 8(]2

[(lh 4+ 72) (mady + m5 (ls + ds)) cos (2q1 + g2) cos 3] 1+
[m3 (7‘2 + d3)2 + [3yy + my (7“2 + d3)2 + ms (7‘2 + dg)z] (q1 + QQ) +
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[(I4m+[5m) sen” gz + <m4d421+j4yy+m5 (l4+d5)2 +I5yy) cos? Q3} (G1 + G2) —
[(ro + d3) (mady 4+ ms5 (I4 4 ds)) sen qs] §s — [I5zo sen gs] Ga+
[(mg 4+ ma + ms5) (I 4+ 12) (12 + ds) cos (2¢1 + ¢2)] (261 + ¢2) 1+
[(l1 + 7o) (Mmadys +ms (I4 + ds)) sen (2¢1 + q2) cos qs] (241 + d2) 41+

[(ll —+ 7”2) (m4d4 + ms (l4 + d5)) COS (26]1 —+ QQ) Sen Q3] qlqg+
2 [(I4a:z+l5z:r_m4dz21_l4yy_m5 (l4+d5)2 _I5yy) sen g3 cos CI?J (1 + G2) g3
— [(r2 + d3) (mads + ms (s + d5)) cos q3] 43 — [Iszz €08 g3] G3da

d 0 .
ﬁa—%lz = — [(ll -+ 7”2) (m4d4 -+ ms (l4 -+ d5)) Sen (291 + QQ) Sen Q3] q1—
(72 + d3) (mady + ms (Is + ds)) sen qs) (G1 + Ga) +
[mad] + Lz 4+ ms (I + ds)” + I5.:) G3—

[(lh + 72) (mady + ms (ly + d5)) cos (2q1 + o) sen gs| (241 + da) 1 —
[(lh 4+ 7r2) (mady + ms (Is + ds)) sen (2¢1 + ¢2) cos g3 ¢143—
[(ro + d3) (mady + ms (s + ds)) cos gs] (41 + d2) ¢3

d 0 . .. . ) DN
T L — [I5acz] qq — [I5rr:r sen Q3] ((]1 + Q2) - [IS:rx COS q3] (ql + 92) qs3
dt 8(]4
., 0
Calculamos también L:
0g;

0
3_(]1L = 2 [(mg+my+ms) (rot+ds) (I147r2) cos (2g1 + q2)] (d1 + d2) 1+

2[(ly + 72) (mady +ms (Iy + ds)) sen (2¢1 + g2) cos 3] (G1 + Ga) G1—
2[(ly + 7o) (mady + ms (I + ds)) cos (2q1 + q2) sen g3 4143

0
a_qu = [(ms+mg+ms) (ro+ds) (l1+72) cos (2q1 + q2)] (41 + ¢2) Gu+

[(Iy +72) (Mady + ms (4 + ds)) sen (2q1 + g2) cos gs] (¢ + G2) i+
[(I1 + 72) (mady + ms (14 + ds)) cos (2q1 + go) sen qs] G143
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0 ) .
3—613L = (I4a:a:_m4di_f4yy+l5xa:_m5 (l4+d5)2 _I5yy) [sen g3 cos gs] (g1 + Q2)2 +
(I1 + 12) (mady +ms (I4 + ds)) [cos (21 + g2) sen gs] (¢1 + G2) 1 —

(ll —+ 7”2) (m4d4 + ms (l4 + d5)) [Sen (2(]1 + QQ) COS q?,] qlq:g—
(r2 + d3) (mady + ms (la + ds)) [cos gz] (41 + d2) g3 —

I5uq [cos qs] (41 + G2) G — mugds cos g3 — msg (ly + ds) cos g3

0
—L =0
0qu

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) §+C(q.q) ¢+glg) =7

donde
Dy (CI) Do (C]) Dq3 (CI) —I5,, sen g3
D(q) = Do (q) Do2 (q) Dos (q) —Isuesengs
D3 (q D33 (q D33 (q) 0
_[551:30 S€1 g3 _IS:I:J: S€I g3 0 IEa:x

DH (q) = Ilyy + (m2 + ms + my + m5) (11 + 7"2)2 + ]ny+
(mg + myg +ms) (r2 + d3)2 + I3y + (Laze + I5g) sen® g3+
(m4dﬁ + I4yy + ms (l4 + d5)2 + ]5yy) COS2 (]3+
2 (m3 + my + m5) (ll + 7"2) (7‘2 + dg) sen (2(]1 + QQ) -
2(ly +13) (mydy + ms (ly + ds)) cos (2g1 + g2) cos g3

D21 (q) = (mg + may -+ m5) (ll -+ 7“2) (7“2 + dg) sen (2q1 + QQ) -
(I1 + 72) (mydy + ms (14 + ds)) cos (2¢1 + ¢2) cos s+
mg (12 + d3) + Isy, + ma (r2 + d3)2 + ms (rg + d3)2 +
(Lyzz + I5pe) sen® gs + (m4dﬁ + Lyyy +ms (Iy + d5)2 + I5yy) cos? g3

D31 (q) = — (lh + 72) (mady + ms (14 + d5)) sen (2¢1 + ¢2) sen g3—
(mydy +ms (ly + ds)) (12 + d3) sen g3



12.18. ROBOT ARTICULADO 479

D12 (q) = (mg + ma + ms5) (12 + d3)2 + L3y + (Lage + I50z) sen® g3+
(m4di + Luyy +ms (Ig + d5)2 + ]5yy) cos? g3+
(ms3 4+ my +ms) (I1 +12) X (re + ds) sen (2¢; + q2) —
(Il +72) (mady +ms (I + ds)) cos (2q1 + g2) cos g3

Doy (q) = ms (ra + ds) + Isyy + my (ry + ds)* +ms5 (ry + ds)* +
(Ligs + I5ps) sen® gz + (mad] + Ly + ms (g + ds)? + Is,y) cos? g3

D3y (q) = — [mady 4+ ms5 (4 4 ds)] (12 + d3) sen gs

Di3(q) = — (lh + 72) [mads + ms (14 + ds)] sen (21 + g2) sen g3—
[mady +ms (lg + ds)] (12 + ds) sen g3

D3 (q) = — [mads + m5 (la + ds)] (r2 + d3) sen g3

D33 (q) = mad? + Ino. +ms (g + ds)* + I,

Ci1 (g, 9) Cr2(q,q) C13(q,49) —I542 COS G33
C (q q) _ C’21 (q; Q) ffm'cf2. 023 (Q7 Q) _I5zmc COS.Q3Q3 )
’ Ca1 (q,49) C32(q,9) Jirie—3  IseecOS Q3 (41 + d2)
_-[5.731‘ COs Q3Q3 _]52790 COs Q3Q3 0 ffric—4

Ci1(q,4) = frrieat
2 (m3 + ma +ms) (I1 +12) (r2 + d3) cos (2¢1 + ¢2) (¢1 + ¢2) +
2(ly + 7o) [myds + ms (I + ds)] sen (2¢1 + g2) cos g3 (¢1 + ¢2) +
2 (I3 + r2) [myds + ms (I4 + ds)] cos (2¢1 + ¢2) sen gsgs
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Ca1(q,q) = (m3 4+ my +ms) (Iy +12) (r2 + d3) cos (2q1 + q2) 1+
(I3 4 7o) (mady + ms (ls + ds)) sen (2q1 + go) oS q3¢1

C31(q,4) = — (Ih +12) (mady + ms (4 +ds)) ¥
cos (2q1 + qo) sen qs (3¢1 + 2¢2) —
(I4xx — m4dZ — I4yy + [53533 — Mg (l4 + d5)2 — ISyy) X
S€n g3 COS g3 (QI + 2(]2)

Ci2(q,q) = (maz + my +ms) (L +12) (r2 + d3) cos (2q1 + G2) da+
(I1 + 72) (mydy + ms (14 + ds)) sen (2q1 + g2) cos q3Go

X

C(32 (q7 Q) = - ([4m: - m4d121 - I4yy + ]53596 —Ms (l4 + d5)2 - I5yy)
sen g3 cos g3 (2 + 241)

Ci3(q,4) = 2 (Iagy + Iszw — mad}) [sen gz cos qs) (¢1 + ¢o) —
2 (Lyyy + msds + Iy, [sen gz cos gs] (G1 + ¢a) —
(I1 + 72) [mady + ms (14 + ds)] sen (2¢1 + o) cos gzgs—
(2 + dg) [mads + ms (Is + ds)] cos gsgs

C'23 ((L Q) =2 (I4a:x + I5:ca: - m4d421 - I4yy - m5d421 - I5yy) X
sen gz cos gz (¢1 + Go) —
(ro +ds) (mady + ms (l4 + ds)) cos gsgs

0 T
9(q) = ; r=|
—magds cosqs —msg (ls + ds) cosgs ||’ T3

0 T4
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Figura 12.19: Robot-Maker 110".

12.19. Robot-Maker 110

Considere el robot Maker-110 representado en la figura Fig. 12.19.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

q1 = @Y1, G2:=T, (G3:= Pq

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde T;,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tmi = Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c,i,—Oy VO)

Tmi,O = 3my HV0H2, Tmi,rot—O = w, ]i,Ow)

2 2 (
I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,, ;.o es la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos:

1 1

Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O +my (le—c,i,—Oy VO) = §Ilyy¢% = §Ilyy(ﬁ
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ng = Lm0 + ng,rotfo + mg (lefc.i.fﬂy VO) = ng,roth =

0N e 0 0 0

5 Py 0 m2d% + Loy, 0 P1 =
0 0 0 mads + I, 0

3 (mad + Inyy) 43

ng = 4mgs,0 + ng,rot—O + m3 (Vmg—c.i.—07 VO) - ng,rot—O =
0N T 0 0 0
5 9‘01 0 mBZ% + ISyy 0 ()‘01
= 5 [m3l% + ]3yy] Q%
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + My (Vm4fc.i.707 VO) = Tm4,rot70 =
L 0N ald o+ i 0 0 0
2 P1 0 myl3 + Ly 0 D1
0 0 0 1y, 0

= 5 [m4l§ + ]4yy] Q%

Tm5 = Tm5,0 + Tms,rot—() + ms (Vm5—c.i.—07 VO) = Tms,O + Tm5,7‘0t—0 =
—Z'sen ; — P12 Cos p; — Pyl sen

—Ms 0 +
2 . . )
—1& Ccos @, + pirsen p; — ¢qla cos p,
) "N Iswe 0 0 0
2 ¥1 0 Iy O + ¥1 =
0 0 0 Is.. 0
1 2 2 .2 .2 . .
3 [ms (15 + q3) + Isyy| 47 + 5542 + mslagige

Tm6 - Tma,O + Tme,rot—O + Mg (Vmés—c-i-_o’ VO) -
—xsen@; — ¢y (x+ds) cosp; — pqlasen g

Em(j 0 +
—Z cos @y + ¢y (x + ds) sen @, — ¢qla cos @,
1 Py sen g, y - 0 0 (1 sen g,
. 2 .
3| —Prcose 0 medgt+Iey, 0 —prcospy |+
@2 0 0 m6d§+[6zz ()bZ
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mﬁalgbﬁ = .
m . . .
76 [l% + (g2 + d5)2] q + §m6qg + 5 [med? + Isy,] 3+

1 )
3 [T622 sen? g3 + (med2 + Igy,) cos? g3 + me (g2 + ds) dg cos g3] G2+

melaqiGa — [Mmeds sen gs] 4ags — [medsly sen gs] 4igs
donde
—(dg COS (; COS Py + Pydg sen p; sen @,

ag = —Pads COS Py
p1dg sen , cos Yy + Yodg COS Yy sen P,

—iseng, — ¢y (x4 ds) cos gy — pylasen
bg = 0
—&cospy + ¢y (T + ds) senp; — pylacos @,

La energfa potencial V' es

5
V=3V,
=1

Vin, = const, V,,, = const, V,,, = const
Vin, = const. V. = const
Vine = Megde sen py = mggds sen gs

lo que da
V' = mggdg sen g3 + const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1 — ffm'cfl(;bl =T1— ffricflth
71 es un momento de torsién
Qnopot,Q - F2 - ffm'c—Qx - F2 - ffric—2q2
F es una fuerza del movimiento horizontal
Qnopot,3 =T33 — ffricf3g03 =T3 — ffricf?)q.?)
T3 €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:
d 0 0
o L — L= nooivizlag
oG ag "~ O
L=T-V




484 CAPITULO 12. ALGUNOS MODELOS ELECTROMECANICOS

0
Calculando — L obtenemos:
d4q;
Ly, + m2d§ + Ioyy + m3l§ + I3y + m4l§ + Ly + ms (l% + q%)] G+

[Lsyy +m6 (15 + (g2 + d5)2) + g (g2 + ds) dg cos qs] 1+
[IGII SQIIZ qs + (mﬁd% + Iﬁyy) C052 Q3] Q1+
[ms 4+ mg) lage — [medela sen gs) ds

— L=
oq {

0 ) . .
8—(12L = [ms + mg) lagr + [m5 + mg) G2 — [Mmedes sen g3 gs

0 : : :
%L = — [mgdgla sen g3] 1 — [mede sen g3 go + [m6d§ + ]ny] q3
3

que implica

a0,
dt 8q1
[L1yy + mads + Iy, + mly -+ Iy + myl3 + Lyyy +m5 (134 ¢3)] i+
[I5yy + mg (l% + (QQ + d5)2) + mg <QQ + d5) d6 COS q;;} le—i—
[T6zz s€0? g3 + (mgd2 + Igy,) cos? 3] g1+

[ms + me] laGa — [Medgla sen qs] s+
2 (me (g2 + d5) + msq2) + medg cos q3] G1Ga+
[2 (Iﬁxac - mﬁd% - Iny) S€N g3 COS g3 — Mg (Q2 + d5) dg sen 93] G143

d 0 } .
i35, L = [ms =+ mallady + [ms + me] d—

[meds sen g3 Gz — [meds cos 3] 3

d o

———L = — [mgdgla sen gs] §1 — [meds sen gs] Go+
dt 8Q3
[med + Loyy| Gs — [medesla cos q3] 14z — [meds cos g3] G243
0
Calculamos también 5 L:
qi
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0 1 .
—L = |msqa + me (g2 + ds) + =mgdg cos g3 | 47
8(]2 2

0 )
%L = [(Tozz — medi — Igyy) sen gs cos gz — me (g2 + ds) dg sen gs| 7 —
3

[medgla cos qs] G1Gs — [Mmeds cos qs] G2gs — megds cos qs

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q,9) ¢+g(qg)=7
donde

D1 (q) [ms + mg|la  —megdgls sen g3
D (q) = [m5 + m6] l2 [m5 + m6] —mﬁdﬁ sengs
—mgdglasenqs —medgsengs  meds + Iy,

Dll (Q) = Ilyy + m2d% + ]2yy + m3l§ + I3yy+ 5
mMal3 + Luyy +ms (3 + 63) + Isyy +me (15 + (a2 + d5)°) +
meg (QQ + d5) d6 COS (3 -+ Iﬁxm sen2 qs -+ (mﬁdg + Iﬁyy) COS2 qs

Ci (C], Q) meds COS ¢3¢ 0
C(q.4) =1 Cu(q, Q) ffric—2 —Mmede COS 3G3
Cs (CL Q) 0 ffm'c—3

Ci1(¢,9) = frrie—1 + 2 (me (g2 + ds) + msq2) Go+
2 (Ioze — medg — Loyy) sen gz cos qsgs — me (g2 + ds) dg sen g3 s

) ) 1 )
Co1 (q,4) = — [msg2 +me (g2 + ds)] 1 — [émﬁdG Ccos CI3] 73

Cs1(q,4) = — [(Tozw — medi — Igyy) sen gs cos g3 g1+
[mﬁ (QQ + d5) dﬁ sen qg] (21

megds cos g3 T3
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12.20. Manipulador Sobre una Plataforma
Horizontal

Considere el siguiente manipulador situado sobre una plataforma horizontal
representado en la figura Fig. 12.20.

Figura 12.20: Manipulador sobre una plataforma horizontal.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

g1 =T, q2 =Y, §3:= Y1, (G4 := Py

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde T5,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig
Tmi = Tmi,O + Tmi,rot—[) + 2mz (Vmi—c,i,—[)y VO)

Tmi,O = §mi HV()H27 Tmi7r0t—0 = 5 (W, ]i,Ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,,_.i o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
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el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos:

Tm1 - Tml,O + Tml,rot—O +my (le—c.z'.—07 VO) -

. . 1 ) )
Ty = 3™ [ + %] = 5™ 67 + 3]
1 22 | -9
ng = 4mo,0 + Tmz,rot—() + mo (Vmg—c.i.—07 VO) = §m2 [ZE + ) ] +
N N Tope 0 0 0
5 le O mgd% + Igyy 0 9‘01 +
0 0 0 m2d§ + IZzz 0
~pydyseny \ | [ @
0 i =
—p,dy cos ¢, 0
5 [ma (G + ¢3) + (mad3 + Lyyy) G2 — 2mads sen g3y 3]
ng 1: ng,O + Tm3,7‘0t—0 + ma (Vmg—c.i.—07 VO)
zémg (42 + 9% + Q113 — 209 Iy sen | +
1 0 I3, 0 0 0
2 01 + o 0 m3d§ + I3y 0 Pt w3 |+
0 0 0 deg + ]3zz 0
. . T . .
- (901 + 902) d3 sen <901 + 902) T — @la sen

— (1 + y) d3cos (o1 + ) —Pyla cos
5 [ms (@ + 63 + 13d3 — 2lasen qsduds) + (mad3 + Inyy) (45 + @a)?] +
mg [ds sen (g3 + qa) (43 + 4a) G1 + dsla cos g4 (¢s + Ga) gs)

La energfa potencial V' es

3
V=5 Vi, Vi, = const
i=1
Viny = mag (da sen ¢, + const) = magds (sen g3 + const)
Ving = msg (—dssen (¢, + ¢,) + lasen ¢, + const) =
msg (—dssen (g3 + q4) + la sen g3 + const)
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lo que da
V' = magds sen g3 — mzg (dssen (q3 + q4) — lo sen g3) + const
Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l - Fl - ffric—ljf‘ - Fl - ffric—141
F es una fuerza del movimiento horizontal
Qnopot,2 = F2 - ffm'cf2y = F2 - ffricf2q.2
F5 es una fuerza del movimiento transversal
Qnopot,3 =T33 — ffric—?)gpl =T3 — ffric—lq3
T3 es una momento de torsién
QnopotA = T4 — ffm'cf4g02 =Ty — ffricf4q.4
T4 €s una momento de torsién

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0

o L= L= Quoporiy 1= 1,2,

dt@qz 8% Q pot, ! 3
L=T-V

L obtenemos:

Calculando

d;

3—q'1L = [m1 + mg + mg) ¢1 — [(mads + msls) sen gs) g+
[mgds sen (g3 + qa) (43 + da)]

0 )
8_'L = [my + mg + ms3 G2
q2

0 . )
8_q'3L = [mad3 + Loy, + msl3] ¢ — [(mady + msls) sen ] ¢1+
Km3d§ + ISyy)] <QB + 5)4) +
madsly [cos ] (243 + da) + ms [d3sen (g3 + qa) G1]

0 )
%L = mg [dzsen (g3 + qa)] 41+
4
[mad5 + I3y, + msdsla cos qa] ¢s + [mad3 + I3y, Ga
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que implica

d 0 . .
——L = [my +mg +mg| G — [(mady + msls) sen g3 Gs+
dt 8q1

mads [sen (q3 + q4)] (43 + Ga) — (mads + mglg) [cos q3] G5+
mads [cos (g3 + qa)] (43 + Ga)

40 [my +ma +mg| §

i 3()2 =M1 +— M2 T 13| G2
d 0 .
———L = —[(mady + msls) sen g3 — madz sen (g3 + q4)] 1+
dt 8q3

[mad3 + Inyy + mal3] Ga+
[mad5 + Isyy] (Gs + Ga) + [msdsla cos qa] (243 + Ga) —
[(deQ + mglg) COS Q3] Q1Q3+
mg [dz cos (g3 + qa)] (ds + Ga) 1 — [madsla sen qa] (243 + 4a) Ga
o L= ma dasen (g + 00) i+
[mad5 + Isyy + msdsla cos qa) §s + [mad3 + Isy,] Gat
ms [d3 cos (g3 + qa)] (43 + 4a) 41 — [madsla sen q4] 43ds

Calculamos también J L:
qi

0

—L=0

oq
0

—L=0

0qa

0 ..
8—(13L = — [mads cos g3 + msly cos q3] G143+

[mads cos (g3 + q4)] (43 + da) 1 — magds cos g3+
msg (ds cos (g3 + q4) — l2 cos q3)

0 ) Sy
6_q4L = [madsz cos (g3 + q4)] (43 + 41) 1 —
[madsly sen qq) (g5 + da) ¢s + magds cos (g3 + qa)

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.9) ¢+g(q) =1
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donde

D11 (q) 0 Di3(q) madssen (g3 + ga)
D (CI) _ 0 [m1 + mo + mg] 0 0
D31 (q) 0 D33 (q) D34 (q)
mads sen (g3 + q4) 0 D3 (q) msd3 + I3y,

Dll (q) = [m1 + mo -+ mg]
D31 (q) = (mads + msls) sen gz + mads sen (g3 + q4)
D13 (q) = — (mads + m3ls) sen g3 + madz sen (g3 + q4)

D3 (q) = mad3 + Loy, + mal3 + msdi+
I3yy + ngdglg COS G4

D3 (q) = +mad; + I3y, + msdsls cos g

D3y (q) = +mad; + I3y, + madsly cos g4

ffricfl 0 C(13 (q> q) C114 <Q7 q)
3 0 ffm'cf2 0 0
C = )
(4,4) 0 0 Jrie—3 Ca (q,49)
0 0 madsly sen qsGs  frric—a

013 (q, Q) = — (m2d2 + mglg) COS ng'3+
mads cos (g3 + qa) (43 + 2qa)

Ch4 (¢, ¢) = mads cos (g3 + qa) (44 + 243)

Co4 (¢, 4) = —madslysen gy (243 + q4)

0 I

0 | B

magds cos g3 — mag (ds cos (g3 + q4) — 3 cos g3) T3
—msgds cos (q3 + qa) Ta

9(q) =
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Figura 12.21: Manipulador planar de dos brazos.

12.21. Manipulador Planar de Dos Brazos

Considere el siguiente manipulador planar representado en la figura Fig. 12.21.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecdnico son las siguientes:

G- = P, G2 =P, 3= @3, qa:=Py, 45-= L5

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:

donde T}, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tmi = Tmi,O + Tmi,rotf[) + 2mz (Vmifc.i.fﬂa VU)

T0 = 3 [vol
I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,, i o es la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. v, es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos:

2 y Tmi,roth - 5 (w; Ii,Ow)

Tm1 = Tm1,0 + Tm1,rot70 +my (lefﬁi-*O’ VO) -

_ 2 <2
Tml,rot—O — 5 1yy§01 — 5 1ny1
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ng = Lm0 + Tmz,rotfo + mg (lefc.i.f()a VO) =

_ 2 -2
Tmz,roth - 5 2yyP1 = 5 2yy i

1 (L.
ng = 4mgs,0 + Tm3,r0t—0 + ms (Vmg—c.i.—07 VO) = §m3 <§2 SO?_’_
T

1 0 I3, 0 0 0
5 1+ Pg 0 mgd; + I3y, 0 o1+ |+
0 0 0 m3d§ + I3zz 0
— (¢1 + ¢q) dzsen (o1 + ) Y1y 1
ma 0 0 —
- (@1 + Sb2) d3 cos <901 + 902) 801%2 cos ¢,
msl? . 1 ) ) m ) O
; 243 + 3 [mad3 + Isyy] (61 + G2)° — 73 [lods cos ga] (41 + 42)
Tm4 = Lmy,0 + Tm4,rot70 + My (Vm4fc.i.707 VO) =
. .l ?
) — (1 + o) Izsen (o) + @q) + P17, Sen ¢y
=Ty 0
2 o s
— (¢ + ¢q) I3 cos (@) + @q) + P17, COSP
o e 0 0
§WI 0 m4di + ]4yy 0 Wy + m4aIb4 =
0 0 m4d421 + I4zz
Myn.o 1 o o2, 1 9 . . 2
§52q1 + 5m4l3 (1 +G2)” + 5 [madi + Luy,) (G1 + G2 + 43)" —
74 [lals cos q2] (1 + G2) G1 — ma [l3dscos qs] (g1 + G2 + ¢3) (G1 + G2) +

o [lady cos (g2 + q3)] (g1 + G2 + d3) ¢

donde
0
wy= | (¢ + @y +@3)
0
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(1 + P + ¢3) dysen (o1 + 0y + ©3)
0

) —
(1 + g + P3) dycos (o) + 0y + ©3)

. . 1
— (@1 + @q) Iz sen (1 + y) + 90152 sen
b, = 0
l_g

— ({1 + @q) I3 cos (@1 + @q) + 4 5 COS¥1

1 la

Tm5 = 4ms,0 + Tm5,rot70 + ms (Vm5fc.i.707 VO) = §m5 5 30%+
0 | Ise 0 0 0
Py D1+ ¢y 0 m5d§ + ISyy 0 D1+ Py +
0 0 0 msd? + I.. 0

ly
) ) T( _ 2
— (¢ + ¢4) dssen (g — y) Py S ey
m5 O 0 e
D1+ p,) ds cos — .l
<801 904) 5 (904 <P1) _@15 Cos p,

msl? | msd? + 1. . . m . .
; 262 + w (61 + 4a)” — 75 [lads cos qa] (41 + da) 6

Tm6 = TmG,O + Tme,rot—O + 1My (Vmes—c-i-—o’ VO) -
2

. . s
—(P1 + @y) lssen (g — 1) — P17 Sen ¢y

% 0 +
) . |
(@1 + @a) Is cos (0, — 1) — 90152 COS ¢y
1 14:1::1: 0 0
§Wg— 0 mﬁdg + Iﬁyy 0 Wg + mgaGTbG =
0 0 mﬁd% + I6zz

1 . 1 . . 1 . . )
gmd%(ﬁ + §m6lt’2> (61 +qa)* + 5 [medZ + Toyy) (G + da+ ds)° —
me . N . . . . .

5 [lals cos qa] (1 + Ga) G1 — me [Isds cos qs) (1 + Ga + G5) (1 + Ga) +

1 ) ) L
576 [lads cos (g4 + g5)] (1 + da + d5) ¢
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donde
0

we = | (91 + P4+ Ps5)
0

(¢1 + Py + @5) dgsen (o, + @5 — 1)
ag — 0
- (@1 + @4+ Sb5) dg cos (904 + Y5 — 901)

l

. . . Lo
—(¢1 + @4) Issen (g — 1) — @15 sen ¢4
bg = 0
. . o
(‘Pl + 4) ls cos (904 - 901) — P15 COS Y,

2
La energfa potencial V' es

6
V=> V.,
=1

Vin, = const, V,,, = const, V,,, = const
Viny = const, V,,,. = const, V,,, = const

lo que da
V = const

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnopot,l =T1 — ffric—l(pl =T1— ffm’c—lQl
71 es un momento de torsién
Qnopot,Q = T2 — ffm'cngDQ =T2 — ffri072q.2
T9 €s un momento de torsién
Qnopot,s =T33 — ffricf3(;03 =T3— ffricfiiqg”)
T3 es un momento de torsién
Qnopot,ll =T4 — ffm‘c—4g04 =T4 — ffric—4q4
T4 €s un momento de torsién
Qnopot,5 =T5 — ffricf5()‘05 =T5 — ffricf5q.5
Ts €s un momento de torsién

Basados en las expresiones para 17"y V, podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d o B

L L= Quopris i =1,....5

dtdg, ~ 0, @nopotis 1
L=T-V
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Calculando iL obtenemos

g

0 1 .
il R (M3 +ma +ms +me) 13| it
[msds + Isyy + mal3 — malsds cos gs] (G1 + ) —

(mgdg + m4l3) l2

[COS Q2] (241 + CJ2) +
[madi + iy — malsdscos gs] (G + o + d3) +

1

37 [lady cos (g2 + q3)] (21 + G2 + G3) +

[m5d§ + I5yy + m()'lg — m6l5d6 COS Q5] ((]1 -+ Q4) —
(m5d5 + m6l5) lg

[cos qu] (241 + Ga) +
[m6<§1+ Iy — melsds cos gs| (61 + Ga + ds)
+76 [ladg cos (g4 + g5)] (2¢1 + Ga + G5)

0 1 '
%L =-3 [((msds + myl3) la cos gg — mylady cos (g2 + q3)] 1+
2
[msd3 + I3y 4 mal3 — malsdy cos gs] (G1 + G2) +
[m4di + [4yy — m413d4 CcOSs q;g] (ql + q2 + Q3)

0 1 . . )
% L= 3 [mylady cos (g2 + q3)] G1 — [malsds cos gs] (41 + Ga) +
3

[m4dz21 + I4yy] (41 + g2 + G3)

) | _
%L =73 [((msds + mgls) I cos @ — mgladg cos (g4 + g5)] G1+
4
[m5d§ + I5yy + m6l§ — m615d6 COS Q5] (q1 + CI4) +
[med2 + Iy, — melsds cos gs] (G1 + da + ds)

0 melad )
gl = leos (et )] i

me [lsdg cos gs] (G + Ga) + [med§ + Ioyyl (61 + Ga + Gs5)
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que implica

%a—qlL = |:_[1yy+12yy+ Z (m3+m4+m5+m6) l§:| Q1+

[m3d§1 + I3y + mal? — mylsdy cos gs) (G1 + G2) —
5 [(mgdg + m4l3) lg COS QQ] (2q1 + QQ) +

1 . . ..

5 [malady cos (g2 + g3)] (241 + G2 + G3) +

[m4d?1 + I4yy — m4l3d4 COS q?,] ((_h + (j2 + C]3) +
[msd2 + I, + mel? — meglsds cos qs] (G1 + Ga) —

msds + mgls) . .
(msds 5 65)2[COSQ4](2611+Q4)+

[cos (g1 + g5)] (2G1 + §a + d5) +

meladg

2

[medg + Loy, — melsds cos gs] (G + Ga + 5) +
[malsdy sen gs] (2¢1 + 242 + 43) ¢+

3 [(msds + mals) I sen go] (261 + G2) Go—
1

3 [maladysen (q2 + g3)] (2d1 + G2 + ¢3) (G2 + ¢3) +
[melsde sen gs| (2¢1 + 24a + 4s) ¢+

(m5d5 + m615) lg
2

[sen 4] (2¢1 + da) Ga—

melad C N
o lsen (qa + 45)] (200 + da + ds) (da + ds)
49,
dtdgy

1 ..
=5 [(mads +mals) I cos o — malody cos (¢ + gs)] G+
[de?; + ISyy + m4l§ - m4l3d4 COs CJ3] (ql + q2) +

[madi + Ly — malsdycos gs] (G + Go + 3) +

(m3d3 + m4l3) lg

[sen Q2] G1g2—
Mmalady

2
[sen (g2 + q3)] (42 + ¢3) @1+
[mylsdy sen qs] (241 + 242 + G3) g3
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d 0 mylad -
o=y s (e el

[malsdy cos qs] (G1 + Go) + [Madi + Luyy] (G1 + Go + G3) +
: [sen (g2 + ¢3)] (G2 + 43) ¢

) . mal
[malsdysen gs] (¢1 + 42) Gs — 2

d o 1 )
——L = —— [(msds + mgls) la cos @ — mglads cos (q4 + g5)] 1+
dt 8Q4 2
[msd + Isyy + mel3 — melsds cos gs] (G + Ga) +
[med + Isyy — melsds cos gs] (G1 + Ga + Gs) +

1 ..
2 [(msds 4 mgls) lo sen qu] ¢14a—
1 ) DN

3 [mglads sen (g4 + g5)] (Ga + ¢5) 1+

[melsde sen gs| (241 + 24a + d5) Gs

d 0 melod, .
aa—%L = 622 % [cos (g4 + g5)] Ga+

[medg + Isyy) (G1 + Ga + G5) — me [lsds cos gs] (G1 + Ga) —
melade . SN
[sen (g4 + g5)] (44 + Gs) 1+
[melsds sengs| (¢1 + Ga) gs

0
L:
g

Calculamos también

0
—L=0
oq

0 mads + myls) | Co e
I = ( 343 4 3) 2 [SGHQQ] (ql +q2) 1—
GQQ 2

mylod . ) DN
422 : [sen (g2 + q3)] (¢1 + G2 + d3) ¢

0 ) ) NS .
By L = mylsdy [sengs) (¢1 + G2 + 43) (41 + Go2) —
3
m4l2d4

2

[sen (g2 + q3)] (41 + G2 + d3) ¢
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8 L (m5d5 —|— m6l5) lz

e = 5 [sen q4] (41 + da) G1—

melad ) ) Dy
622 " [sen (g4 + q5)] (G1 + Ga + d5) ¢

0 ) . N )
a—%L = mglsdg [sen gs| (1 + Ga + d5) (G1 + Ga) —
meglads

2
que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

[sen (g4 + q5)] (41 + da + d5) @

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =7

donde
Diui(q) Dia(q) Diz(g) Dulqg)  Dis(q)
Dy (q) Doz (q) Dss (q) 0 0
D(q) = || D31(q) Dsz(q) mady+ Iy, 0 0
Dy (Q) 0 0 Dyy (Q) Dys (Q)
D51 (q) 0 0 D54 (q) mgdg —+ Iﬁyy

D (q) = Ly + Ioyy + i (M3 + ma +ms +me) 13+
mad3 + I3y + mal? — 2mylzdy cos g3 — (mads + myls) lo cos ga+
malady cos (g2 + q3) + mads + Ly, + msd? + Is,, + mgl2 — 2mglsde cos gs—
(msds + mels) I cos qa + melads cos (g1 + g5) + medg + Loy,

1 1
Doy (q) = -3 (msds + myls) I cos ga + §m4l2d4 cos (q2 + q3) +
m3d§ —+ Igyy + m4l§ — 2m4l3d4 COS (3 + m4d421 + I4yy
1

D31 (q) = §m4l2d4 COS <QQ + q;g) — m413d4 COS (g3 -+ m4d?1 + ]4yy

1 1
D41 (q) = —5 (m5d5 + m615) lg COS ¢4 + §m6l2d6 COSs (Q4 + Q5) +

msds + Iy, + mel3 — 2melsds cos gs + meds + Iy,
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1 2
D51 (C.Z) - §m6l2d6 COs <Q4 + Q5) + mﬁdﬁ + Iny - m6l5d6 COS (5

Dis (q) = madi + I3, + myl3 — 2mylsdy cos g3 —

(m3d3 ";m4l3) l2 cos gy + m4l2d

2 cos (g2 + q3) + madi + Ly,

Dy (q) = mad; + I3y, + mals — 2mylsdy cos gz + mad; + Ly,
D3 (q) = —mulsdy cos g3 + m4df1 + Ly,

1
Dy3(q) = §m4l2d4 cos (qa + q3) + myd; + Iy, — malsdy cos g3
D3 (q) = m4di + Lyyy — mylsdy cos g3

D1y (q) = msd? + Iy, + mel2 — 2mglsds cos gs—

(m5d5 + mGZE) l2 mglgd

5 08 gy + = cos (g1 + g5) + mad§ + Iy,

Dys (q) = msdz + Iy, + melz — 2mglsde cos gs + meds + gy,

‘D54 (Q) - mﬁd?i + Iﬁyy - m6l5d6 COS @5

1
Di5(q) = §m6l2d6 cos (qq + q5) + mﬁal?3 + Iy — mglsdg cos gs

D45 (Q) = mGd?; + ]ny - m6l5d6 COS @5

499
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ffm'cq Cha (qa Q) Cis (CL Q) Clua <Q7 C)) C1s (g, Q)
Co1(q,4)  frrie2  Ca3(q,q) 0 0

C(q,q) = || Ca ) Cs2(q,4)  frrie—s 0 0

) 0 0 ffricf4 CY45 (q, Q)

) 0 0 Csy <Qa C,?) ff'ric—5

q,4
q.q
q,q

I

(m3d3 + m4l3) l2
2

. mylad
021(617(]):_ ke

[sen go] G1 + [sen (g2 + ¢3)] ¢u

m4lgd4

Cs1 (¢, ¢) = —mulsdysengs (¢ + ¢2) + [sen (q2 + g3)] ¢

(msds + mgls) I
2

) melod,
Cn(q,q) = — i

[sen g ¢1 + [sen (¢1 + g5)] ¢1

m6l2d6

Cs1 (q,4) = —mglsdgsengs (G + ¢a) + [sen (g4 + ¢5)] ¢u

(mgdg + m4l3) lg
2

sen (g2 + q3) (2G1 + G2 + G3)

Cia (CL C]) =

m4l2d4

2

sen ¢z (2¢1 + Go) —

Cs2(q,q) = —mulsdysen gs (¢1 + ¢2)

C13 (¢, 4) = mulsdysen gz (241 + 2¢2 + ¢3) —

mylad. . . .
o [sen (g2 + 43)] (200 + da + ds)

Ca3 (¢, ¢) = mulsdysengs (241 + 242 + ¢3)
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(m5d5 + m615) lg
2

[sen (¢4 + ¢5)] (2G1 + da + g5)

Ca(g,4) =
m6l2d6

2

[sen q4] (21 + du) —

Cs4 (¢, 4) = —mglsds sen gs (41 + Ga)

C15 (¢, ¢) = [melsds sen gs) (2¢1 + 2G4 + Gs) —

meglad, ) . .
622 ‘ [sen (qa + g5)] (241 + G4 + d5)

Ciu5 (q,4) = melsds sen gs (261 + 244 + ds)

0 T1
0 To
g@=1 0, 7= 73
0 T4
O Ts

12.22. Manipulador con Tres Grados de Lib-
ertad

Considere el manipulador con tres grados de libertad representado en la figura
Fig. 12.20.
Las coordenadas generalizadas para este sistema mecédnico son las siguientes:

=Y @:=¢ @B:=2

La energfa cinética T de este sistema esta dada por la siguiente expresion:
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Figura 12.22: Manipulador con tres grados de libertad.

donde T;,,, puede ser calculada utilizando la férmula de Koenig

Tmi - Tmi,O + Tmi,rot—O + 2mz (Vmi—c.i.—Oy VO)

1
Tmi,O = imi ||V0||2, Tm,-,rot—o = 5 (W, L;,ow)

I; o es el tensor de inercia con respecto a un sistema de con el origen en el punto
O coordenadas. v,,, i o €s la velocidad del centro de inercia con respecto a
el sistema de coordenadas con el origen en el punto O. vy es la velocidad de
el origen del sistema de coordenadas. En nuestro caso tenemos:

Ty = Tiny.0 + Ty rot—0 + M1 (Ving—c.i—0, Vo) =
Ty 0+ Ty rot—0 = §m192
(0N | A 0 0 0
3 P 0 L, O o | =
0 o o I.|\o

5 mdt + 1, 4]
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ng = mg,iotf() + mo (Vmgfc.i.f[)v VO) = Tmz,O + ng,roth =
5me [ 497+ (® + (b + 2)?) 9% +
o0\ || L. 0 o0 0
K 0 L, 0 |||[¢]=
0 0 0 L.|l\o

2
2
La energfa potencial V' es

(2 + @+ (a® + (b + g3)°) ¢2]

2
V=> V.,
i=1

Vin, = ma1gy = migq
Vin, = Magy = magq

lo que da
V = [m1 +ma] gq

Las fuerzas generalizadas estdn dadas por las siguientes férmulas

Qnonpot,l = Fl - ffricfly = Fl - ffricflch
F es una fuerza del movimiento vertical
Qnonpot,2 =T2 — ffm'c—290 =T2 — ffm‘c—2q2
T4 €s un momento de torsién
Qnonpot,?) - F3 - ffric—?)x" = F3 - ffric—3q3
F es una fuerza del movimiento horizontal

Basados en las expresiones para 7'y V', podemos derivar las ecuaciones de
Lagrange para el sistema:

d 0 0
- L— L= nonpot,i» .:17273
1134, g = Qnomori 1
L=T-V
Calculando — L obtenemos:
q;

0
8_L = []1yy + Mo (CL2 + (b + Q3)2)] Q2
q2



504 CAPITULO 12. ALGUNOS MODELOS ELECTROMECANICOS

——L = maqs
943
que implica
d 0 .

S =
dt 0 [m1+ma]

d o0

—-—L = [hyy + my (&2 +(b+ CI3)2)} G2 + 2 [my (b + q3)] 4243
dt 8qQ

Calculamos también

0
— I = 32
03 ma [b + Q3] ds

que da el siguiente modelo dindmico para el sistema considerado:

D(q) ¢+C(q.q) ¢+g(q) =7

donde
[ml + TTLQ] 0 0
D(q) = 0 [I1,, +ma2 (a®+ (b+q3)°)] O
0 0 mo
ff'ric—l 0 0
Cl(q,q) = 0 ffric—2 +2[ma (b4 g3)] ¢s 0
0 —ma [b+ qs] 4o ffric—3
[m1 + m2] g Fy
9(q) = 0 , T =1 T2
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12.23. Modelo de un motor de corriente di-
recta

%

Uo o

u

Aow
Tl

<
<

Figura 12.23: Motor de CD con carga.

Considerese un motor de CD como el que se muestra en la figura (12.23), en
donde:

» ; = corriente de armadura,

u = voltaje en la terminal,

L = inductancia de armadura,

Ao = constante de fuerza contraelectromotriz,

R = resistencia de armadura,

u = control de la posicion del switch,

w = velocidad angular,

71 = torque de carga,

J = inercia del motor y carga,

k = constante de torque.
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Se definen las siguiente coordenadas:
G1=49 @=¢
de modo que se tiene:
ii=1=¢, W= =¢ (12.1)

Usando la Tabla (6.36) tenemos las expresiones para las energia cinética y
potencial:

1

Tl - §LGdq%7 VYI = 07 Ql,nofpot =Uu— RQ1 - )\CI2
1 . .
T2 = §Jq§7 VYQ = 07 QQ,nofpot = k% —T1

Entonces de las equaciones de Lagrange (n = 2)

d 0 0

&9
dt 9 Jg;
L=T-V,T=%T, V=3V

i=1 =1

L= Qi,no—poh 1= 17 ey

se tienen la siguente representacion

iL = iTl - Linddl? iL =0

o 8(139 g(h
—L=—T JGo, — L =0
g g2 2 e 0qa

Linagi = v — Rq1 — Ago
JGo = kg1 — 71
o, usando (12.1), finalmente obtenemos
d
Lipa—t=u— Ri — \w
:

Jaw:ki—ﬁ

12.24. Convertidor tipo Buck

El convertidor CD-CD tipo buck tiene un circuito mostrador en la figura
(12.24), en donde
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Figura 12.24: Convertidor CD-CD tipo "Buck".

= j; = corriente en la bobina,

vy = voltaje en el capacitor,

L = inductancia del convertidor,

V, = fuente de Voltaje,

R = carga,

u = control de la posicion del switch.
Se definen las siguientes coordenadas:
G =11 g2 = o

Utilizando las relaciones de la tabla (6.36), se definen la energias cinéticas y
potenciales para cada coordenada como:

Lqi ai

T, = — _ 11
1 02'27 ‘/1 20
Ty = % Vy=0

Ql,no—pot - ‘/gu )
_4.
C22,710—]3015 - dth R



508 CAPITULO 12. ALGUNOS MODELOS ELECTROMECANICOS

en donde v toma los valores:

" 1, switch en la posicion 1
10, switch en la posicion 2

las ecuaciones de Lagrange estan dadas por:

do(T-V) dT-V)

dor oV _ 1
dt 8qz 86]1 - 2,0—pot =1,

realizando los calculos se derivan las siguientes ecuaciones dindmicas:

d .
Ld—Ch-Hh:V;;U
t .
O :iq _®
T a#™ R

0, equivalentemente,

d
L—’iL = —vg + Vgu,

dt
O d. o
Vg = =1l — —
T att R
Integrando la segunda equacién obtenemos:
d .
L—ip, = —vy + Vyu,
dt
. . Vo
C Vo =11, — E
si se toma en cuenta la relacién
vo (0)

Cip (0) =ir, (0) — R

12.25. Convertidor tipo Boost

El convertidor CD-CD tipo boost se muestra en la figura (12.25), en donde
nuevamente:

» ¢; = corriente en la bobina,
= Uy = voltaje en el capacitor,

= [, = inductancia del convertidor,
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Ve

Figura 12.25: Convertidor CD-CD tipo "Boost".

» |}, = fuente de Voltaje,
» R = carga,
= ¢ = control de la posicion del switch.
Se definen igualmente las coordenadas:
@1 =1L G2 = Vo

Las relaciones de energfa cinética y potencial son:

T _ L _ @
]. 02'27 ]. 226(
q5 43
T=-2 y-%

2 2 3 2 2Lu

Ql,nofpot = —qQu + ‘/g
. q2
QQ,no—pot - %QI - E

en donde v toma los valores:

" 1, switch en la posicion 1
10, switch en la posicion 2
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las ecuaciones de Lagrange estan dadas por:

doT-v) aT-V)
a0 o Oas
%aql + 3% - Qi,no—pot v = 17 2

realizando los cdlculos se derivan las siguientes ecuaciones dindmicas:

d
é. d. @u ¢
“at=w" "L R

integrando la ultima ecuacién tenemos:

d .
La(h =—(1-u)g+V,
O gy =y — &
prACE ] R
o equivalentemente:
d
L%ZL:—CI_—U)UO‘F‘/Q
d .
C%voz(l—u)m—%

12.26. Motor de induccién

El motor de induccion puede ser representado por el siguiente circuito en la
figura (12.26), en donde:

15 =corriente en el estator,

1, =corriente en el rotor,

R4 =resistencia en el estator,

R, =resistencia en el rotor,

Lq, =inductancia en el estator,

Ly, =inductancia en el rotor,

L,, =inductancia mutua,

As =flujo magnetico en el estator,

A, =flujo magnetico en el rotor,

vs =voltaje aplicado en el estator,

JjwA, =voltaje inducido en el rotor.
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RS L[S L]V R}’

ja)ir

Figura 12.26: Modelo de un motor de induccion.

Expresando las coordenadas en terminos de las corrientes que aparecen en la
figura tenemos:

qlzis q2:ir

Usando relacion:
O =1i

la energia cinetica en el estator y rotor, e inducciéon mutua, se obtiene:

o
s — T
Ly
T T 2 )
S (im2—|— i)

Ademas:

Qs,nofpot = —Us + Z-s (RS + ijlS) + (25 + ZT) JWLm
Qr,nofpot = U + ir (RT‘ + jWLlr) + (Zs + Z?“) JWLm

Aplicando la formula:

dor _or _
dt 8(]@ 8(]@ - 2,mo—pot
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a los dos ramales que se muestran en el circuito de la figura (12.26) se obtienen

las ecuaciones:
di d (ir + s
is (RS +jUJLls) + (is + iT) ijm = Vg — Llsd_lt — Ly, - (Z d—ti— 1 )
di, d (i, + s
ir (Ry + jwla,) + (is + ip) jwly, = v, — L”d_zt — Lm%

definiendo el siguiente vector:

obtenemos las siguientes ecuaciones, la cual es equivalente a la forma:

d(“): L Ait By

E ir LO-Z L0-2
en donde:
A —
—L, (Rs+jwL,,+jwL,) +jwl? — —jwL, L.+Ly, (R.A+jwL,, +jwL,)
—jwLgLym+Lgr (Rs+jwl,,+jwl,) jwLgLy,—Ls(R,~+jwL,,+jwL,)
o _Llr Lm
B = Lr —Lg >
en donde
LR = Lm + Llr
LS = Lm + Lls

Ly = Ly, L, — L?,

las ecuaciones de los flujos se representan como:

d
— s = v5 — R

i
E)\T = Uy — Rr’ir
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